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Supplément  à  VERRA  TA  du  tome  1. 


Page  17,  ligne  i6,  l’an  45,  lises  l’au  —  4^- 
Idem,  ligne  ai,  l’année  44 >  ^‘ses  l’année  — 

Page  376,  ligne  dernière,  a  =  84° o'  45", 9 ,  Uses  a  —  84°  o'  44")  9- 

Page  378,  ligne  5,  I  a  lises  qp  — 

Idem,  ligne  8,  ±  R,  lises  zp  R. 

Page  3a7,  ligne  1  en  remontant,  au  dénominateur  du  dernier  terme,  8.1a,  lises  8».i2». 
Page  34a,  ligne  16,  relation  (7),  lises  relation  (8). 

Page  384,  deuxième  colonne,  ligne  a,  39", o5,  lises  3g", 5. 

Page  427,  ligne  3  en  remontant,  m  =  lises  m  — 

Page  5o8,  vis-à-vis  5g6,  deuxième  colonne,  g.ooo]3oo,  lises  g.oooo3oo. 


ERRATA  du  tome  11. 

Page  66,  lignes  îa  et  14,  l’angle  <»,  Uses  l’angle  6. 

Page  io5,  ligne  19,  -h  a", 648,  Uses  -h  a", 643. 

Page  34i,  ligne  a  en  remontant,  ceux  que  nous  avons  obtenus,  lises  celles  que  nous  avons  ob¬ 
tenues. 

Page  36a,  ligne  3,  cet  observatoire ,  lises  cette  ville. 

Page  377,  ligne  3,  d*u ',  lises  d*u[. 
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LIVRE  QUATRIÈME. 

PROBLÈMES  D’ASTRONOMIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

USAGE  DE  LA  CONNAISSANCE  DES  TEMPS  ET  DES  TABLES  DU  SOLEIL 
POUR  DÉTERMINER  LES  ÉLÉMENTS  DES  CALCULS  ASTRONOMIQUES. 


2o8.  11  serait  sans  doute  à  désirer  que  la  division  du  cercle  en 
4oo  grades  et  celle  du  jour  en  io  heures  fussent  en  usage  en  Astro¬ 
nomie  comme  la  première  l’est  en  France  dans  les  opérations  géodé- 
siques,  parce  que  les  calculs  n’en  seraient  que  plus  faciles  et  plus 
prompts;  mais  puisque  les  astronomes  paraissent,  moins  que  jamais, 
disposés  à  introduire  cette  innovation  dans  leurs  calculs  usuels  et  dans 
la  construction  de  leurs  tables,  à  cause  de  la  nécessité  où  ils  sont  de 
comparer  continuellement  l’état  présent  du  ciel  à  celui  des  temps  pas¬ 
ses,  nous  emploierons  dorénavant  la  division  du  cercle  en  36o  degrés 
et  celle  du  jour  en  $4  heures. 

Avant  les  nouveaux  changements  adoptés  par  le  Bureau  des  Longi¬ 
tudes,  dans  la  rédaction  de  la  Connaissance  des  Temps ,  et  opérés 

II. 
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entièrement  dans  le  volume  de  l’année  1 835 ,  la  plupart  des  quantités 
variables  étaient  calculées  pour  midi  vrai  à  Paris  et  pour  chaque  jour 
de  T  année,  principalement  celles  qui  changent  avec  lenteur  et  assez 
régulièrement;  mais  les  principaux  éléments  lunaires ,  ^qui  varient  plus 
rapidement,  étaient  donnés  de  12  heures  en  12  heures  de  temps  vrai. 
Maintenant  les  nombres  insérés  dans  cette  Éphéméride  se  rapportent 
au  temps  moyen.  Dans  les  questions  d’ Astronomie  l’on  a  souvent  be¬ 
soin  de  trouver  la  valeur  d’une  de  ces  quantités,  pour  une  époque  in¬ 
termédiaire  à  celles  auxquelles  correspondent  les  nombres  fournis  par 
les  tables  :  or,  on  l’obtient  en  supposant  que  ces  nombres  varient  pro¬ 
portionnellement  au  temps,  ou  bien,  pour  plus  de  précision,  en  ap¬ 
pliquant  la  méthode  générale  d’interpolaîion  exposée  à  l’art.  106.  Des 
exemples  éclairciront  cés  deux  méthodes;  mais  avant  de  les  donner, 
indiquons  comment,  à  défaut  de  tables  de  conversion,  Ton  réduit  les 
degrés  de  T  équateur  en  temps,  et  réciproquement  le  temps  en  parties 
de  l’équateur. 

i°.  Réduire  en  temps,  et  à  raison  de  i5°  par  heure,  l’arc  de 

48°  17'  i5",6. 

60 

Puisque  i5  =  -j-,  multipliez  par  4  les  degrés,  les  minutes  et  les  se¬ 
condes;  alors  le  premier,  le  second  et  le  troisième  produit  seront  des 
minutes,  des  secondes  et  des  tierces  de  temps.  D’après  cette  règle,  évi¬ 


dente  par  elle-même ,  on  voit  que 

45°  font.  .....  3h 

3  . O.  I2m 

17'  .  i.8s 

i5",6  .  1 . 2l  ,4  • 

donc.  .  .  .  48°  17'  1 5", 6  font . 3hi3m982t,4. 


Mais  60  tierces  faisant  1%  on  a,  en  convertissant  les  tierces  en  déci¬ 
males  de  secondes,  48°  17'  i5",6  =  3h  i3m9s,o4. 

*  20.  Réduire  en  degrés  3h  i3m9s,o4. 

L’opération  étant  l’inverse  de  la  précédente,  prenez  le  quart  des 
minutes  et  des  secondes;  le  premier  et  le  second  quotient  seront  des 
heures  et  des  minutes.  Ensuite,  multipliez  par  6  les  dixièmes  de 
seconde  de  degré,  pour  les  convertir  en  tierces,  et  prenez  le  quart  du 
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produit,  vous  aurez  des  secondes  de  degré.  Ainsi,  en  opérant  sur  le 
nombre  proposé  et  multipliant  les  heures  par  i5  ,  on  a 

3h  =  45° 

i3ra  . =  3.i5' 

9*  . =  2.i  5" 

o  ,o4  =  o  ,6. 

Donc.  .  .  3hi3m9s,o4 . =  48°  17'  i5",6~ 

Gallet  a  donné  ,  à  la  fin  de  ses  Tables  trigonométriques  3  deux  petites 
tables  au  moyen  desquelles  on  peut  se  dispenser  de  faire  ce  calcul  ; 
mais  il  vaut  encore  mieux  recourir  à  la  table  VI  de  la  Connaissance 
des  Temps laquelle  a  pour  titre  :  Réduction  du  temps  en  parties  de 
l’équateur  ou  en  degrés  de  longitude  terrestre.  Revenons  mainte¬ 
nant  à  notre  objet. 

Calcul  de  la  déclinaison  du  Soleil  pour  un  méridien  autre  que  celui 
de  Paris  ;  détermination  des  éléments  lunaires. 

2o9.  Ier  exemple.  On  demande  la  déclinaison  du  Soleil  le  20  mars 
i8o3,  à  midi  vrai,  à  Porto-Ferraio  (île  d’Elbe),  dont  la  longitude 
orientale  par  rapport  au  méridien  de  Paris,  est  de  7  0  69'  20", 2. 

Puisque  Porto-Ferraio  est  à  l’orient  de  Paris,  et  que  la  longitude 
7°  59' 20", 2,  réduite  en  temps  à  raison  de  i5°  par  heure,  est  de 
3 1  ^7 *,7  ;  il  s’ensuit  que  lorsqu’il  est  midi  à  Porto-Ferraio  le  20  mars, 
il  est  3ira57%7  de  moins  à  Paris ,  c’est-à-dire  23h28m2%3,  le  19  mars, 
temps  astronomique.  La  question  est  donc  réduite  à  trouver,  pour  cette 
heure,  la  déclinaison  du  Soleil. 

D’après  la  Connaissance  des  Temps  3  la  déclinaison  australe  du 


Soleil  à  Paris,  le  19  mars  i8o3,  à  midi  vrai  ....  o°48'53"  A 

Déclinaison  le  20  mars . .*  .  .  .  o.25.u 

Variation  diurne  en  déclinaison . —  0.23.42 

Partie  proportionnelle  pour  23h  28m2*, 3 . —  o°23'io",4 

puisqu’ en  24h  la  déclinaison  diminue  de  oh  23m42a. 

Déclinaison  du  O,  le  19,  à  Paris .  0.48.53 

Déclinaison  du  O,  à  Porto-Ferraio,  le  20  mars 
I®°3,  à  midi . .  o.  25.42  ,6 


1.. 
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IIe  exemple.  Trouver  la  déclinaison  du  Soleil,  le  21  mars  i8o3, 
à  Porto-Ferraio. 

Déclinaison  du  O  à  Paris,  pour  midi ,  20  mars.  .  .  o°25'ii" 

Déclinaison  le  21 .  o.  r.28 

Variation  diurne . .  0.23.43 

Partie  proportionnelle  pour  23h  28"2% 3.  o.^'ii"  ,4 

Déclinaison  le  20 ,  à  Paris .  o.25.ii 

Déclin,  austr.  le  21  mars,  à  midi,  à  Porto-Ferraio  .  o.  1.59,6 


IIIe  exemple.  Trouver  la  déclinaison  du  Soleil ,  le  22  mars  i8o3,  à 
Porto-Ferraio. 

Déclinaison  du  O  à  Paris,  pour  midi ,  le 


21  mars  i8o3 .  0°  i'a8"  Australe. 

Déclinaison  le  22  mars .  0.22.13  Boréale. 

Changement  en  déclinaison  pour  24h  ...  0.24.41 


(Ces  deux  déclinaisons  s’ajoutent  parce  qu’elles  sont 
de  dénominations  différentes.) 


Partie  proportionnelle  pour  23h  28™  2*,3.  .  o°23'  9", 4 

Déclinaison  du  O  à  Paris  ,  le  21  mars.  .  o.  1.28  ,0 
Déclinaison  boréale  du  O ,  pour  Porto- 
Ferraio ,  à  midi,  le  22  mars . 0.21.41  ,4 


Ainsi  la  variation  diurne  du  21  au  22  mars  ,  à  midi ,  à  Porto-Ferraio 
comme  à  Paris  ,  était  de  23'  4 1 

Dans  la  Connaissance  des  Temps  de  i835,  et  dans  celle  des  années 
postérieures,  les  déclinaisons  du  Soleil  se  rapportent  à  midi  moyen  ;  et, 
comme  il  est  quelquefois  necessaire  de  les  avoir  pour  midi  vrai ,  on 
évalue  le  mouvement  de  cet  astre  pour  le  temps  qui  s’est  écoulé  entre 
ce  midi  vrai  et  le  midi  moyen  correspondant ,  c’est-à-dire  pour  l’inter¬ 
valle  marqué  par  l’équation  du  temps. 

Par  exemple,  quelle  était  à  Paris  la  déclinaison  du  O  à  midi  vrai 
le  ier  mars  1 835  ? 

O11  trouve  que  cette  déclinaison  était ,  à  midi  moyen ,  de  70  44'  4o",2  A , 
et  quelle  diminuait  de  22'48",2  en  24  heures  moyennes,  ce  qui  fait 
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57  ,  01  en  1  et  12 ',06  en  qui  sont  l’équation  du  temps.  Or 

e  équation  étant  additive,  ou,  ce  qui  est  de  même ,  le  temps  moyeu 
j  n  avance  sur  le  temps  vrai ,  la  correction  de  déclinaison  1 2", 06 
via  s  ajouter  à  7°44'  4o",a;  on  aura  donc  70  44'  52", 26  pour  la  dé¬ 
clinaison  cherchée. 

iO.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  déclinai¬ 
sons  cioissent  proportionnellement  au  temps,  supposition  qui  peut 
etre  admise  si  les  résultats  qu’on  a  en  vue  d’obtenir  n’exigent  pas  une 
p  us  grande  exactitude.  Dans  le  cas  contraire ,  il  sera  nécessaire  d’avoir 
egard  aux  différences  secondes. 

Par  exemple,  suivant  la  Connaissance  des  Zèm/w  de  1 8 1 3 ,  on  a 


DÉCLINAISON  DTI  Q  A  MIDI  VRAI. 

DIFFÉRENCES  Ires. 

DIFFÉRENCES  2CS. 

Le  I- mars.... .  7°  36' 4a" 

l  .  7-'3.52 

,  .  6.5o.55 

4  .  6.27.53 

—  22'  5o" 

-  22.57 

-  23.02 

—  l" 

—  5 

18  ....  „  K  r 

-  23.42 

-  23.4l 

*9  .  0.35.23 

+  I 

Un  voit  donc  que  les  différences  secondes  sont  fort  petites  aux  envi- 
I  .  équinoxes ,  et  qu  il  est  alors  permis  de  supposer  la  variation  de 
aeclinaison  proportionnelle  au  temps,  dans  l’intervalle  de  24  heures. 

is  dans  autre  circonstance,  lorsque  l’on  connaîtra  les  décli¬ 
naisons  u  Soleil  à  midi ,  pour  plusieurs  jours  de  suite,  on  aura  celle 
qui  correspond  à  i  heures  de  temps  solaire ,  à  l’aide  de  la  formule 
generale  d’mterpolatiou  de  l’art.  108,  savoir  : 

déclinaison  cherchée  =  D+^+4  ( h-i )  d2  D  , 
s  laquelle  D  exprime  la  déclinaison  pour  le  midi  qui  précède  le 
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temps  z,  dD  les  différences  premières  ,  d- D  let  différences  secondes, 
enfin  h  =  24 ,  ou  le  nombre  d’heures  comprises  entre  deux  midis  con¬ 
sécutifs.  Cette  règle  suppose  que  les  jours  solaires  vrais  sont  égaux ,  ce 
qui  n’est  pas  tout-à-fait  exact.  * 

Application.  Trouver  la  déclinaison  du  Soleil  pour  le  2  mars  181 3, 
à  i5  heures,  à  Paris.  On  a  ,  d’après  le  tableau  précédent  et  la  notation 
actuelle,  et  en  prenant,  pour  plus  de  précision ,  la  moyenne  des  deux 
différences  secondes  consécutives  qui  diffèrent  un  peu  entre  elles, 

h- 24h,  ;=i5\  rfD=  — 2a'57",  d* D=-(l±^  =  -6; 

de  là 

décl.  cherchée  =  7».3'52"  0»»'57")~  ^  (9)  (6) 

=  7°i3'52"  —  i4'20",62  —  o",70 
=  7°i3'52"  —  i4,2r,32=6°59/3o",68. 

Le  second  terme  est  la  partie  proportionnelle  à  i5h,  et  n’est  relatif 
qu’aux  différences  premières  ;  le  troisième  terme  est  la  correction  qu’il 
s’agissait  de  trouver. 

Les  différences  premières  et  deuxièmes  se  prennent  avec  leurs  signes  ; 
ainsi,  dans  l’exemple  ci-dessus,  d  D  et  d2  D  sont  négatives. 

Si  le  temps  i  était  donné  en  heures,  minutes  et  secondes,  il  fau¬ 
drait  réduire  les  minutes  et  les  secondes  en  décimales  d’heure. 

24t.  Cette  méthode  d’interpolation  s’applique  aux  nombres  quel¬ 
conques  qui  correspondent  à  des  époques  équidistantes.  Pour  seconde 
application,  cherchons  quel  a  été  le  lieu  de  la  Lune  le  2a  mai  1 835  à 
4h  du  matin ,  à  Paris. 

La  Connaissance  des  Temps  de  cette  année-là  donne 
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UEt  DE  LA  LUNE. 


Long.  C  le  21  à  midi  .  353°  18'  12", 4 

le  21  à  minuit.  359.23.  9,5 
le  22  à  midi .  .  5.25.12,8 

le  22  à  minuit.  11. 24.50,9 
17.22.30,3 


le  23  à  midi.  . 


Latit. 


le  21  à  midi.  .  —  5.  6.19,2 

le  21  à  minuit.—  4.55.57,6 

le  22  à  midi .  .—  4-42-23»4 
le  22  à  minuit.  —  4 • 25 • 48 , 8 
le  23  a  midi .  .  —  4 .  6 . 26 , 2 


6°  4'  57",  1 
6.  2.  3,3 
5.59.38,1 
5.57.39,4 


10.21 .6 
i3.34,2 

16.34.6 

19.22.6 


DIFFÉRENCES  2es.  DIFFÉR.  3es 


2'  53", 8 
2.25,2 
1 .58,7 


3. 12,6 
3.  0,4 


28"6 

26,5 


—  12,2 

—  12,4 


Cela  posé,  soient  LCn)  la  longitude  cherchée,  Lia  longitude  des  tables, 
qui  précède  immédiatement  celle  quel  on  cherche;  on  aura  en  général, 
on  prenant  pour  unité  de  temps  l’intervalle  de  i2h, 


I.,.)=L+ncfL-t-n  . .  , 

OU  bien,  ordonnant  par  rapport  à  n , 

L(,)==L4-(<î'L~i^L+L^%)/l-f.(i^*L--L^»L)w>_hi^sLw3> 

Or,  pour  le  cas  particulier  ci-dessus  /!=■£=£;  et  de  plus 

L  =  35q°23'  9", 5 
dL  =4-  6.  2.  3  ,3 
^2L  = —  2.25  ,2 

cPL  =4-  27  5— 38", 64- 26", 5 

1  ’  2  ’ 

ainsi 


t  or c  6°3'25",o8  i'26",35  4>58 

L(n)— 359°23  9,5  4—3 - —  +  V 

=36i°24'i8",o3-9",6=i024'8",43. 

Soient  pareillement  \n)  la  latitude  cherchée,  X  celle  des  tables  pour  le 
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2 1  mai  à  minuit  ;  on  aura ,  en  changeant  dans  la  formule  précédente , 
LenX, 

X  =  -4°55'57",6 
&  =-h-  i3.34,2 
M  =H-  3.o,4 

<MX  =-  12  ,3 

et  enfin 

4°55'57",6+  "Y*  +  -X"—  -  — 

'  3  9  27 

=  —  4055'57",6-t-4'io/',59=  — 4°5i'47">oi  austr. 

Si  1  on  faisait  n=  1 ,  on  retrouverait  la  longitude  et  la  latitude  de  la 
Lune  telles  que  les  tables  les  donnent  pour  le  22  mai  à  midi  moyen. 

M.  Mathieu  a  construit  une  Table  de  correction  des  différences 
secondes,  qui  est  insérée  chaque  année  dans  la  Connaissance  des 
Temps  :  on  pourra  en  faire  usage  quand  il  n’yaura  aucun  inconvénient 
à  supprimer  les  troisièmes  différences. 

Calcul  du  temps  moyen  par  le  temps  vrai. 

242.  Ier  exemple.  On  a  fait  une  observation  le  21  janvier  1811,  à 
2b3ora47%3  temps  vrai  astronomique,  dans  un  lieu  dont  la  longitude 
ouest,  comptée  de  l’Observatoire  royal  de  Paris,  est  de  imen  temps;  on 
demande  le  temps  moyen  de  l’observation. 

Le  lieu  étant  à  l’ouest  de  Paris,  on  comptait  dans  cette  capitale 
2h3ini47%3à  l’instant  de  l’observation;  il  s’agit  donc  de  connaître, 
pour  cette  heure-là,  l’équation  du  temps  et  de  l’introduire  dans  la 
relation 

temps  moyen  =  temps  vrai  ±.  équat.  du  temps. 


Or  on  trouve  dans  la  Connaissance  des  Temps  de  1811,  et  dans  la 

colonne  intitulée  temps  moyen  au  midi  vrai ,  que 

le  21  janvier  à  midi,  à  Paris,  l’équation  du  temps  =1  im338, 1, 

et  que  la  variation  diurne  du  21  au  22 . =  i6%9; 

ainsi  on  fera  cette  proportion  : 


a4h:  i6s,9 :  :  2h3i,n47%3=2h,53:.r , 
et  l’on  aura  pour  la  variation  cherchée. 


is,8. 


oc— 
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L  équation  du  temps  allant  en  augmentant,  elle  devient,  pour 

l’heure  donnée, 

1 1  m33s,  1  -t- 1  s,8=  1 1  m348,9  ; 

d  ailleurs  le  temps  moyen  est  en  avance  sur  le  temps  vrai  ;  donc  l’équa- 
h°n  du  temps  estadditive,  donc  le  temps  moyen  de  l’observation, 
dans  le  lieu  où  elle  s’est  faite,=2h3om47%3H-  1  im34s,9=2h42m  228,,2. 

il1  exemple.  Le  12  décembre  1 8 1 3  on  a  observé  un  phénomène  à 
3 11 1 7 111 1 5S, 5o  temps  vrai,  dans  un  lieu  dont  la  longitude  orientale  est  de 
1  'is  en  temps;  on  demande  le  temps  moyen. 

A  1  instant  du  phénomène,  on  comptait  à  Paris  3hi6mi4%5o  temps 
vrai.  G  est  pour  cette  heure  qu’il  s’agit  de  calculer  l’équation  du  temps. 
Or  les  Éphémérides  de  i8i3  donnent 

le  1 2  décembre ,  à  midi ,  équation  du  temps  =  6m  2*,3  , 
et  pour  la  variation  diurne  du  12  au  1 3.  .  28  ,3; 

on  a  donc 

24h:a8%3::3hi6*ni4s=3h,27:a:=r3s,85. 

L’équation  du  temps  allant  en  diminuant,  on  a 

Le  12  décembre .  gm  2s,3o 

Partie  proportionnelle  .  .  .  —  3  ,85 

Équation  du  temps  actuelle  —  5.58  ,45 

Temps  vrai . 3hi7.i5,5o 

Temps  moyen . 3hiimi7%o5 

Si  1  on  connaissait  le  temps  moyen  et  qu’ii  fallût  trouver  le  temps 
N rai,  on  calculerait  de  la  même  manière  l’équation  du  temps;  puis  011 
1  ajouterait  au  temps  moyen,  si  le  temps  vrai  était  en  avance,  ou  on 
la  soustrairait  dans  le  cas  contraire. 

Calcul  du  temps  sidéral  par  le  temps  vrai  et  le  te  nps  moyen, 
et  réciproquement. 

Supposons  les  mêmes  données  que  dans  le  premier  exemple 
ci-dessus,  et  cherchons  le  temps  sidéral. 

IL 
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Soient  S  (Jig.  i)  le  lieu  du  Soleil  vrai,  PM  le  méridien  du  lieu  Af*r  le 
point  équinoxial  du  printemps;  l’arc  MT  de  l’équateur  sera  le  temps 
sidéral,  l’arc  MS'  le  temps  vrai,  et  rS'  l’ascension  droite  du  Soleil  ; 
ainsi  *  „  » 

temps  sidéral— temps  vrai ascension  droite  du  Soleil. 

En  désignant  par  2  la  distance  de  l’équinoxe  au  Soleil  et  par  son 
ascension  droite,  on  a  par  conséquent 

^  • 
/R=24h-2, 

et  #  ■  ■  • 

temps  sidéral=  temps  vrai-\-ti[^~2. 

Les  anciennes  Éphémérides  donnant  la  distance  de  l’équinoxe  au 
Soleil  pour  midi  vrai,  il  faut  la  déterminer  pour  l’heure  de  l’observa¬ 
tion  ;  c’est  ce  que  l’on  fera  ainsi  qu’il  suit  : 


Le  ai  janvier  1 8 1 1 ,  à  midi,  à  Paris, 
Le  22.  ............  .  •;  . 

Variation  en  24h . 

Partie  proport,  pour  2h3im47%3  .  .  . 

Le  2 1 . 

Distance  actuelle  de  l’équinoxe  au  O 
Complément  à  24h  ou  ascens.  droite  . 

Temps  vrai . 

Temps  sidéral.  .  . 


2=  3h48m38s8 
2'=  3-44.25,3 
4.1 3  ^5 

—  26 ,72 
2  =  3-48.38  ,80 

3.48. 12  ,08 
20.11.47  >92 

2.30.47  >3o 
22b42ra35S,22 


Tous  ces  calculs  supposent  que  dans  l’intervalle  de  24  heures  .vraies 
le  mouvement  du  Soleil  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  est  uni 
forme ,  ce  qui  s’éloigne  en  effet  très-peu  de  la  vérité. 

Si  le  temps  moyen  était  connu  et  qu’il  fallût  le  convertir  en  temps 
sidéral  à  l’aide  des  anciennes  Éphémérides,  on  changerait  d’abord  le 
temps  moyen  en  temps  vrai,  et  ensuite  on  satisferait  à  la  relation  précé¬ 
dente;  mais  cette  réduction  est  bien  plus  simple  au  moyen  de  la 
table  V  et  des  nouvelles  Éphémérides ,  qui  donnent  le  lieu  du  Soleil 
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pour  midi  moyen  ,  puisque 

tC  n^S  Sl(^e,a^  cherche  =  temps  moy.  donné  -h  temps  sidér.  à  midi  moy. 
-+-  réduction  (table  V). 

Exemple.  Quel  est  le  temps  sidéral  correspondant  au  20  avril  1840, 
a  i8h56«*27#,9  temps  moyen  ? 

Temps  sidér.  à  midi  moy.  ou  asc.  droite  moy.  O  le  20  avril  ih54m3i%20 

Temps  moyen  donné . *  18.S6.27  ,90 

Réduction  de  ce  temps  (table  V  ) .  3.  6  ,70 

Temps  sidéral  demandé . 20.54.  5  ,80 

Le  temps  obtenu,  on  le  convertit  en  degrés  à  raison  de  r5°  pour 
une  heure,  afin  d’avoir  ce  qu’on  appelle  V ascension  droite  du  milieu 
du  ciel  (art.  7). 

La  table  (IV)  sert  évidemment  pour  résoudre  le  problème  inverse  ; 
ams.,  en  supposant  le  temps  sidéral  ci-dessus,  sa  conversion  en  temps 
moyen  aura  heu  a  l’aide  de  cette  relation  : 

fcmps  nu, yen  cherché  =  temps  sidér.  donné  -  temps  sidér.  à  midi  moy. 
—  réduction  (tab.  IV)  ; 

et  en  ajoutant  a4\  s’il  est  nécessaire,  pour  pouvoir  effectuer  la  première 
soustraction.  v 

*  ~ 

Exemple. 

Temps  sidéral  donné .  20h54,n  5S  80 

Temps  sidéral  à  midi  moyen . —  1.54.31  ao 


Temps  sidéral  écoulé  depuis  midi  .  .  .  18.59. 34  ,60 
Réduction  de  ce  temps  (table  IV)  .  .  .  —  3.  6  ,70 

Temps  moyen  demandé  ....  18.56.27,90 

On  résout  aussi  les  questions  précédentes  avec  une  grande  précision 
^  aide  des  tables  du  Soleil  qui  servent  à  calculer  les  Éphémérides. 
°Us  allons  donner  quelques  exemples  à  ce  sujet. 
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Calcul  d’un  lieu  du  Soleil  par  les  Tables  astronomiques  du  Bureau 
des  Longitudes. 

2 ü.  On  détermine  le  lieu  du  Soleil  dans  l’écliptique ,  c’est-à-dire 
sa  longitude,  pour  un  instant  quelconque,  à  l’aide  des  tables  dressées 
pour  cet  effet.  Celles  de  Delambre,  que  le  Bureau  des  Longitudes  a  pu¬ 
bliées  en  1806,  donnent  d’abord  la  position  moyenne  du  Soleil  et  celle 
du  périgée  pour  le  premier  janvier  de  chaque  année,  dont  l’origine  est 
prise  à  minuit  moyen,  à  Paris,  c’est-à-dire  au  minuit  du  3i  décembre 
au  ier  janvier  :  telle  est  Y  époque  de  ces  tables.  Ajoutant  ensuite  les 
moyens  mouvements  depuis  cette  époque  jusqu’à  l’instant  donné,  et 
ayant  égard  aux  variations  séculaires,  on  a  la  longitude  moyenne  du 
Soleil  et  celle  du  périgée.  La  différence  de  ces  deux  quantités,  qu’on 
nomme  anomalie  moyenne ,  sert  d’argument  pour  trouver  l’équation 
du  centre,  qu’on  ajoute  à  la  longitude  moyenne  du  Soleil  pour  avoir 
sa  longitude  vraie  dans  l’ellipse  comptée  de  l’équinoxe  moyen. 

Les  tables  fournissent  en  outre  huit  arguments  au  moyen  desquels 
on  obtient  cinq  petits  termes  ou  équations  qui  expriment  les  perturba¬ 
tions  de  la  Lune,  de  Vénus,  de  Mars,  de  Jupiter  et  de  Saturne  :  ajou¬ 
tant  ces  équations  au  lieu  déjà  déterminé  par  approximation ,  l’on  a  la 
longitude  vraie  du  Soleil,  toujours  comptée  de  l’équinoxe  moyen; 
enfin,  ajoutant  encore  les  nutations  lunaire  et  solaire  ainsi  que  l’aberra¬ 
tion  ,  le  résultat  exprime  la  longitude  vraie  comptée  de  l’équinoxe 
apparent. 

Les  memes  tables  font  connaître  l’obliquité  moyenne  de  l’éclip¬ 
tique,  à  laquelle  on  réunit  deux  petits  termes  dont  l’ensemble  représente 
la  nutation  luni-solaire ,  ce  qui  donne  l’obliquité  apparente;  ensuite, 
avec  cette  obliquité  et  la  longitude  vraie  du  Soleil,  on  calcule  son 
ascension  droite  vraie  et  sa  déclinaison  au  moyen  des  deux  formules 
suivantes,  tirées  de  la  trigonométrie  sphérique  : 
tang.  asc.  vr.  Q  =  tang  longit.  vr.©xcos  obliq.  appar.  de  Téclipt., 
sin  décl.O=sin  longit.  vr.Oxsin  obliq.  appar. 

A  la  rigueur,  la  déclinaison  du  point  de  l’écliptique  déterminée  par 
la  seconde  formule  n’est  pas  celle  apparente  du  centre  du  Soleil ,  car 
M.  Laplace,  en  approfondissant  la  théorie  des  perturbations  plané- 
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taires ,  a  reconnu  que  cet  astre  ou  plutôt  la  Terre  ne  décrit  pas  un 
orbe  parfaitement  plan;  mais  les  écarts  qui  ont  lieu  de  part  et  d’autre 
de  l’écliptique  sont  si  petits,  que  les  observations  les  plus  précises  n’ont 
pu  encore  en  constater  l’existence.  Néanmoins  les  astronomes  en 
tiennent  compte  maintenant  dans  les  observations  qui  demandent 
l’exactitude  la  plus  scrupuleuse ,  c’est-à-dire  qu’ils  évaluent  l’effet  de 
la  Latitude  du  Soleil  sur  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  observées. 

Après  ces  notions,  calculons  le  lieu  du  Soleil  pour  le  i5  décembre 
i8i3  à  midi  vrai,  à  Paris. 


DÉSIGNATION 

des 

TABLES  SOLAIRES. 

L0NG1TÜDE- 

du 

SOLEIL. 

III.  (i8i3) . . 

9-*io°i4'42,,4 

.  H-  0,6 

1 1 . ti,  ou  18,8 

V.  (varia.  séC:) . 

VI.  (i5  décenib.)^  . . . 

Long.  0  ùminuitmoy. 

Vil . 

8.23. i5.  i',8 

XI . 

, 

Part,  prop . 

. -N  o,3 

Long.  0  à  midi  vrai. 

8.23.44.24,5 

XII.Equat.du  contre. 
Part,  prop . 

H.  29.26. 46, 5 

Variai,  séc . . . 

/A  i1*  partie. . . 
Yy  1  2e  partie... 

\  T  3e  partie... 

(Constante . 

XVI.  B(V*5. . 

XVII.  BD . 

.  -+-  0,2 

.  0,1 

.  0,2 

. .>  0,2 

—  0,5 
.  14,8 

.  3  5 

XVIII.  BE . 

.  ‘4.9 

XIX.  P)  F . 

.  0  *9 

Long.  vr.  0  comptée| 
de  l’équinoxe  moy . . 
XIII../  (nut.  lun.)'. . 
XXX. {  (nut.  sol.)  . . 
XXI.  (aber^, . 

8.23.11.46,9 

.  —  i5,o 

.  -  o,3 

.  —  o,3. 

Long.  vr.  g  comptée; 
de  l’équinoxe  appar . 

8.23.ii.3i,3 

1 

LONGITUDE 

du 

PÉRIGÉE. 


9°4»'  28" O 
-+-  0,7 
......  -H  5g, o 


9.  9.43 

. Jé. 

8.2I44 


24,5 


11.14.  0-56,8* 

ou 

I.J-|4°  o'95‘*= 
anomalie  moyenne. 


ARGUMENTS  DE  PERTURBATIONS. 


M 

;a 

B 

C 

D 

E 

1 

K 

37 

932 

278 

^34 

559 

324 

7*4 

G06 

G3o 

787 

953 

4» 

507 

81 

32 

5i 

■ïCv 

18 

7*9 

43 

«7 

23  1 

1 

Si 

1 

66 

4o5 

816 

607 

c 

280 

t 

23a 

J  83 

67 

Latiluih J. 

-t*  B  -t-  N  =  668. . . .  n#,5 9 

2B  —  C  =  38i _  -^0,09 

3C  — 4B  =  321....  —  0,04 
B  — 2  R  =  422....  —  0,16 


Latitude  Ubréale . -t-  o,3o  —  / 

Dans  la  formation  de  ces  arguments  l’on  ne  lient 
compte  que  des  centaines,  et  l’on  ajoute  i<oo,  s’il  est 
nécessaire,  à  l’argument  positif,  afin  de  pouvoir  effec¬ 
tuer  la  souslraotion. 

Obliquité. 

TabloV.,1  lï0°;: . 

(  variation .  —  . 

nutat.  lun.  ..*»•••• .  •  c. .  —  5.3 

nutat.  sol* . * . .  . .  '  —  0,4 


Tab.  XIII. 


Obliquité  apparente. .  23.27.44,0  —  ' 
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Lorsque  l’on  calcule  le  lieu  du  Soleil  pour  un  temps  moyen  donné , 
pour  midi  moyen ,  par  exemple ,  on  emploie  en  place  de  la  table  XI 
celle  X,  qui  donne  le  mouvement  moyen  du  Soleil  pour  les  heures,  mi¬ 
nutes  et  secondes.  .* 

Cherchons  maintenant  le  log.  du  rayon  vecteur. 

Perturbât,  tab.  XXIV,  argument  A .  4,47  I 


Table  XV,  2e  partie.  . . 

-h;  0,00 

3e  partie .... 

-+-  0,32 

Constante . 

—  o,3o, 

-  0  0„ 

-(-no? 

1,75- 

Table  XXV,  1 

|  BD . 

0,97 

perturbât,  planétaires.! 

BE . 

. .  3,3o 

1 

BF . 

0,06 

Somme  des  équations. . . 

10 ,57 

Table  XXIII.  . . 
Part,  proport. . . 
Variations  sécul. 


ou  argument  de  la  table  XXVIII . 


Log.  du  rayon  vecteur . .  9.9929450 

CALCUL  DE  L’ASCENSION  DROITE. 

0=a63°i  i'3i",3  log.  tang  long.©  =0, 923o543 
*8°  log.  cos  «=9,9625222 

83°ii'3i",3  log.  tang.  yR=o,8855765=  82035'5",95 

180 

asc.  dr.  vraie  ^=262.35.5795 

Convertissant  cette  ascension 

.Iroite  en  temps,  on  a  .  .  temps  glt|éra|=  ,7b3o...20.4 

et  prenant  le  complément  à 

’  on  a . dist.  de  l’équin.  auQ=  6.29.39,6. 

On  peut  avoir  aussi  l’ascension  droite  par  cette  série  : 


Æ  =  O  —  tang2  i  «  5?  ?©'■ 


51n2©  ,  .  4I  sin  40 
7.  v  -+-  tailg*Tw  —  - 

sin  1  o  -  sin  2 


qui  dérive  des  principes  exposés  aux  art.  f»6  et  94.  La  différence 
O  &  se  nomme  la  réduction  de  l’écliptique  à  l’équateur. 


LIVRE  QUATRIEME. 


CALCUL  DE  LA  DÉCLINAISON. 

log.  sin  long.  0=9,9969269  — 

log.  sin  «=9,6000400 

log.  sin  0=9,5969674=  —  230i7'i3  , 17 

Telle  est  la  déclinaison  australe  du  point  de  l’écliptique  qui  a  pour 
ongitiide  a63°i  i'3i",3.  Mais  en  supposant  que  la  déclinaison  appa- 
rente  du  centre  du  Soleil  observée  fût  exempte  de  tonte  erreur,  elle 
<1i  ferera.t  d  une  petite  quantité  due  à  l’effet  de  la  latitude  X  de  cet 
‘  stre.  Or,  d  apres  le  précepte  joint  à  la  table  XXXII,  on  a 

correction  de  longit.-o''o55U=-o''o5xo''3=-o'oi, 
d’asc,  dr.  —  o,o5*X=  —  o,o!>xo,3=  —  o ,01 , 
de  de  décl.  —  i,ooxX=  — 1,00X0, 3=—o,3o: 

correct,  de  .*  D=-a3»,7',3' ,7 

prise  a\ec  un  signe  contraire  =  H-  o  3o 

déclinaison  apparente  du  Soleil  D=-^3777^8^ 

Nous  emploierons  par  la  suite  celte  déclinaison  apparente  pour 
^terminer  la  latitude  de  l’Observatoire  de  l’ancienne  École  d’applil 
de  1  Sin£e”ieu™  géographes,  et  a  cet  égard  nous  ferons  abstraction 
de  a  longitude  de  ce  lieu,  parce  que,  comme  elle  n’est  que  de  V 

en  temps,  elle  n’a  aucune  influence  sensible  sur  la  déclinaison  dont  il 
s  agit. 

On  corrigerait  de  la  même  manière  la  longitude  et  l’ascension 
roue,  calculées  par  les  tables,  pour  avoir  la  longitude  et  l’ascension 
Uroite  apparentes  du  Soleil. 


calcul  de  l’équation  du  temps. 

table  ye,n^S  vra^  ^onné  on  ajoute  l’équation  du  temps  fournie  par  la 
ajoute  Gt  ^  SOmme  est  temPs  moyen  approché  :  à  celui-ci  l’on 
encore  sept  petites  équations  qui  sont  dues  aux  perturbations 
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planétaires  ,  et  l’on  a  le  temps  moyen  exact  correspondant  au  temps 
vrai  donné;  enfin  la  différence  de  ces  deux  temps  est  l’équation  du 
temps  cherchée.  Voici  ce  calcul  pour  l’époque  du  i5  décembre  1 8 1 3 


à  midi  vrai ,  à  Paris  :  * 

Temps  vrai  donné.  ...  i2h  om  o%o 

Table  VIII,  corrigée  d’après  (  pour  8S  23°.  ......  —  4*56,3 

celle  de  la  Conn.de*  Temps  \  p\rt.  prop.  pour  44S4  •  -+■  21  ,8 

de  1810,  p.  492.  \  variât,  sécul.  pour  4  ans  —  0,6 


Table  IX. 


Temps  moyen  approché  . 

f  BC  .  .  .  . . 

BD.  .  . . 

^  BE . 

/BF  .  .  .  .  .  .  .  ,  . 

Y . 

p . 

f  5ooh-2Bh-N=62i  .  .  . 
'v  constante . 


r  ib55ni24%9 

1  ,0 
o,3 
o  >9 
o  ,0 
o  ,0 

O  ,2 
O  ,2 

—  3,1 


Temps  moy.  au  midi  vrai  1  ih55ra24s,4 
Temps  vrai .  12.  o.  o 

Différ.  ou  équat.  du  temps  o.  4-,  35  ,6 
ou  en  nombre  rond.  .  .  o.  4-  36 


Mais  l’équation  du  temps  est  la  différence  entre  l’ascension  droite 
vraie  et  l’ascension  droite  moyenne  comptée  de  l’équinoxe  apparent. 
D’ailleurs,  si  à  la  longitude  moyenne  du  Soleil  correspondante  à  midi 
vrai  on  ajoute  la  nutation  lunaire  en  ascension  droite,  fournie  par  la 
table  XIII,  on  aura  l’ascension  droite  moyenne  comptée  de  l’équinoxe 
apparent.  Ainsi 

longitude  moyenne  à  midi  vrai  =  8*  23°44'24",5 
nutation  en  /R  (table  XIII)  =  —  i3  ,8 

ascension  droite  moyenne  —  263.44- 10  ,7 
ascension  droite  vraie  ci-dessus  -4-262.35.  5  ,9 

donc  diff.  ou  équat.  du  temps  en  arc  =  —  1.  9.  4  ^ 

équat.  du  temps  cherchée  =  —  oh  4m36s,3 
la  même  que  celle  donnée  par  la  Connaissance  des  Temps. 
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L  ascension  droite  moyenne  étant  plus  grande  que  l’ascension  droite 
vraie,  il  en  résulte  que  le  Soleil  moyen  suit  le  Soleil  vrai,  et  que  par 
conséquent  1  équation  du  temps  est  soustractive  du  temps  vrai. 

On  doit  espérer  plus  d’exactitude  par  cette  dernière  méthode  que 
par  la  précédente,  dans  laquelle  on  emploie  beaucoup  de  nombres 
f  onnés  en  dixièmes  de  secondes  seulement;  parce  que  la  petite  erreur 
qui  peut  affecter  la  longitude  se  porte  en  grande  partie  sur  l’ascension 
(  roite,  et  qu  elle  disparaît  presque  tout  à  fait  en  prenant  la  différence 
<  e  ces  deux  quantités  pour  avoir  l’équation  du  temps. 

Il  est  encore  d’autres  éléments  qu’il  importe  de  connaître  ;  les 


voici  : 

!  demi-diamètre  du  O . =  o°  1 6'  1 7" ,  1 2 

mouvement  horaire  en  longit.  .  =  2.  3a  ,71 

parallaxe  horizontale .  8  ,94  - 

Table  XXXIII  (  mouvement  horaire  en  asc.  dr.  =  i65  ,95 

\  en  déclinaison . =  7  ,94 


Le  demi-diamètre  du  Soleil ,  son  aberration ,  le  mouvement  horaire 
en  longitude,  etc.  ,  se  trouvent  actuellement  dans  la  Connaissance  des 
lemps,  aux  pages  34  à  36. 

Dans  l’application  que  nous  venons  de  faire  des  tables  solaires  fran¬ 
çaises  ,  nous  11’avons  pas  eu  égard  aux  dernières  modifications  pro¬ 
posées  par  M.  Bessel  et  indiquées  dans  la  Connaissance  des  Temps 
pour  i83i  .  Elles  s  appliquent  notamment  à  l’époque  de  ces  tables.  Par 
exemple,  le  savant  astronome  de  Kœnisberg  a  trouvé  qu’en  partant 
de  1800  il  fallait,  en  général,  ajouter  aux  époques  les  quantités 
suivantes  : 

-f-  2", 65 4-o",  i44477*  *  la  longitude  moyenne 
et  64", 99  —  o",4ioi5£  à  celle  du  périgée , 

en  désignant  par  t  les  années  écoulées  depuis  1800 

^°J'  pour  plus  de  détails  V Astronomie  pratique  de  M.  Francœur; 
édit. ,  p.  38o. 


II. 
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Conversion  du  temps  sidéral  en  temps  moyen,  et  réciproquement,  à 
l’aide  des  tables  I,  II,  III,  etc.,  de  cet  ouvrage. 

245.  Ier  exemple.  On  a  fait  une  observation  le  ier  avril  i8o5,  à 
2h8mi7%  temps  sidéral;  on  demande  le  temps  moyen  astronomique. 

Pour  résoudre  cette  question ,  nous  ferons  usage  des  tables  de  notre 
recueil ,  qui  ont  été  calculées  sur  celles  du  Soleil ,  et  pour  midi  moyen 
à  Paris ,  mais  que  nous  avons  assujetties  aux  derniers  éléments  déter¬ 
minés  par  M.  Bessel. 


N 

Table  I ,  le  ier  avril . 

Table  II,  i8o5 . . 

oh35m3o%5i 

2 .  I  ,93 

i3 

176 

Table  III  (argument,  1 89) ,  Nutat.  lunaire  en  /R 

0. 37.  32  ,44 

H-  I  ,02 

189 

•Asc.  dr.  moyenne  du  O  à  midi  moyen . - 

Temps  sidéral  donné . 

-0. 37.  33 ,46 

2.  8.  17  ,00 

Temps  moyen  approché . 

fable  IY,  mouv.  du  O  pend.  ih3om43%48.  . 

1.30.43,54 

- 14,86 

TEMPS  MOYEN  ASTRONOMIQUE  , 

ih3om28%68 

compté  du  méridien  supérieur. 


L’ascension  droite  moyenne  du  Soleil ,  comptée  de  l’équinoxe  appa¬ 
rent,  ayant  été  calculée  pour  midi  moyen,  au  lieu  de  l’avoir  été  pour 
ih3om43s,48,  c’est  pour  cela  qu’on  a  eu  recours  à  la  table  IV,  qui 
donne  la  quantité  dont  cette  ascension  droite  doit  être  augmentée,  et 
qui  a  pour  argument  le  temps  sidéral. 

La  lettre  N  désigne  le  supplément  du  nœud  de  la  Lune,  c’est-à-dire 
l’excès  de  la  circonférence  entière  ou  de  1000  parties  sur  la  longitude  du 
nœud  ascendant  :  il  sert  d’argument  pour  trouver  la  nutation.  Nous 
avons  négligé  la  nutation  solaire  (art.  37),  parce  qu’elle  va  à  peine  à 
un  dixième  de  seconde  de  temps. 

En  calculant  le  mouvement  propre  du  Soleil  pendant  ih3ora28s,62 
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de  temps  moyen,  à  raison  de  9% 8568  pour  une  heure  (art.  14),  on 
trouverait  i4s,86 ,  comme  par  la  Table  IV. 

Calculons  pareillement  le  temps  sidéral  du  20  avril  i84o  obtenu  à 


l’art.  243. 

N 

Table  I,  20  avril .  il'5om25s,02  16 

Table  II,  1840 .  4.  5,72  56 

Table  III ,  nutation .  -h  o  ,47  ^ 

Asc.  dr.  à  midi  moyen,  ou  temps  sidéral  .  .  î.54.  3i  ,21 

comme  la  Connaissance  des  Temps. 

Temps  moyen  donné . -h  18. 56.  27  ,90 

Table  V,  réduction  de  ce  temps .  -h  3.  6  ,70 

TEMPS  SIDÉRA.L .  20.54-  5  ,8l 

comme  à  l’art,  cité. 


C  est  par  une  opération  toute  semblable  que  l’on  détermine  le 
temps  moyen  du  passage  d’une  étoile  au  méridien.  En  effet,  si  pour  le 
jour  proposé  1  on  calcule  l’ascension  droite  apparente  de  l’étoile ,  et 
qu’on  la  convertisse  en  temps  à  raison  de  i5°par  heure,  elle  repré¬ 
sentera  le  temps  sidéral  du  passage  au  méridien  supérieur,  qu’il  ne  s’a¬ 
girait  plus  que  de  réduire  en  temps  moyen ,  comme  on  vient  de  l’expli¬ 
quer.  Si  1  on  demandait  en  outre  le  temps  solaire  vrai  de  ce  passage , 
on  l’obtiendrait  sur-le-champ,  en  ajoutant  l’équation  du  temps  au 
temps  moyen.  On  ne  se  rendra  bien  compte  de  la  solution  de  ce  pro¬ 
blème  qu  après  avoir  appris  à  calculer  la  position  apparente  des  étoiles; 
c’est  ce  que  nous  enseignerons  bientôt. 

TIe  exemple.  Résolvons  maintenant  la  question  inverse,  c’est-à-dire 
le  temps  moyen  astronomique  ih3om28s,68  étant  donné  pour  le 


ier  avril  i8o5,  cherchons  le  temps  sidéral. 

On  aura ,  comme  ci-dessus , 

/R  moy.  du  O  à  midi,  le  ier  avril  i8o5 .  oh37m33*,4b 

et  la  table  V  donne,  pour  le  mouvement  du  O  pendant 

ih3om28s,6 .  -+■  i4s,86 

Æl  moyenne  actuelle .  0.37.  48,3a 

Temps  moyen  donné .  1 ,3o.  28  ,68 

TEMPS  SIDÉRAL  . .  2h  8raI7s,00 

3.. 
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IIIe  exemple.  Calculons  le  temps  sidéral  de  l’observation  du  21  jan¬ 
vier  1 81 1  (art.  242)  faite  à  21‘42m228,2  temps  moyen ,  dans  un  lieu  dont 


la  longitude  occidentale  est  de  i8  en  temps. 

Temps  moyen  à  Paris ,  2''43m228,2.  • 

N 

Table  I,  le  21  janvier .  i9h59m3i8,74  3 

Table  II,  1811 .  o,  14  ,66  499 

19.59.46,40  502 

Table  III ,  nutation  lunaire .  o  ,00 

Table  Y,  mouv.  duQpour  21,43nl228,2  ...  -+-  26,83 

Æ.  moy.  comptée  de  l’équin,  appar .  20.  o.  i3,23 

Temps  moyen  donné.  ...  2.42.  22  ,20 

Temps  sidéral  .  .  . .  22h42m35s,43 


Le  résultat  de  l’art.  243  est  de  o*,2i  plus  faible  que  celui-ci,  qui  est 
préférable. 

IVe  exemple.  Le  2  janvier  1840 ,  Sirius  passa  au  méridien  de  Mar¬ 
seille  à  1  il’5in>258,89,  temps  moyen  astronomique;  on  demande  le 
temps  sidéral ,  sachant  d’ailleurs  que  la  différence  des  méridiens  est  de 

OhI2n‘8s. 

Au  même  instant  physique  l’on  comptait  à  Paris  1  ih39mi 7®, 89 , 
puisque  Marseille  est  à  l’est  de  cette  ville.  Cela  posé,  voici  le  type 


du  calcul  : 

N 

Tablel, le  ierjanv.,puisq.  l’an  1840  est  bissext.  i8h4om4os,59  o 
Table  II  (1840) .  4.  5,72  56 

Table  III  (nut.  O)  .  . .  H-  o.  o  ,37  56 

Asc.  dr.  moy.  O  à  midi  à  Paris.  18. 44-46, 68 

Table  V  (corr.  due  à  la  diff.  des  mérid.)  .  .  —  1  ,99 

.RO  à  midi  à  Marseille  ....  i8-44-44,69 

Temps  moyen  donné .  1  i.5i.  25  ,89 

Table  V  (réduct.  en  temps  sidér.) .  H-  1.  56  ,87 

Temps  sidéral .  6. 38.  7  ,45 
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Telle  a  été  précisément  l’ascension  droite  apparente  de  Sirius  à  cette 
époque. 

.Remarquez  bien  que,  dans  tout  ce  qui  précède ,  le  temps  moyen  et  le 
temps  sidéral  se  comptent  à  partir  du  méridien  supérieur. 

Pour  résoudre  cette  question  par  les  Tables  memes  du  Soleil,  qui 
°»t  pour  époque  minuit  moyen,  on  procédera  ainsi  qu’il  suit  : 


Temps  moyen  compté  de  minuit.  .  .  2 3’’ 5 1  “a 5% 89 

Différence  des  méridiens . —  o.  12.  8  ,00 

Temps  moyen  civil  à  Paris .  23.39.  17  ,89 

iN 
Table III,  long.  moy.  du Opour  1840.  9-*  9°42'42v,3  56 

Table  VI,  le  2  janvier  à  minuit.  ...  5g.  8,3  o 

(  Pour  23'*  ....  56. 4o  ,5  56 

Table  X  j  39m  ....  i.36,i 

^  i7%89.  .  •  .  0,7 

Table  XIII,  nutation  en  ascens.  dr.  .  _j_  5  ^ 

Asc.  dr.  moy.  duOcompt.  de  l’équin,  app.  9 T  i°4o'i3",6^ 

laquelle  étant  réduite  en  temps . .  i8''46m4os,93 

Temps  moyen  donné  ....  11. 5 1.25,89 

Temps  sidéral .  08.  6,82 


ou  asc.  droite  du  milieu  du  ciel  à  Marseille,  comptée  du  méridien 
supérieur.  La  petite  différence  de  o%63  que  présente  ce  résultat  avec 
•e  précédent,  tient  à  ce  que  la  longitude  moyenne  du  O  pour  i84o, 
tirée  des  tables  solaires,  devrait  être  augmentée  de  8", 4,  d’après  ce 
qui  a  été  dit  à  la  fin  de  l’article  précédent. 

V  exemple.  Le  8  octobre  1749»  l’ascension  droite  apparente  du 
Soleil,  observée  par  Lacaille  au  méridien  de  Paris,  était  de  6Ji4°5'  1"; 
en  la  réduisant  en  temps,  à  raison  de  i5°  pour  une  heure,  on  a 
/ 1  ao%°7>  c’est  le  temps  sidéral  de  l’observation.  On  demande  de 

e  convertir  en  lemps  moyen  solaire. 


traité  de  géodésie. 

N 

168 
209 


Heure  moyenne  approchée.  2  3.5i.  23,6a 

Table  IV  (réduction).  .  .  . .  —  3.  54, 5o 

Temps  moyen.  .......  23-47- 29,12 


Table  I,  le  7  octobre .  1 3‘*  om39s,47 

Table  II,  1749-  •  . .  4- 15  ,91 

»* 

Table  III ,  nutat.  (argum.  209) .  1  ,07 

Asc.  dr.  moy.  du  O  à  midi  moyen  .  ...  —  i3.  4*  56  ,45 
Temps  sidéral  observé.  .  .  12.56.20,07 
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Nous  avons  ajouté  24h  au  temps  sidéral ,  afin  de  pouvoir  effectuer 
la  soustraction  dans  le  sens  qu’elle  est  indiquée,  et  nous  avons  [iris 
l’ascension  droite  moyenne  pour  le  7  octobre  à  midi,  parce  que  l’ob¬ 
servation  de  l’ascension  droite  apparente  du  Soleil  a  réellement  eu  lieu 
à  1 2m  3 1 s,  à  très-peu  près,  avant  l’arrivée  du  Soleil  moyen  au  méridien. 
Lalande  s’étant  servi,  pour  faire  cette  transformation,  de  ses  tables 
astronomiques  insérées  dans  la  troisième  édition  de  son  Astronomie, 
trouva  23h  47m29sj47'  En  général  l’ascension  droite  moyenne  donnée 
par  la  table  I  doit  toujours  correspondre  au  midi  qui  précède  l’heure 
cherchée,  afin  de  ne  rien  changer  au  mode  de  calcul  précédent. 


LIVRE  QUATRIÈME. 


a3 


CHAPITRE  II. 


des  réfractions  astronomiques. 


Le  phénomène  de  la  réfraction ,  dont  nous  avons  donné  briè¬ 
vement  l’explication  au  chapitre  IV  du  livre  premier,  se  manifeste 
lorsqu  on  observe  les  étoiles  circompolaires  à  leurs  deux  passages  au 
méridien;  car  en  prenant  pour  chaque  étoile  la  demi-somme  des  dis¬ 
tances  zénithales  méridiennes,  on  trouve  pour  résultats  des  distances 
polaires  qui  diminuent  d’autant  plus  que  les  étoiles  sont  plus  éloignées 

étoile°  îôrs'de  tOU'i°Urs  4"e  la  déclinaison  apparente  d’une 

etode,  lors  de  son  passage  supérieur,  est  plus  petite  qu’à  son  nassaee 

m  enenr.  Les  astronomes  qui  ont  remarqué  pour  la  première  fois  cette 

?o!r  dedefÎe  !  T0"’  0,U  PU  Cr0ire  qUe  l6S  ét°iles  t0'lrllaient  a» 
dél  ion  fT'?  P  ^ U  eSt  bieD  plUS  natU,el  de  »’»ttribuer  à  la 
phénqÜes  erC  P  "te  P!"'  Paltraction  des  couches  atmos- 

On  a  reconnu,  par  un  grand  nombre  d’observations  de  ce  genre 
que  la  réfraction,  au-delà  de  io<>  de  hauteur,  est  à  très-peu  près  pro- 
poi  lonne  e  à  la  tangente  de  la  distance  apparente  de  l’astre  au 
zemth ,  moins  trois  fois  un  quart  de  réfraction.  Donnons  une  idée  des 
moyens  par  lesquels  on  est  parvenu  à  établir  une  théorie  à  cet  égard. 


Démonstration  d’une  formule  de  réfraction  de  Laplace  ;  formules 
de  Bradley  et  de  Simpson. 

^our  trouver  1  équation  différentielle  de  la  trajectoire  décrite 
j o  Un  ray°n  de  lumière  qui  traverse  l’atmosphère,  nous  supposerons, 
que  quel  que  soit  l’angle  sous  lequel  une  molécule  lumineuse  passe 
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du  vide  dans  l’air,  le  sinus  de  l’angle  d’incidence  est  au  sinus  de  l’an¬ 
gle  de  réfraction  dans  un  rapport  constant;  2°  que  les  forces  réfractives 
des  couches  d’air  sont  proportionnelles  aux  densités  de  ces  couches  : 
c’est  en  effet  ce  que  les  expériences  confirment.  * 

Cela  posé,  soient  AM'M"...MN  (  fig .  2)  la  trajectoire  d’un  rayon  de 
lumière,  AN  l’atmosphère  dont  toutes  les  couches  AM',  M'M"...  sont 
supposées  concentriques  et  sphériques ,  et  de  densités  croissantes  suivant 
une  certaine  loi ,  depuis  le  point  où  le  rayon  de  lumière  entre  dans 
l’atmosphère ,  jusqu’à  celui  où  il  atteint  l’œil  de  F  observateur. 

Désignons  par  r,  7',  y",..., 7  les  rayons  AC,  M'C,  M"C,...,  MC  de  la 
trajectoire  lumineuse;  par  Z,  z ',  z z  les  angles  que  les  éléments 
consécutifs  AM',  M'M",...,MN  de  cette  courbe  font  respectivement 
avec  les  verticales  CZ ,  Cz',  Cz",...,C z  ;  enfin  par  w',  w  les  angles 

que  ces  mêmes  éléments  font  avec  les  rayons  y',  7",..., 7. 

Supposons  maintenant  que  le  rapport  du  sinus  d’incidence  au  sinus 

de  réfraction  soit  celui  de . . ( n )  :  1  , 

lorsque  la  lumière  passe  du  vide  dans  une  couche  d’air  infiniment 
mince,  et  dont  la  densité  ainsi  que  la  chaleur  soient  les  mêmes  qu’en 
AM',  près  de  la  surface  de  la  Terre. 

Supposons  encore  que,  relativement  au  même  rayon  qui  traverse 
la  seconde  couche  M'M",  on  ait  dans  la  même  circonstance  .  .  n'\  1; 
que  pour  la  troisième  couche  M"M,  on  ait  pareillement.  .  .  .  n"\  1; 
ainsi  de  suite,  jusqu’à  la  dernière  couche  MN  pour  laquelle  on  ait  n  ;  1 
Il  est  évident,  d’après  le  premier  principe  énoncé  ci-dessus,  que  si 
w',  m",...,  u  sont  aux  points  M',  M",...,  M  les  angles  d’incidence  d’un 
rayon  de  lumière  qui  passerait  du  vide  dans  l’air,  on  aura  au  point  M' 


au  point  M", 


SID 
sin  w 


/  \  sin  a 

-  =  (n),  - - 7z 

'  v  }1  sin  z' 


>=  n', 


au  point  M , 


sin  u  _  „  sin  u 

sin  w  J  sin  z 
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Ainsi,  éliminant  successivement  u'  «,  il  viendra 
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co?saJlleUrS  leS  tria"S'eS  élémentaires  AM'C,  M'M'C,...  pouvant  être 
considérés  comme  rectilignes ,  on  a 


”n,obtièndraentreeUX  C6S  rapp°rts  et  ies  Précédents,  puis  réduisant, 


comprLs“nrrl^rlurfaceedlTadT^n<lan1  d"  n°mbre  ^  COUches 

prime  en  généra,  une  propriété  de  iTv  t  ?!  ell<' 

rant  donc  AM'M",...,N  comme  une  r  ‘  J<fctoire  cherchee.  En  considé- 

te  r- 

zsAr  XK 

es  deux  droites  mesurera  la  réfraction  qui  a  lieu  en  A. 

Mamtenant  sil’on  mène  la  droite  MB  parallèle  à  AM',  l’angle  PMB 

sera  aussi  égal  a  la  réfraction  PR  \  Or  ù  un  '  i  ^  K 

apparente  ZAR-7  °  ’  meme  d,stance  zénithale 

rentes  slnntn  /  6  “n'espomll'<‘  P*»-e»rs  réfractions  diffé- 

.  '  PP  ,s  donc  *l,le  la  tangente  supérieure  PMN  à  la  traiec- 

«„  r"r,T p7“; t“ '■ 

«T  v"  »  '«"«“•  - '■  * 

l.i»7ïJ,l“"'reC  <le  aTere.sm-  la  droite  PM,  la  perpendjeu- 

j  sa  hauiea CSrD°nS  ^  *  la  baSC  PM  du  triangle  rectangle  PMC,  par 
jj  F  et  Par  0  réfraction  qui  a  lieu  entre  A  et  M ,  c’est-à- 
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dire  l’angle  PMB  ;  on  aura  en  général 

tangrfS  =1^  ou  bien  d$=  — . 
o  PM  x 

Mais  par  ce  qui  précède,  et  à  cause  de  y  =  y  sin  PMC  =  y  sin  z, 
on  a 

y  —  sin  Z. 

v  n 

D’ailleurs  la  force  réfractive  de  l’air  étant  supposée  proportionnelle 
à  la  densité  p  et  se  trouvant  exprimée  par  Pp  dans  la  région  MN,  on 
a  P p=n2—i,  P  étant  le  pouvoir  réfringent  de  l’air  à  cette  hauteur 
(  Traité  de  Physique  de  M.  Biot,  tome  III,  page  266).  De  là 

n  —  y/i-hVp; 

et  il  est  à  remarquer  que  n  est  la  vitesse  de  la  lumière  au  point  M  de  la 
trajectoire  MM"M'A  où  la  densité  du  milieu  est  p ,  lorsque  cette  vitesse 
dans  le  vide  est  représentée  par  l’unité. 

Soit  ( p )  la  densité  de  l’air  à  la  surface  de  la  Terre  ou  au  point  A  ,  on 
aura  de  même  pour  la  vitesse  en  ce  point 

:n)  =  y/ i+P  (p); 

ainsi  d’une  part  la  relation  (1)  devient 

sinZ  _  7  y/  *  +  Pp  ^ 
sinz  '•v/I-f_P(f))  ^ 


(  )  Cette  relation  est  d’ailleurs  une  conséquence  de  la  théorie  des  forces  centrales, 
dans  laquelle  on  démontre  que  les  vitesses  d’un  mobile ,  constamment  attiré  vers  un 
point  fixe  C ,  sont  réciproquement  proportionnelles  aux  longueurs  des  perpendiculaires 
menées  de  ce  centre  sur  les  tangentes  à  la  courbe  MM"  M'A  qu’il  décrit,  et  dont  les 
points  de  contact  sont  ceux  où  l’on  considère  ces  vitesses.  En  effet,  celles  qui  animent 
successivement  une  molécule  lumineuse  qui  passe  de  M  en  A  étant  respectivement  n 
et  (/*),  et  les  perpendiculaires  correspondantes  à  ces  vitesses  étant  CP  =  7  sinz, 
CQ  =  rsinZ  ,  on  a,  conformément  au  théorème  énoncé, 

n:  (n)  ::  r  sin  Z  :  7  sin  z , 

/•sin Z  4-P(pJ  =  7  sinz  1  -h  Pp* 


ou  bien 
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et  d’autre  part  on  a 


enfin 


/•sinZ.V/i4-P(P)  _ 

J  —  / — ===  »  •z  — 

y/i+Pp 


t  \J  1  4-Pp  —  ^  sin5Z.[i4-P(p)] 


(») 


y/T+Pp 

— rVdp  sin  Z .  y/iH-P(p) 


2(i+Pp)7y/ i-4-Pp  —  “7sin2Z.  [i+P(p)] 


Telle  est  l’équation  différentielle  de  la  page  ^44  du  tome  IV  de  la 
Mécanique  céleste et  à  laquelle  le  docteur  Brinkley  est  parvenu  par 
une  méthode  qui  me  paraît  analogue  à  la  précédente ,  autant  que  j’en 
puis  juger  par  la  courte  analyse  de  son  Mémoire  insérée  dans  la 
Connaissance  des  Temps  de  1819,  page  4 o5 . 


248.  Il  faudrait,  pour  intégrer  cette  équation,  connaître  p  en  fonc¬ 
tion  du  rayon  y,  c’est-à-dire  connaître  la  loi  de  décroissement  des 
couches  de  l’atmosphère.  Laplace  considère  en  pareil  cas  les  deux 
limites  de  cette  loi ,  qui  sont  une  densité  constante  et  une  densité  dé¬ 
croissante  en  progression  géométrique,  quand  la  hauteur  au-dessus  du 
niveau  des  mers  croît  en  progression  arithmétique;  ce  qui  suppose 
une  température  uniforme  dans  toute  l’étendue  de  l’atmosphère, 
comme  on  le  verra  bientôt. 

Ne  voulant  ici  traiter  que  le  cas  le  plus  simple,  qui  est  aussi  celui 
où  la  formule  de  réfraction  est  la  plus  exacte,  nous  supposerons  que 
les  distances  zénithales  observées  sont  comprises  entre  o°  et  740*  parce 
qu’alors  les  variations  de  la  réfraction  ne  dépendent  que  de  celles  du 
baromètre  et  du  thermomètre  dans  le  lieu  de  l’observation. 

Adoptons  à  cet  effet  l’hypothèse  d’une  température  uniforme ,  et 
faisons  d’abord 

--1-S  g-  .  pw  - 

T  ’  *[*+P(P» 

L’équation  différentielle  précédente  se  changera  en  celle-ci  : 

a  ~  (1  —  -0  sin  Z 

_  (p)  — ; 

(7))]\/c°s’z  ~  2*(‘~  w)  +<“-J,'sin’z 

4.. 


dô  = 
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puis  en  la  réduisant  en  série,  et  négligeant  les  produits  de  trois  di- 
visions  de  a  et  de  s ,  on  aura 

^  —  —a  TT^tang  Z  f" I - i_  -U/y  /r_  jA  (2COS’Z+,)  i 

w  6  L  cos1  z ^ a y 1  J; 

et  intégrant ,  il  viendra 

0=  —  atang  z[£—  f ~-p  _+q(-L—±lL\  acosJZ-+-0 

LO)  J  (p.cosJZ  \(p)  2  (p)y  coss  z  J  +  COIlstante. 

Or  si  l’on  prend  cette  intégrale  depuis  ,*(,)  jusqu’à  o=o,  c’est-à- 
ne  epuis  la  surface  de  la  Terre  jusqu’aux  limites  de  l’atmosphère 

LTra  “°n  qU’à  la  =  M  on  a  r  =  o,  oP„  7b-’ 

0=  a  tang  Z  [i  1  „(aco8*Z-f-i) _ i_  n 

L  2  cos’ Z  cos’ Z  J  (p)J- 

D’ailleurs  en  intégrant  par  parties  , 

r f^p  __  s_p  __  r p* 

J  (p)  (p)  .  J  îi) ; 

mais  en  étendant  l'intégrale  aux  limites  désignées,  et  observant  qu'au 
point  ou  p  _  o ,  on  a  j  =  i  ou  y  infini ,  on  trouve  que 

_ r pds 

Reste  à  obtenir  cette  dernière  intégrale.  Pour  cet  effet,  soit  p  la  ores 
sion  de  1  air  dans  la  région  où  g  exprime  la  gravité  :  il  est  évident  que 
puisque  la  masse  est  égale  au  produit  du  volume  par  la  densité  et  que 
le  poids  est  égal  à  la  masse  multipliée  par  la  gravité ,  on  a  ’  q 

dp=~gpdy=~gtflds 

;  ous  adoptons  le  signe  moins,  parce  que  la  pression  diminue  à  me- 
sure  que  la  hauteur  augmente. 
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Soit  donc  (g)  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre  ;  on  a  g=(g)  — 
et  par  conséquent 

P=-(g)  rfpds. 

Aiusi,  l’intégrale  f  pds  est  égale  à  la  pression  entière  (p)  à  la  surface  de 
a  erie,  divisée  par  (g)r.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  ex- 

I  !Ter  Ce,^e  Pression  en  fonction  de  la  hauteur  l  de  l’atmosphère,  dont 
a  en  si  té  serait  (p)  et  la  température  partout  la  même. 

Lorsque  la  température  est  uniforme,  les  forces  élastiques  de 

Ueux  molécules  d’air  sont  proportionnelles  à  leurs  densités,  c’est-à- 
dire  que 

r=SP)(jy 

et  comme,  par  ce  qui  précède, 

dP 

on  a  1 

M-$  =  (g)rp.d.S; 

puis  intégrant,  il  vient 

loe  0  -  r  „  , 

s  p  — l pT  '  ÿ  +  const- 

Pour  déterminer  la  constante ,  soit  y=n  dans  ce  cas,  p  =  (p) ,  et 
log(p)  =  (£We)+const.) 

d’où 

const.  =  log  ( p )  —  )r(p), 

et  par  conséquent 

logp  =  ^l£)(r_,)+iog(f). 

II  bien  ,  passant  aux  nombres, 


(g)r(p) 
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c  étant  la  base  des  logarithmes  népériens.  Mais  par  hypothèse,  l  est  la 
hauteur  d'une  colonne  d’air  de  la  densité  (p),  et  qui,  animée  de  la  pe¬ 
santeur  (g),  fait  équilibre  à  (p);  donc 

•* 

(p)=(e)(p)-ii  (m) 

et  enfin 


p  =  (jj).c  '  : 

équation  qui  prouve  que  quand  on  suppose  une  température  uniforme 
dans  toute  l’atmosphère ,  la  densité  décroît  en  progression  par  quo¬ 
tients,  tandis  que  la  hauteur  croît  en  progression  par  différences  ; 
mais  cette  hypothèse  n’est  pas  sans  doute  parfaitement,  conforme  à  ce 
qui  a  lieu  réellement,  et  l’on  doit  en  dire  autant  de  celle  d’une  compo¬ 
sition  uniforme  des  couches  atmosphériques;  néanmoins  en  l’admettant 
avec  l’illustre  géomètre  qui  nous  sert  de  guide,  il  est  visible  qu’à 
cause  de 


iïds  =UTr  et  (p)=(8){p)  l-> 


J  (P)  “  ^ 


et  définitivement 


$=  a  tang  Z 


[Y  a  (2  cos*  Z  -h  1  )  — 

IH - - -]• 


Cette  expression  n’est  assujettie  à  aucune  hypothèse  sur  la  constitu¬ 
tion  de  l’atmosphère;  elle  dépend  seulement  des  valeurs  de  (p)  et  de  / 
qui  sont  données  par  les  hauteurs  du  baromètre  et  du  thermomètre 
dans  le  lieu  de  l’observation  :  ainsi  il  convient  d’assigner  le  terme  où 
cette  formule  cesse  d’étre  exacte.  M.  Laplace  évalue  pour  cet  effet  le 
terme  de  la  série  précédente,  parmi  ceux  qui  ont  été  négligés;  il  le 
trouve  de  C',i  à  la  distance  zénithale  apparente  de  *79°,  et  tout  à  fait 
insensible  à  une  distance  zénithale  moindre. 

Cherchons  les  valeurs  numériques  des  éléments  de  cett£  formule. 
D’abord ,  l  représentant  par  hypothèse  la  hauteur  d’une  atmosphère 


LIVRE  QUATRIÈME.  3* 

dont  la  densité  est  (p)  et  la  température  zéro,  on  a,  par  ce  qui  pré- 
cède , 

(/>)  =  (&)  (pK 

Soient  ensuite  A  la  densité  du  mercure  et  h°  la  hauteur  du  baromètre  à 
la  même  température  zéro;  on  aura  aussi 

-  (p)  =  (?)  aA°. 

et  par  conséquent,  en  égalant  ces  deux  valeurs  ,  il  vient 


Or,  par  les  expériences  de  MM.  Biot  et  Arago,  faites  à  Paris  et  corres¬ 
pondantes  à  l’état  moyen  de  l’humidité  de  l’air. 

(7)  —  I(>473,o4, 

à  la  température  zéro,  et  lorsque  la  hauteur  barométrique  h°=om,r]S  ; 
on  a  donc 

l—  -7960™  (*). 

M.  Laplace  a  trouvé 

/=  7974°% 

par  la  combinaison  d’un  grand  nombre  d’observations  du  baromètre, 
faites  sur  les  hauteurs  et  au  pied  des  montagnes  et  comparées  aux  me¬ 
sures  trigonométriques.  En  nous  arrêtant  à  ce  dernier  résultat,  et 


(*)  Plus  exactement,  l’air  atmosphérique  étant  parfaitement  sec,  on  a  à  la  tempéra 
ture  zéro 


G  G 

l  =  1 046*2.  om,^6  -  —  795 im,  12-, 
S  S 


G  étant  la  gravité  à  l’Observatoire  royal  de  Paris,  et  g  la  gravité  dans  un  autre  lieu 
d’observation. 
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remarquant  que  r=6366i98OT,  on  a 


-  =  0,00125254- 

A 

Les  expériences  citées  ont  donné  dans  Jes  mêmes  circonstances  baro¬ 
métriques  et  thermométriques,  mais  l’air  étant  parfaitement  sec, 

ipM  =  0,00029438, 


d’où,  en  parties  du  rayon, 


cc=  0,000294412. 


[Vvjrtz  le  Mémoire  de  M.  Biot  sur  les  Affinités  des 
lumière ,  Institut,  1806.) 

Delambre,  par  la  comparaison  d’un  grand  nombre 
astronomiques,  a  trouvé 


corps  pour  la 
d’observations 


ipM  =  0,0002940470, 

et  par  suite 

a=o, 000293876 , 

valeur  qui  est  presque  identique  avec  la  précédente  déterminée  directe¬ 
ment  et  par  des  expériences  très-délicates.  Comme  elle  est  proportion¬ 
nelle  à  la  densité  (p),  et  qu’à  température  égale  la  densité  de  l’air  est 
proportionnelle  à  la  pression  qu’il  éprouve  ou  à  la  hauteur  du  baro¬ 
mètre,  il  est  nécessaire  d’introduire  dans  l’expression  précédente  de  ô 
la  correction  relative  à  cet  instrument.  De  plus,  cette  densité,  à  même 
pression  ,  décroissant  dans  le  même  rapport  que  la  température  aug¬ 
mente,  il  faut  aussi  appliquer  à  la  formule  la  correction  relative  à  l’état 
du  thermomètre. 

Or,  suivant  les  expériences  de  M.  Gay-Lussac,  un  volume  d’air 
exprune  par  l’unité,  à  zéro  de  température,  et  sous  une  pression 
équivalente  a  celle  d’une  colonne  de  mercure  de  o“,76  de  hauteur,  se 
dilate  de  o,oo375,  par  chaque  degré  du  thermomètre  centigrade; 
ainsi ,  à  t  degrés  de  température,  le  volume  d’air  devient  =  i  +o,oo375t’ 
■Si  donc  h  désigne  la  hauteur  observée  du  baromètre,  qu’on  la  corrige 
de  1  effet  de  la  dilatation  du  mercure  réduit  à  zéro  degré  de  tempéra- 
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ture ,  et  à  raison  de  j-~  pour  chaque  degré  du  thermomètre  centi¬ 
grade,  selon  les  expériences  de  Dulong  et  Petit;  la  densité  de  l’air  à 
a  température  t  degrés  étant  représentée  par  i  au  terme  de  la  glace 
fondante ,  sera 


°m, 76(1+0,0» 


'0375,)(,  +  55fe)’ 


ou ,  pour  abréger , 


76(1+  mt)  (1+  nt)  1 


puisqu’à  masses  égales  les  densités  sont  réciproques  aux  volumes  (*). 

Quant  a  la  valeur  de  /,  il  est  visible,  d’après  l’équation  (m),  qu’elle 
ne  change  point  par  les  hauteurs  du  baromètre,  lorsq  ue  la  tempéra¬ 
ture  est  constante  ;  mais  si  la  température  change  et  que  la  pression 
reste  la  même ,  alors  l  varie  en  raison  inverse  de  (p) ,  et  dans  ce  cas 


U  résulte  de  là  que 


^  —  7974“  (1  H-  o,oo375*). 


a-h  tang  Z 


o»>76(,  +  „,„„375,)(,+  ^) 

_ j-aVi7  (1  +  2  cos2  Z  ) _  tang  Z 

(O"  ,,6)>(.+o , 003,50’  ('  +  55^y 


ah 


001*5*54^ 

O  ,70  ^  cos* 


tang  Z 
“  Z  » 


formule  dans  laquelle  a=6o",6i6  (  Tables  du  Soleil).  Pour  la  commo¬ 
dité  du  calcul,  on  altère  un  peu  le  second  et  le  troisième  terme,  en 


(  )  Nous  supposons  la  température  du  mercure  du  baromètre  la  même  que  celle  de 
I  air,  parce  que  la  formule  suivante,  qui  donne  0,  et  qui  a  été  réduite  en  Table,  a  été 
évaluée  numériquement  conformément  à  cette  hypothèse.  Nous  conservons  en  outre  le 
coefficient  de  la  dilatation  de  l’air  tel  que  l’a  trouvé  M.  Gav-Lussac,  quoiqu’il  soit 
°nstaté  par  des  expériences  très-récentes  qu’il  doit  être  réduit  à  o,oo3665  (tome  I , 

Page  496). 

II. 
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écrivant 

q  a/i  tang  Z 

o», 6  (,+0,003,5,) (.+5^ 

_ 7  a3/*  ( i r-f-  2  cos2  Z)  tang  Z 

om,7Ô  (i-f-o,oo375r)^i  cos2  Z 

aA  o,ooi 25254  tang  Z 

°~,,6(, +  0, oo3,5, 

—  a.  o,oo375Go,ooi25254  tang 

2*9.  C  est  à  1  aide  de  cette  formule  qu’ont  été  calculées  en  partie 
les  Tables  de  réfraction  insérées  dans  la  Connaissance  des  Temps,  de¬ 
puis  plusieurs  années.  Mais  à  partir  de  74°  de  distance  zénithale  jusqu’à 
l’horizon ,  les  réfractions  moyennes  ont  été  obtenues  à  l’aide  d’une 
autre  formule  donnée  également  par  Laplace  ( Mécanique  céleste,  t.  IY, 
page  264).  Quoique  ces  tables  servent  dans  toute  leur  étendue ,  cepen¬ 
dant  les  astronomes  évitent  en  général  d’observer  les  astres  trop  près 
de  l’horizon ,  à  cause  de  l’inconstance  des  réfractions. 

Enfin ,  si  Ton  fait  abstraction  du  facteur - - — - _ 

o», ,6  (1  +0 , 003,5 ,)  (i +§^) 

et  qu’on  développe  cette  expression  par  rapport  aux  puissances  de 

tang  Z ,  on  aura ,  à  cause  de  cos2  Z  = - - - - , 

07  7  1  H-  tang3  Z  ’ 

9  =  (0,9987474e  +  a  tang  Z 

—  ^o,oot25a54— j  sin  a  tang3  Z 

ou  prenant  a  =  60", 525,  comme  M.  Biot  (Astronomie  physique , 
deuxième  édition  ,  t.  I ,  page  439),  on  aura 

a  sin  1"  =  0,000293434 , 

et  par  suite 

0=0,99918761  a  tang  Z  —  0,001  io5823a  tang3  Z.  (N) 
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250.  Avant  la  belle  théorie  dont  nous  venons  de  donner  une  idée, 
d  après  l’illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste ,  les  astronomes  fai¬ 
saient  usage  de  deux  formules  de  réfraction ,  qui  peuvent  être  considé¬ 
rées  comme  des  cas  particuliers  de  la  précédente,  et  qu’il  importe  de 
connaître  (*). 

Par  exemple ,  la  formule  de  Bradley  est 

0= A  tang  (Z — p$)  ; 

A  et  p  étant  deux  coefficients  constants  qu’il  s’agit  d’obtenir.  Pour  la 
développer,  comme  la  précédente,  suivant  les  puissances  de  tang  Z, 
supposons  d’abord  Z=9o°,  et  désignons  par  R  la  réfraction  correspon¬ 
dante;  on  aura 

R= A  cot  pR  ,  d’où  A=R  tang  pR  , 

et  par  suite 

ou  bien  6  =  R  tang  fÆ.tang  (Z-fi9), 

At0  =  pR  tang  pR .  tang  (Z — p0). 

Par  ce  moyen ,  cette  formule  ne  renferme  plus  que  l’inconnue  aR,  que 
1  on  dégagera  ainsi  qu’il  suit  : 

D’abord  l’expérience  prouve  que  p.R  est  une  très-petite  quantité  an- 
gulaire.  En  effet,  pour  un  état  moyen  de  l’atmosphère,  R— 33'  envi¬ 
ron,  et  d’ailleurs  p  diffère  peu  de  3  comme  on  le  verra  bientôt. 
Cette  circonstance  permet  donc  de  substituer  au  rapport  des  arcs 
[J.0  ,  pR  ,  celui  de  leurs  tangentes  ou  de  leurs  sinus.  Partant , 


Mais 


tang  fxQ  —  tang2  pR  tang  (Z  —  p0). 


tang  (Z-  p0)= 


tang  Z  —  tang  p9 
i  -+-  tang  Z  tang  f*ô 


(  )  Comme  nous  ne  pouvons  exposer  ici ,  dans  tous  ses  développements ,  la  théorie 
des  réfractions  astronomiques ,  on  fera  bien  de  consulter  sur  celte  matière  délicate ,  la 
Mécanique  céleste ,  et  les  savants  Mémoires  de  MM  Plana,  Ivory  et  Biot,  insérés  dans 
es  OUvrages  suivants  : 

Académie  de  Turin ,  tome  XXVII,  page  255;  Transactions  philosophiques  pour  1823, 
\  artie  II ,  et  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1 83g. 
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et  de  là 


tang  Z  tang2  p$  -h  tang p$  =  tang2  pR  tang  Z, 


tang  u.6  =  — (p) 
®  ^  2  cos2  p.R  tang  Z  ' 


Nous  rejetons  la  valeur  négative  de  tang  p0 ,  parce  que  la  réfraction 
est  nécessairement  positive ,  surtout  pour  les  astres  éloignés  de  l’ho¬ 
rizon  . 

On  remarquera  en  outre  que  la  distance  zénithale  apparente  Z  étant 
moindre  que  90°,  la  valeur  de  tang  -p0  peut  être  réduite  en  une  série 
convergente  qui  procède  suivant  les  puissances  ascendantes  de  tang  Z. 
Effectuant  cette  opération ,  qui  ne  présente  aucune  difficulté ,  on  a 


tang  fAÔ  =  sin2  pR  tang  Z  —  sin4  pR  cos2  pR  tang3  Z-h  . . .  , 


ou  bien,  supposant  tangp0  = 


ôtangpR 
R  9 


on  obtiendra  aisément 


2 


sin  spR  tang  Z  -r- 


R 

8 


sin3  apR  tang3  Z-h  . .  . 


Comparant  cette  série  à  celle  (N),  on  a  ces  deux  équations  : 

*  sin  2pR=o, 999 18761a,  g  sin3  apR  =  0,001  io58a3a, 


pour  déterminer  R  et  p.  En  effet,  divisant  la  seconde  par  la  première, 
il  vient 


.  •  O  T»  0,00II05823 

T  sin  ap  —  0,99918761  » 


2fjiR=i3j'34//> 


et  de  la  première  on  tire 

R=o,  99918761» 


i8i7'/,9=3o'i7,/,9. 


f*  = 


2jxR 

HÎT 


=3,78; 


Ensuite,  on  a 
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enfin ,  A  est  donné  par  la  formule 

A=R  tangpR  =  6o",5io; 
niais  sans  erreur  sensible 

A  =  Rsin  pR  =  ^  sin  2pR  =  0,9991 8761  a; 


ainsi  A  est  très-peu  différent  de  a.  C’est  de  cette  manière  que  M.  Biot, 
dans  la  deuxième  édition  de  son  A stron.  physique ,  a  évalué  les  cons¬ 
tantes  de  la  formule  de  Bradley ,  après  avoir  déterminé  a  à  l’aide  des 
observations  astronomiques  faites  par  Méchain  à  Barcelone,  et  rap¬ 
portées  dans  la  Base  du  Sjstème  métrique  décimal ,  tome  II ,  page  643. 
Mais  la  combinaison  d’un  plus  grand  nombre  d’observations  de  ce 
genre  a  donné  p.  —  3,25  et  a  =  60", 616,  comme  nous  l’avons  déjà  an¬ 
noncé. 

^51.  La  formule  de  Simpson  ,  qui  est  de  la  forme  suivante  : 
sin  (  Z  —  y)Q)  =  M  sin  Z , 

r,  et  M  étant  deux  constantes,  se  déduit  facilement  de  la  précédente. 
En  effet ,  si  dans  la  formule 


tang  (j.0  =  tanga  pR  tan  g  (Z  —  p0  ) 


rtrt  mot  tang  (  Z f*9)  ,  Slll  Z  -f-  SID  (  Z  —  2uG  ) 

on  met  pour  — sa  valeur  .  - — — - 'V, 

r  tang.pS  sinZ  —  sm(Z  —  2p9)f 


on  aura 


1  _ sin  Z  — I— sin  (Z  —  2ix0 ) 

tang’pR  sin  Z  —  sin  (Z  —  2{i0)* 

MaiS  1-cosiyR’  Par  COnsé<lUent 

i  4-cos2fAR sin  Z -h  sin  (Z  —  2p0) 

1  — cos2fxR  sin  Z  —  sin  (Z  —  2^0)' 

Enfin,  chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  il  viendra 

sin  (Z  —  a p0)=  cos  apR.  sin  Z. 
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Voici  une  méthode  empirique  qui  conduit  très-facilement  à  cette 
formule  de  Simpson. 

La  densite  de  l’air  diminuant  à  mesure  qu’on  s’éloigne  de  la  surface 
de  la  Terre ,  on  peut  concevoir  une  atmosphère  d’unp  densité  moyenne 
et  uniforme  dans  laquelle  un  rayon  de  lumière  n’éprouverait  nJcon 
sequent  qu  une  seule  déviation  dont  l’efTet,  sur  la  position  apparente 
d  un  astre,  serait  sensiblement  le  même  que  celui  qui  serait  produit 
par  1  atmosphère  véritable.  1 

Soient  CZ  [f, g.  3)  la  hauteur  de  l’atmosphère  fictive  dont  il  s’agit 
le  lieu  de  I  observateur,  EM  un  rayon  incident  de  lumière  réfracté 
suivant  MA.  L  astre  E  paraîtra  en  E'  sur  le  prolongement  de  MA,  et 

én3™  2Se47  ,aréfraCti0n  °bservée  0r’  Par  P-mier  principe 

sin  EMV 

sin  E'MV  ~  H’ 

n  étant  un  rapport  constant.  Ou  bien,  soient  E'MV  =4/,  E'ME  =  5  et 
la  distance  zénithale  apparente  ZAM  =  Z;  on  a 

sin(4-h9)  _ 
sini{<  n ’’ 


mais  si,  dans  le  triangle  CAM,  on  fait  CA  =  ,-,  CM  =  7,  i)  est  évident 

r  .  1 

y1 

l=1n  =  M. 

sin  Z  r 


sin  r  ,  , , 

ciue^=~-;dela 


D  ailleurs,  en  désignant  l’angle  au  centre  MCA  par  ip, 
^  =  Z-y, 
sin  (  Z  —  <f  -f-  6  J 


et  par  conséquent 


sin  Z 


:  =M. 


L  expérience  prouve  que  la  réfraction  décroît  depuis  l’horizon  H 
jusqu  au  zénith  Z  où  elle  est  nulle,  et  qu’à  une  distance  zénithale  9  très- 
petite,  cette  réfraction  lui  est  à  fort  peu  près  proportionnelle;  ainsi 
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l’on  a  Q=qci p,  le  coefficient  <7  étant  supposé  constant.  Substituant  cette 
valeur  dans  la  relation  précédente,  il  vient 

sin  [Z  —  (<7  —  1  )  0  ]  =  M  sin  Z  ; 

ou  bien,  soit,  pour  abréger,  <7  —  1  et  désignons  par  R  la  ré¬ 

fraction  horizontale ,  ou  ce  que  devient  0  lorsque  Z  =  90° ,  on  a 
cos  ifiR  =  M ,  et  enfin ,  comme  ci-dessus , 

sin  (Z  —  2{jlQ)=  cos  2/xR.  sin  Z. 

Ce  calcul  est  fondé  sans  doute  sur  des  hypothèses  fort  gratuites  ; 
mais  il  donne  une  idée  de  la  manière  dont  les  astronomes  étaient  par¬ 
venus  à  lier  approximativement  les  réfractions  entre  elles,  avant  d’en 
connaître  les  véritables  lois. 

2<*2.  Delambre  détermine  très-simplement  les  valeurs  de  p.  et  R ,  au 
moyen  de  l’observation  de  deux  réfractions  Q  et  6'.  Voici  sa  méthode. 

D  abord,  si  dans  la  formule  (P)  on  introduit  un  angle  auxiliaire  £, 
tel  que  0  ’ 

tang  s  =  sin  suRtang  Z ,  (1) 

on  aura  &  v  ' 

tang/j.9  — --  (sécs~  QsinpR  _ tangjxR(sécg— -1) 

b  2  cos2  f*R  sin  tang  Z  sin  2pR  tang  Z 

_  tang  uR  (  1  —  cos  e)  _ 

-*  ST - =  tangfiRtangi6.  (a) 

Mais  cette  dernière  formule,  à  cause  de  la  petitesse  des  angles  u.0  et 
ftR,  donnant 

0  =  R  tang  -i-  e , 

à  la  distance  zénithale  apparente. Z;  on  a  de  même 
0'  =  R  tang^£', 

a  une  autre  distance  zénithale  apparente  Z  :  ainsi , 
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Par  cette  dernière  formule ,  on  connaîtra  ~  e',  après  quoi  l’on  aura 
tang  \z=  g-  tangue',  R  =  0  cot  \  t  =  0'cot-^e'; 

enfin 

sin  24uR  =  tang  £  cot  Z  =  tang  e' cot  Z',  et 


Supposons  que  Z'  =  90° ,  alors  Q'  =  R ,  tang^  e'  =  1  et  tang  \  e  =  -  ; 
par  conséquent 


1 2[iR=  tangecotZ  = 


2R0  cot  Z 

ey  (R-j-0)(R — 0  )‘ 
R/ 


Je  ferai  connaître  plus  loin  de  quelle  manière  on  obtient  $  par  l’ob¬ 
servation. 

C’est  par  cette  méthode  que  Delambre  a  pu  comparer  à  la  formule 
de  Simpson  toutes  les  tables  existantes  (Astronomie ,  tome  I ,  page  3o4- 
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IJ  a  remarqué  en  outre,  que  cette  formule,  en  modifiant  les  deux  cons¬ 
tantes,  pourrait  servir  pour  tous  les  usages  astronomiques,  depuis  le 
zénith  jusqu  à  82°;  mais  il  est  probable  qu’à  une  distance  zénithale  plus 
grande  ,  on  ne  pourra  jamais  former  une  table  exacte  de  réfractions. 
Toutefois ,  Laplace ,  comme  je  l’ai  déjà  dit  (art.  219),  a  étendu  la  sienne 
jusqu  à  1  horizon ,  et  les  considérations  physiques  sur  lesquelles  elle  est 
toute  fondée ,  lui  ont  fait  donner  la  préférence  sur  toutes  les  autres. 
(Voyez  la  Mécanique  céleste,  et  le  Discours  préliminaire  des  Tables 
solaires.) 


La  Table  de  réfractions  ,  publiée  dans  la  Connaissance  des 
Temps  de  chaque  année,  quoique  construite  d’après  les  formules  de 
Laplace,  est  tout  à  fait  indépendante  des  logarithmes,  et  c’est  quel¬ 
que  ois  un  avantage  dans  la  pratique.  Néanmoins ,  j’ai  jugé  convenable 
e  conserver  à  la  table  VI  la  forme  que  Delambre  lui  a  donnée,  d’après 
es  idées  de  son  illustre  auteur  :  elle  a  pour  argument  la  distance  zé- 
nitiale  apparente.  J  en  ai  calculé  une  toute  semblable  pour  les  dis¬ 
tances  zénithales  vraies  ;  on  en  verra  l’utilité  dans  les  observations  azi- 
mutales. 

On  remarquera  que  la  table  VI  donne  le  logarithme  de  la  réfraction 
moyenne,  c  est-à-dire  de  la  réfraction  qui  aurait  lieu  à  la  température 
de  10  degrés  du  thermomètre  centigrade,  et  sous  la  pression  baro¬ 
métrique  de  om, 76. 

Po.ii'  trouver  la  réfraction  actuelle,  il  faut  ajouter  au  logarithme  de 
a  ie  1  action  moyenne  ceux  des  deux  facteurs  barométrique  et  thermo- 
mé trique  donnés  par  la  table  VIL  On  concevra  aisément  la  raison  de 
cette  règle,  en  se  rappelant  que  l’expérience  ayant  prouvé  que  la  ré¬ 
fraction  est  proportionnelle  à  la  densité  de  l’air ,  on  a  (article  248  ,  en 
désignant  par  6  la  réfraction  réelle  pour  l’état  présent  de  l’atmosphère, 
P**r  9(0)  la  réfraction  a  zéro  de  température  et  pourla  hauteur  moyenne 
om,76  du  baromètre  ;  on  a  ,  dis-je , 


J(o)à 


om,7'6  (1  -+-  ntf 

1  é^ant  la  température  et  h  la  hauteur  barométrique  observées. 


Soit 


maintenant  0 
II. 


(l#)  la  réfraction  moyenne  des  tables;  011  aura  sans 

6 
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changer  le  point  o  de  départ,  pour  compter  les  degrés  de  température, 

et  à  cause  de  h  =  om,76,  t  =  io ,  dans  ce  cas) 

'fl.—  * 

,,)  (i  -f-  io m)  (i  H-  ion)* 

Éliminant  Qw  entre  ces  deux  relations ,  il  vient 

Q  _ Q  h  >  (i  +  io/w)  (i  4-  ion) 

—  ("}‘ om,76  (i+mf)  (H-n/)  ‘ 

Or,  la  réfraction  moyenne  0(1O)  est  fournie  par  la  table  VI,  le  facteur 

es*  (^onné  par  la  table  VII ,  et  le  troisième  facteur  par  la  même 

table.  La  valeur  de  Q  s’obtient  donc  en  suivant  la  règle  énoncée  ci- 
dessus. 

EXEMPLES. 


On  a  observé  une  étoile  à  72°  1 5'  de  distance  du  zénith,  au  moment 
où  le  baromètre  métrique  marquait  om,744,  et  le  thermomètre  centi¬ 
grade  i  id,a5  ;  on  demande  la  distance  zénithale  vraie. 

Dans  la  table  VI,  vis-à-vis  7 20,  on  a 

Pour  i5',  on  a  (4,3a)  X  i5 . 

Facteur  barométrique ,  table  VII.  . 

Facteur  thermométrique  ,  table  VII. 

log.  réfraction  vraie. 

De  là 

Distance  zénithale  apparente. 

Réfraction  vraie . 

Distance  zénithale  vraie 

Pour  renverser  la  question  ,  cherchons  la  distance  apparente  au 
moyen  de  la  distance  vraie ,  et  supposons  que  les  circonstances  atmo¬ 
sphériques  soient  les  mêmes. 


•  •  •  2,2493 

•  •  •  =  65 

•  9>99°6 

•  •  •  9>9979 

.  .  .  =  2,2443  =  1 75%5 1 . 

.  72°!  5'  o",oo 

>  •  h-  2.55  ,5 1 
.  72. 17.55  ,5 1 . 
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A\ec  la  table  VIII  on  trouve,  vis-à-vis  de  7a0,  a,a48i 

Pour  . .  77 

Facteur  barométrique ,  table  VII .  9,9906 

Facteur  thermométrique,  table  VII .  9,9979 


log.  réfraction  vraie . =  a,a443  =  log  0  ; 


donc,  comme  ci-dessus,  Q  =  a'55\5i. 
De  là 


Distance  zénithale  vraie.  .  .  .  720  17'  55"5i 

Réfraction  vraie .  _  2  55  5 1 

Dist.  zénithale  appar.  .  7a.  i5.  o. 


1  a  îauteur  du  baromètre  était  exprimée  en  pouces  et  en  lignes ,  et 
qu  on  eut  employé  le  thermomètre  de  Réaumur  en  80  parties,  on  fe- 
ait  préalablement  usage  de  la  table  IX  de  conversion  ;  après  quoi  l’on 
p  erait  comme  dans  1  exemple  précédent.  Quant  aux  mesures  ther- 

deTTtlClT  a”glaises>  on  les  convertira  en  degrés  de  Réaumur  et  en 
degrés  centigrades,  à  l’aide  des  relations  suivantes  : 

r  k-sdeg>és  de  . c  * 


f  =  !R  +  32,  F  =  |C  -t-  3a. 

La  Table  de  réfractions  de  Bradley  a  prévalu  pendant  longtemps,  et 
meme  U  est  des  astronomes  qui  en  font  encore  usage.  Il  est  nécessaire 
qu  on  sache  quelles  sont  les  tables  de  cette  espèce  dont  on  s’est  servi 
pour  calculer  certaines  observations  qu’011  veut  comparer  entre  elles. 

JV'  f7'  Dans  le  calcul  ci-dessus,  nous  n’avons  point  employé  la  pe- 
te  ta  )  e  completnenLaire  qui  contient  le  quatrième  terme  de  l’expres¬ 
sion  de  0  donnée  à  la  lin  de  l’art.  248,  et  qui  est  relatif  à  la  tempéra - 
ure  moyenne  de  iod.  Si  l’on  veut  11e  rien  négliger,  cette  petite  table 
onnera,  pour  la  distance  zénithale  apparente  7a0,  la  quantité  —  o",  1  ; 
a  °rs  ta  réfraction  vraie  sera  définitivement  175", 41. 
cal  a.ra'Son  Pour  laquelle  le  quatrième  terme  de  la  formule  citée  n’a  été 
mière  V C^Ue  ^ePu*s  ^  =  67°  jusqu’à  Z  =  85°,  c’est  parce  qu’à  la  pre- 
lmite  il  est  déjà  insensible,  et  que  passé  85°  les  réfractions  sont 

6.. 
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trop  incertaines  pour  y  appliquer  avec  quelque  exactitude  les  correc- 

tions  relatives  à  la  température  et  à  la  hauteur  du  baromètre. 


DE  LA  RÉFRACTION  TERRESTRE* 


25  Afin  de  tirer  d’autres  conséquences  utiles  de  cette  théorie  du  mou¬ 
vement  de  la  lumière,  nous  supposerons ,  outre  la  notation  précédente, 
qu’un  rayon  vecteur  y=Cm  (fig.*)  de  la  trajectoire  AM'M=p  est  mené 
infiniment  près  de  y=CM;  alors  y'=y+dy,  l’angle  de  ces  deux  rayons 
sera  la  différentielle  de  p,  et  la  portion  de  tangente  comprise  entre  ces 
mêmes  rayons  sera  évidemment  l’hypoténuse  d’un  triangle  rectangle 
élémentaire  dont  les  deux  côtés  de  l’angle  M  seront  dy  et  y dv.  Or  dans  ce 

triangle  on  a  tang  M  =  7^,  et  dans  le  triangle  rectangle  CMP  on  a  de 
même  tang  M  =  ^  ;  partant 


ydo 


rsinZ.  y/|  -j-  P  (p) 


dy  ~  / - ^ - 

7 y  ï-f-Pp  —  -sinJZ[i  +  P(p)] 

Mais  en  ayant  égard  à  ce  que 


=  i  —  s ,  et  a 


_  P(p) 


ainsi  d’abord 

(0 


y  ~7  ~  ~  2[i-hP(p)]' 

=  ds,  -  =  i  —  2S  -+-  S2  : 

y  y * 

r/f,—  ds  sin  Z.  y/i-t-  P  (p)  . 

V/ï  +  Pp-^sin’Zfi  +  p^)] 


ensuite ,  si  l’on  adopte  l’hypothèse  de  densité  énoncée  art.  248  et  qu’on 

_ ir  9  . 

fasse  attention  que  c  7  ’  =  i  -  7  *  +■ . . étant  un  coefficient 

constant  dépendant  de  la  loi  suivant  laquelle  la  chaleur  décroît  à 
mesure  qu’on  s’élève  dans  l’atmosphère,  on  aura 

P  =  (p)  («-7'), 
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dv  =  - 


dssinZ.^i  -f-P(p) 


[i  -t-P(p)]  cos 5 Z  —  P(p)-y  +a[  i-bP(p)]sin2Z  —  [i+P(p)]$2  sin2Z 


Divisant  haut  et  bas  par  y  1 4-  P(/j)  ,  on  aura 


dv  = 


«frsinZ 


v/ 


cos2 Z  —  2a  — — h  25sin2Z  —  j2  sin 2  Z 


et  comme  s  est  très-petit  pour  toute  rétendue  que  peut  avoir  la  tra¬ 
jectoire  lumineuse  dans  les  opérations  géodésiques ,  il  est  permis  de 
supprimer  le  terme  —  s2  sin  Z.  L’équation  différentielle  restante , 
savoir  : 


M 


dv  = 


ds  .sin  Z 


/ -  i 

y  cos2Z —  P(p).  “4-2^sinJZ 


sera  donc  exactement  intégrable.  Effectuant  cette  opération  et  déter¬ 
minant  la  constante  de  manière  que  v  =  o  lorsque  s  =  o,  on  trou¬ 
vera 


y/ cos 2  Z+2  $  sin 2  Z — P  (p).~  —  cos  Z 


sin  *  Z  — 


»  p(p)*y 


Dans  cette  expression ,  rs  est  à  très-peu  près  la  hauteur  du  point 
observe  au-dessus  de  celui  d’où  a  été  prise  la  distance  zénithale  Z  :  en 
chassant  donc  le  radical ,  et  négligeant  les  termes  insensibles  ,  on  ob¬ 
tiendra,  en  définitive, 

(3)  rs  =  rvcotZ  -h  ^  —  xp(fl). 

2r  L  2  l  sin 2  Z  J 

U  est  à  remarquer  que  rv  est  l’arc  de  distance  K  entre  les  deux  ob¬ 
jets  dont  on  cherche  la  hauteur  relative  rs—r'—r.  Reste  à  savoir  ce 

4ue  représente  P  (p)  —  :  or,  en  comparant  terme  à  terme  la  formule  (3) 
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à  celle  (8)  de  1  art.  221 ,  qui  est,  d’après  la  notation  actuelle, 


(McotZ  (rv)2 
rs  =  v— +  L _L  | 


cos  j  (  rv  ) 

et  qui  se  réduit ,  à  cause  de 


(- i _ 

\sin  2  Z  sin  y 
rv  et  rs  très-petits ,  à 

rs  =  (rv)  cotZ  +  (-^  (  >  -  ~)  , 


on  reconnaît  sur-le-champ  qu’on  doit  avoir 

w)  »  = 

1  elle  est  1  expression  théorique  du  coefficient  de  la  réfraction  ter¬ 
restre  ,  laquelle  dépend  principalement  de  l’état  de  l’atmosphère  à  la 
station  d’où  la  distance  zénithale  Z  a  été  observée.  Ainsi  la  réfraction 
à  cette  station  est  (art.  214) 

(5)  5  =  }P  (p)jv, 


(p)  étant,  comme  précédemment,  la  densité  de  l’air  à  zéro  de  tempé¬ 
rature,  et  v  l’amplitude  de  la  trajectoire  lumineuse;  ce  qui  ne  sup¬ 
pose  pas  cette  réfraction  égale  à  celle  qui  agit  à  l’autre  extrémité  de 
cette  ligne. 

Laplace,  traitant  le  cas  de  la  simultanéité  des  observations  météoro¬ 
logiques  aux  extrémités  d’une  même  trajectoire,  suppose,  pour  de 
très-petites  hauteurs ,  le  décroissement  de  la  densité  de  l’air  propor¬ 
tionnel  à  la  première  puissance  de  la  variable  s;  c’est-à-dire  qu’il  fait, 
d’après  ce  qui  précède , 

✓-.•(■-H 


ou  ,  ce  qui  est  de  même  , 


en  sorte  que,  l’origine  des  j  étant  au  niveau  de  la  mer,  cet  illustre 
géomètre  trouve  que  y  =  5yi, 55 1.  Mais  M.  Plana,  dans  ses  recher- 
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ches  sur  la  densité  des  couches  de  l’atmosphère  (tome  XXVII  des 
Mém.  de  V Acad,  des  sciences  de  Turin),  donne  au  contraire  au 
coefficient  z  dépendant  de  la  chaleur,  la  forme  1  —  £  Z ,  e  étant  un 
autre  coefficient  dont  la  valeur  numérique  actuelle  se  déduit  de  la 
formule 

.  _  o,oo3^5  (T  —  T') 

z  (  i  +0,00375 T)  * 

lorsque  z  représente  une  hauteur  parfaitement  connue,  et  que  T,  T' 
sont  respectivement  les  températures  observées  au  même  instant  au 
pied  et  au  sommet  de  cette  hauteur.  Dans  ce  cas,  et  pour  l’état  actuel 
de  1  air  à  la  station  où  l’on  opère ,  on  a  donc 

(6)  /z  =  4Pf)£(i  -  ii). 


De  plus,  suivant  les  expériences  citées  de  MM.  Arago  et  Biot,  qui 
prouvent  que  l’air  humide  réfracte  la  lumière  sensiblement  comme 
1  air  sec,  sous  la  même  pression  et  la  même  température ,  on  a 


:  0,000  14719. 


°m,76(i  +m/)  (1  +flf/)  ’ 


lorsqu  on  fait  abstraction  de  la  variation  de  la  gravité  en  passant 
d  un  lieu  à  un  autre  plus  ou  moins  élevé  au-dessus  du  niveau  des  mers , 
qu  on  désigne  par  h  la  hauteur  observée  du  baromètre  ,  et  par  t ,  t'  les 
températures  respectives  de  l’air  et  de  la  colonne  mercurielle.  Enfin 
l’on  a  à  fort  peu  près 

l  —  7960“  (1  +  mt). 


Cette  manière  d’exprimer  théoriquement  le  coefficient  de  la  réfrac¬ 
tion  ,  d  après  M.  Plana ,  nous  ayant  paru  se  rapprocher  singulièrement 
des  résultats  de  l’expérience  (art.  217) ,  nous  avons  en  outre  supposé 
5  0,0000275  à  la  latitude  de  45°,  parce  que  c’est  la  valeur  que  ce 

savant  astronome  a  déduite  de  la  réfraction  astronomique  à  l’horizon, 
donnée  par  les  tables  de  M.  Carlini ,  mais  qu’il  faudrait  très-probable¬ 
ment  modifier  selon  les  lieux  et  les  saisons.  Montrons  donc  par  quelle 
N°ie  1  on  arrive  au  coefficient  i  =  1  —  d. 
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D’abord,  la  pression  p  étant  proportionnelle  à  la  densité  p  d’une  mo¬ 
lécule  d’air,  multipliée  par  sa  chaleur  que  nous  désignerons  par  Ç, 
nous  ferons  ,  avec  Laplace  , 

k  étant  un  coefficient  constant  :  et  comme  cette  pression  est  en  outre 
simplement  proportionnelle  à  la  densité,  lorsque  la  température  est  la 
même ,  il  est  clair  que  si  nous  appelons  T,  T' les  températures  corres¬ 
pondantes  aux  densités  (p),  p  et  aux  pressions  (p),p,  nous  aurons 

P  :  (p)  ::  p(l  +  mV)  -  (/>)( n-wT) 

ou  bien 

P  (p)  _  i  -4-  mV  . 

(P)  P  i+mT’ 

puis ,  mettant  pour  p  sa  valeur  ci-dessus  en  fonction  de  la  chaleur  ,  il 
vient 

*  ( P )  i  -f-  mV 

(p)  k  i  -f-  mT 

D’un  autre  côté ,  l’on  sait,  paf  ce  qui  précède ,  que 
dp  =  —  gp  tly  ; 

ainsi  l’on  a 

^  _  iÉL 

p  K  ' 

équation  différentielle  qui ,  à  cause  de  y  —  r  -f-  rs  ou  de  ciy  =  rds , 
devient 

dp  _  grds 

p  K  1 

et  dont  l’intégrale  est 

•og  P+c=-ffT 

Pour  déterminer  la  constante  arbitraire  G,  il  faut  faire  attention 
que  la  valeur  initiale  de  cette  intégrale  est  nulle,  et  qu’alors p  se  change 


en  ( p ).  Ainsi  l’on  a 


LIVRE  QUATRIÈME. 


49 


par  suite 


l0g(p)  =  ~?/f’  OU  P  =  (P)t 


_  gr  f*ds 

P-Z-(P}  c  k't 


M.  Plana  observe  que  pour  que  l’équation  p  =  kpÇ  donne  ( p )  lorsque 
P  —  (p)i  ü  fout  poser  k  —  et  comme  alors  T'=T,  on  a  nécessaire¬ 


ment  Ç  _  i .  Substituant  cette  valeur  de  k  dans  les  équations  ci-dessus , 
il  vient 

(7)  -t4Ç~  /t 

P  =  (p)c  p  =  @.  c  {p)Jç. 


puis,  divisant  celles-ci  l’une  par  l’autre,  on  a 

P  (p)  _  _  i  +mT' 

(/O  P  ^  1  -hmT  ’ 

telle  est  la  relation  qui  lie  les  pressions  aux  températures. 

ta"  t”4  '*  "*  *  —  *  <•  p"r  >*» 

logP  =  l°gW-logÇ-^  f±, 

dont  la  différentielle  est 

rfç  +  çf=-l±)Æ. 

p  (p) 

ette  dernière  équation  étant  linéaire  et  du  premier  ordre ,  puisque 
cense  onction  de  s ,  il  suffit  de  la  comparer  à  celle-ci  : 

dn nti».  4,  ,  dÇ+VÇc{s  =  Qcis, 

uont  1  intégrale  est 

Ç  =  cr/**lfcf**mQds  +  C], 

P°ur  trouver  sur-le-champ 
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Alors,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  relation  p  =  on  obtient 

P  =  <j$--gr  fpù-, 

et  comme  à  la  surface  de  la  Terre  p  =  (p),  p  =  (/>),  z  =  i,  on  satisfera 
à  cette  condition  en  faisant  C  =  (p).  Partant 

?=(^~¥pf/pds’  P=(rt~#rfpds'’ 

en  observant  que  l’intégrale  doit  être  prise  de  manière  que  sa  valeur  soit 
nulle  à  la  surface  de  la  Terre.  Par  ex-emple ,  dans  le  cas  purement  hy¬ 
pothétique  d’une  densité  constante, 

P  =  {p)~gr(P)^ 


c’est-à-dire  que  la  température  et  la  pression  varient  proportionnelle¬ 
ment  à  la  hauteur  rs  ou  z.  Mais ,  quelles  que  soient  les  lois  de  cette  va¬ 
riation,  on  peut  poser  généralement 

(8)  Ç  =  i  —  ers  -h  j?  (rs)2  -h  f(rs)9  -h  . .  . , 

vu  que  £  décroît  à  mesure  que  s  augmente;  et  si  l’on  compare  cette 
valeur  a  cette  autre  ç  =  — +— =  i - ,  +I^T  > on  aura  a  tres-peu  près 


£ 


m(T — T') 
a(i+mT)’ 


0,00375. 


Maintenant  si  on  élimine  de  l’équation  (7)  la  pression  (p)  =  g  (P)iy 
il  viendra 


-loge 


P  =  Y  c 

=  c-fh 


r  pds 

rjJ  « 


p  =  (p)  c 
en  faisant ,  pour  abréger,  V  =  y  + 
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Tirant  alors  de  la  série  (8)  le  rapport  ~ ,  on  obtiendra 
V  =  j  —  er  -h  2ê"  r2  s  . . ., 


V=^(l-«l). 

Enfin  l’expression  précédente  de  p  prendra ,  après  l’intégration  ,  cette 
forme 

P  =  Wc-r(-‘,>=(P)[1_?(l 

d  où  1  on  voit  que  le  coefficient  dépendant  de  la  loi  du  décroissement 
de  la  chaleur,  et  que  nous  avons  désigné  par/,  d’après  Laplace,  a  pour 
expression  i  —  g/  selon  M.  Plana. 

Les  applications  que  nous  avons  faites  de  cette  théorie  des  réfrac- 

;~rnr  2,17  et  ***>'  et  not—  dans  l’Appendice  qui 
1  6  e  vo  .  de  la  Nouvelle  description  géométrique  de  la  France 
montrent  les  avantages  qu’elle  offre  en  Géodésie  dans  certaines  circons¬ 
tances.  Cependant,  avant  de  passer  à  un  autre  sujet,  nous  ferons  remar¬ 
quer  quel  on  déduit  de  la  relation  (i),  art.  247,  une  formule  qui  semble 
etre  propre  a  donner  exactement  la  différence  de  niveau  de  deux  points 
dont  on  aurait  observé  simultanément  les  distances  zénithales 
n  ciproques,  et  recueilli  les  mesures  météorologiques  à  chacun  d’eux, 
leur  distance  respective  étant  d’ailleurs  inconnue. 

En  effet,  si  â  et  <*'  sont  les  distances  zénithales  observées,  l’une  du 
point  M,  1  autre  du  point  M';  si  de  plus  ret  r'  sont  les  rayons  vecteurs 
de  ces  points,  partant  du  centre  de  la  Terre,  et  que  p  et  P; désignent  les 
ensites  actuelles  qui  leur  correspondent,  on  aura,* en  vertu  de  la  re¬ 
lation  citée, 
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Or,  le  second  membre  ayant  la  forme  £§=£§!,  il  est  évident  que 

5L)  _  (A  —  A')  (B  +  B')+(A  +  A')(B-B') 
2(AB-f-A'B')  (A  +  A'}  (B  H-  B')  +  (A — A'flà  —  B')  ’ 

et  qu’en  faisant 


A^A;  =  rin£-sin«>_T1  B— B'  _  /m-Pp  —  v/i+p7 

a+a  ««+-»'  ’  B+B'-7T5f^7î==»=«, 


par  conséquent 


r'~r _  U  -h  u 

r'-hr  ~  i -h  Uu  ~X’ 

I  -J—  x 

— —  ou  r —  r~ 


r ’ _  ar(«  +  U) 

(•-■>  (i-U)’ 

mais,  à  cause  delà  petitesse  de  «  et  de  U,  on  a  plus  simplement 
(9)  r' — r=  ara -1- arU. 


Telle  est  l’expression  de  la  différence  de  niveau  des 
donnée  par  M.  Riot,  et  dans  laquelle  il  est  facile  de  voir 


points  M,  M' 


U—  tepg-H*— JQ 

tang£  (*+*')  e 

ou  assez  exactement 


et  «= - Lff-P') 

2  +  p(p  +  p')  +  2  V^+P(p  +  p')  +  Pty7 


i-h|P(p+P')‘ 


Toutefois  cette  quantité  «,  qui  doit  être  multipliée  par  le  double  du 
rayon  de  la  Terre,  et  qui  résulte  de  l’hypothèse  d’une  force  centrale 
réglant  la  courbure  de  la  trajectoire  lumineuse,  aurait  en  général  trop 
d  mflue«ce  sur  la  différence  de  niveau  cherchée.  Il  ne  serait  donc  pas 
étonnant  quelle  rendit  souvent  cette  différence  très-défectueuse  et 
meme  beaucoup  plus  que  la  formule  (5)  que  nous  avons  donnée 
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i^art.  218)  pour  le  cas  présent  où  l’angle  des  deux  verticales  est  in¬ 
connu;  aussi  est-ce  la  remarque  que  nous  fîmes  tout  d’abord  lorsque 
1  application  de  la  formule  (9)  fut  recommandée  en  Géodésie  (*);  mais, 
pour  en  rendre  la  justesse  plus  sensible ,  reprenons  les  observations 
rapportées  (art.  217),  savoir  : 


A  Clermont-Ferrand  : 


Distance  zénithale  du  Puy-de-Dome . =  92%8436,32 

Baromètre . h= 

Thermomètre  du  baromètre.  T  =  n°,5  centig. 

Thermomètre  libre . t=  -7°, 3 

Delif=,;,6(,+  M(,+yt)  =  «>936  i95. 

Au  Puy-de-Dôme  : 

Distance  zénithale  de  Clermont . <?'=  io7%234i  ,5q 

Baromètre . .  0“,6447a5 

Thermomètre  du  baromètre.  T'=  io°,6 
Thermomètre  libre . g<>  4 

,  .  De  là  p'=^6(.+iV)(.+yr)=°’8l7875- 

D  apres  ces  données ,  et  à  cause  de 


i  P  =  0,000147192  ,  r=  6366198“' , 

on  a 

logw  =  5.2407221 ,  logU  =  5.8410407  , 

enfin 


différence  de  niveau  r'  —  r=  2  ru  -h  2rU 

=  22  im,  63+ 882“*,  98  =  1  io4m,6i 
Par  la  formule  trigonométrique  (4')  (art.  218),  et  la 
valeur  de  R  donnée  art.  2 16 ,  on  a  exactement .  1 063“*,  16 


Erreur . -f-  4 1  m?45 


(  )  Comptes  rendus  des  séances  de  l’Académie  des  Sciences,  i838,  2e  semestre,. 
Page  6. 
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Ainsi ,  bien  que  la  formule  que  nous  venons  d’évaluer  soit  une  con¬ 
séquence  exacte  de  la  théorie  actuelle,  elle  n’offrirait  aucune  sécurité 
pour  déterminer  rigoureusement  les  différences  de  niveau  à  l’aide  de 
seules  distances  zénithales  réciproques  et  simultanées  ,  n’y  eût-il  pas 
même  accidentellement,  comme  ci-dessus,  inversion  des  températures 
de  l’air ,  et  ne  fût-ce  que  parce  que  le  terme  dépendant  de  la  différence 
des  pouvoirs  réfringents  entre  en  trop  grande  proportion  dans  le  ré¬ 
sultat  cherché.  Voilà  ce  qui  explique  en  partie  ce  dont  il  est  question 
dans  la  note  de  la  page  448  du  tome  I,  et  ce  qui  prouve  que  les  ni¬ 
vellements  trigonométriques  dégagés,  autant  que  possible,  de  l’influence 
du  phénomène  qui  nous  occupe,  sont  toujours  les  meilleurs.  Il  faut 
donc  réserver  l’usage  de  la  formule  (9)  pour  des  épreuves  théoriques 
destinées  à  constater  le  caractère  de  la  centralité  des  forces  réfringentes, 
comme  le  dit  d’ailleurs  M.  Biot  dans  ses  nouvelles  méditations  sur  la 
théorie  des  réfractions  terrestres.  ( Traité  élémentaire  d’ Astronomie  phy¬ 
sique ,  troisième  édition,  tome  I,  page  271.) 
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CHAPITRE  III. 


DES  DIFFÉRENTES  FORMULES  DE  PARALLAXE,  ET  DE  LA  TRANSFORMATION 
DES  COORDONNÉES  CIRCULAIRES. 


Nous  avons  dit  (art.  25)  que  la  parallaxe  de  hauteur  d’un 
astre  est  l’angle  sous  lequel  on  verrait  du  centre  de  cet  astre  le  rayon 
de  la  Terre  mené  au  lieu  de  l’observateur.  Cette  parallaxe  est  une 
fonction  de  la  distance  zénithale  apparente  et  de  la  parallaxe  horizon¬ 
tale,  ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Soient  n  cette  parallaxe  horizontale ,  rs  la  parallaxe  de  hauteur,  p  le 
rayon  de  la  Terre  supposée  sphérique,  Z  la  distance  zénithale  ZAS 
(fig.  4)  de  l’astre  S  observé,  N  la  distance  zénithale  ZCS  géocentrique , 
r  la  distance  rectiligne  CS. 

Le  triangle  ÀSC  donne 

sin  nr  _  p 

sinZ  r7 

mais  lorsque  l’astre  est  à  l’horizon,  sin  Z  =  90°  et  sin  11  =  de  là 

sin  zs  =  sin  II  sin  Z.  (1) 

Pour  le  Soleil,  la  valeur  de  II  ne  va  pas  à  9";  on  peut  donc  prendre 
les  arcs  pour  les  sinus;  ainsi, 

rs  =  Il  sin  Z;  (1') 

c  est>À-dire  que  la  parallaxe  de  hauteur  est  égale  à  la  parallaxe 
horizontale  multipliée  par  le  sinus  de  la  distance  zénithale  apparente. 

Si  1  on  voulait  la  parallaxe  de  hauteur  en  fonction  de  la  distance 
zénithale  géocentrique,  il  faudrait,  dans  la  formule  (1),  substituer  à 
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la  place  de  Z,  sa  valeur  N  -h  alors  on  aurait 

sin zs  =  sin II  sin (N  +  ro), 

« 

et  en  développant  le  second  membre,  il  viendrait 


sinsr  =  sin  II  sin  N  cossr  -f-  sin  II  cos  N  sinsr; 


sm  n  sin  N 

taner  zs  =  - ; - -  : 

e  i — sin  n  cos  N  * 

enfin,  réduisant  en  série  et  en  secondes,  on  obtiendrait  (art.  05 


zs  =  n  sin  N  H - sin  i"  sin  aN  -h  . . . 

2 

*2dG.  Pour  montrer  comment  on  doit  tenir  compte  de  la  parallaxe 
de  hauteur  dans  les  calculs  astronomiques,  soient  S  ( Jig .  4)  le  lieu 
vrai.  S'  le  lieu  apparent  du  centre  du  Soleil,  et,  comme  ci-dessus , 
N  =  ZCS  sa  distance  vraie  au  zénith,  telle  qu’elle  serait  prise  du 
centre  de  la  Terre,  6  =  S'AS  la  réfraction  vraie,  zs  la  parallaxe  ASC 
de  l’astre  S;  on  a  évidemment 

Z  AS  =  ZCS  -h  ASC  =  N  -f -zs; 


mais  parce  que  la  réfraction  élève  les  objets,  ou,  ce  qui  est  de  même, 
diminue  leur  distance  au  zénith ,  on  a  ensuite 


ZAS'  =  ZCS'  +  AS'C  =  ZCS  -  S'CS  +  AS'C; 

d  ailleurs  S'  =  S,  S'AS  =  S'CS,  du  moins  à  très-peu  près;  désignant 
donc  par  Z  la  distance  zénithale  apparente  ZAS',  on  a 

Z  =  N 

et  réciproquement 

N  =:  Z  -f-  0  —  ZS. 


Ainsi,  i°.  la  distance  apparente  au  zénith ,  observée  de  la  surface  de 
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la  Terre,  est  égale  à  la  distance  vraie  géocentrique,  diminuée  de  la  ré¬ 
fraction  et  augmentée  delà  parallaxe; 

a°.  La  distance  vraie  géocentrique  est  au  contraire  égale  à  la  dis¬ 
tance  apparente  observée  de  la  surface,  augmentée  de  la  réfraction 
et  diminuée  de  la  parallaxe.  L’effet  de  la  parallaxe,  opposé  à  celui 
de  la  réfraction,  est  donc  d’abaisser  les  astres  dans  leurs  verticaux 
respectifs. 

Nous  prévenons  une  fois  pour  toutes,  que  dans  le  calcul  de  la 
position  des  astres,  on  fait  toujours  usage  des  triangles  sphériques 
dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  grand  cercle  de  la  sphère  céleste  :  ainsi, 
en  pareille  circonstance  on  doit  employer  pour  distance  vraie  d’un 
astre  au  zénith,  celle  qui  serait  prise  du  centre  de  la  Terre.  Mais 
quand  il  s’agit  d’une  étoile,  il  n’y  a  plus  de  différence  sensible  entre 
les  angles  ZAS'  et  ZCS',  c’est-à-dire  entre  les  angles  qui  seraient 
mesurés  de  la  surface  de  la  Terre,  et  ceux  qui  seraient  observés  du 
centre. 

-57.  Un  des  moyens  qu’on  peut  employer  pour  déterminer  la  pa¬ 
ra  axe  îorizontale  du  Soled ,  est  celui-ci  :  supposons  que  deux  obser¬ 
vateurs,  un  dans  1  hémisphère  boréal,  l’autre  dans  l’hémisphère 
austra  ,  et  placés  sous  le  même  méridien,  observent  le  même  jour  la 
istanee  zénithale  du  Soleil  à  midi,  qui  est  l’instant  de  la  médiation ; 
puis  appelons  Z,  Z'  les  deux  distances  observées,  et  H,  H'  les  latitudes 
connues  des  lieux  d  observation  A,  R;  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

st  =  II  sinZ,  st' =  II  sinZ'. 


Mais  dans  le  quadrilatère  ACBS  (Jig.  5),  la  somme  des  quatre  angles 
égalant  quatre  angles  droits,  on  a,  dans  l’hypothèse  que  les  latitudes 
sont  de  différentes  dénominations , 


n  (sinZ  -h  sinZ')  +  H  +  H'+  36o°  -  (Z  -h  Z')  =  36o°, 


parallaxe  horiz.  n  : 


Z  +  Z'-H-H' 
sinZ  -h sinZ' 


Z -(- Z — H  —  H 


,i 


II. 
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Cette  méthode  a  en  effet  été  pratiquée  en  1 751,  par  Lacaille  au  cap  de 
Bonne-Espérance ,  et  par  Lalande  à  Berlin ,  pour  déterminer  la  parallaxe 
horizontale  de  la  Lune.  Mais  quoique  ces  deux  astronomes  ne  fussent 
pas  placés  précisément  sous  le  même  méridien,  cemme  nous  venons 
de  le  supposer,  cela  ne  les  empêcha  pas  de  rendre  leurs  observations 
comparables,  en  tenant  compte  du  mouvement  de  la  Lune  en  décli¬ 
naison,  pour  l’intervalle  de  temps  correspondant  à  la  différence  des 
méridiens.  Bien  entendu  qu’il  fallut  aussi  ajouter  à  chaque  distance 
zénithale  observée ,  la  réfraction  dont  elle  se  trouvait  affectée.  Il  y  a 
d’autres  moyens  pour  déterminer  la  parallaxe  horizontale  des  planètes 
[voyez  les  Traités  d’ Astronomie). 

Comme  la  parallaxe  de  hauteur  du  Soleil  s’emploie  fréquemment 
dans  les  calculs  astronomiques,  nous  avons  donné,  d’après  Delambre, 
la  table  X,  qui  la  fait  connaître  pour  tous  les  temps  de  l’année. 

2«j8.  Passons  maintenant  à  la  recherche  des  formules  de  parallaxes 
d’ascension  droite  et  de  déclinaison;  mais,  pour  plus  de  généralité  et 
d’élégance,  ayons  recours  à  la  méthode  analytique. 

Si,  par  le  centre  C  de  la  Terre  (Jig.  6),  pris  pour  origine  des  coor¬ 
données,  l’on  conçoit  trois  axes,  rectangles;  que  celui  des  x  passe  par 
l’équinoxe  du  printemps;  que  celui  des  y  soit  situé  dans  l’équateur;  et 
que  l’axe  des  z  passe  par  le  pôle  boréal  de  ce  cercle  :  la  position  du 
point  E  de  l’espace  sera  connue  par  ses  distances  à  ces  trois  axes 
c’est-à-dire  par  les  droites  CP,  PM,  ME. 

Soient  donc  x ,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  du  centre  E  d’un 
astre  situé  dans  l’hémisphère  boréal,  rsa  distance  CE  au  centre  delà 
Terre,  Æ.  son  ascension  droite  T  N,  D  sa  déclinaison  EN;  on  aura,  en 
vertu  de  la  propriété  des  deux  triangles  rectangles  CPM,  CME, 

x=  rcos/R  cosD,  y  =  rsinyR  cosD,  2=  rsinD.  (a) 

Soient  pareillement  X,  Y,  Z  les  coordonnées  rectangles  du  point  A 
où  se  trouve  l’observateur  sur  la  surface  de  la  Terre,  et  g,  h  l’ascension 
droite  du  zénith  et  sa  déclinaison  ou  la  latitude  géocentrique  (art.  21  )  ; 
on  aura  de  même,  à  cause  de  CA  =  p, 

X  =  pcosgcosk,  Y  =  p  singcos^,  Z  =  psinh.  Q3) 
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Enfin ,  prenant  le  lieu  de  l’observateur  pour  l’origine  commune  de 
trois  autres  axes  rectangulaires  respectivement  parallèles  aux  primi¬ 
tifs;  puis  désignant  par  r'  la  distance  de  l’observateur  à  l’astre,  et 
par  Æ/,  D' l’ascension  droite  et  la  déclinaison  apparentes  de  cet  astre, 
on  aura 

oc'  =  r'  cosÆ.'  cosD',  y’  —  iJ  sinÆ.'  cosD',  z'  —  r '  sinD'.  (7) 

Or,  il  existe  évidemment  entre  les  coordonnées  du  lieu  vrai  et  du  lieu 
apparent  de  l’astre,  les  relations  suivantes  : 

OC'  =  JC  —  X,  y'— y  —  Y,  z'  —Z  —  Z,  {$) 

ou  bien ,  en  ayant  égard  à  celles  (a) ,  (|3) ,  (7) , 

r'  cos Æ.'  cosD'  =  rcosÆ.  cosD  —  p  cosgcosh ,  \ 
r'  sin  Æ/cosD'  =  rsind\cosD  —  psingcosÆ,  v  (g) 

r'  sin  D'  =  r  sinD  —  psinÆ;  ) 

et  si  l’on  divise  successivement  la  seconde  et  la  troisième  équation  par 
la  première;  qu’on  fasse  £  =  sinll,  n  étant  alors  la  plus  grande  pa¬ 
rallaxe  de  hauteur  (art.  21),  on  aura 

tang-ÆV.'  =  s*n  Æ  cos  D  —  sin  n  sin  g  cos  h  \ 

®  cosaicosD  —  sin  n  cos  g’ cos /t  ’  f 

tane  D'  =  c— (sin  D  ~sinn  sin  h)  \ 

®  cosiRcosD  —  sin  n  cos  g  cos  h’  ; 

Dans  le  calcul  des  éclipses  on  a  en  outre  besoin  d’avoir  égard  à 
1  augmentation  du  demi-diamètre  de  la  Lune;  or,  en  désignant  par 
d' les  angles  sous  lesquels  on  verrait  ce  demi  diamètre,  respective¬ 
ment  du  centre  et  d’un  point  de  la  surface  de  la  «Terre,  les  sinus  de 
ces  angles  sont  nécessairement  en  raison  inverse  des  distances  r,  r'; 
c’est-à-dire  que 

sin  d'  =  sin  d. 

r 

Substituant ,  dans  cette  relation ,  la  valeur  de  p  tirée  de  la  première 

8.. 
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des  équations  (g),  il  vient 


sineP  =  sincf 


cos  A  cos  D  —  sin  n  cos  g  cos  h  ’ 


«') 


et  dans  ce  cas,  d  est  le  demi-diamètre  vrai  et  d' le*demi-diamètre  ap¬ 
parent. 

Les  formules  (£)  donnent  le  lieu  apparent  en  fonction  du  lieu  vrai 
et  de  la  plus  grande  parallaxe  de  hauteur,  ou  de  la  parallaxe  hori¬ 
zontale  :  elles  sont  attribuées  à  Olbers,  qui  les  a  obtenues,  comme 
nous,  par  la  méthode  analytique  de  Lagrange.  Mais  il  est  plus  simple, 
dans  la  pratique,  d’évaluer  les  parallaxes  d’ascension  droite  et  de  dé¬ 
clinaison  ,  pour  en  déduire  ensuite  le  lieu  apparent.  La  première  pa¬ 
rallaxe,  qu’on  désigne  aussi  sous  le  nom  de  parallaxe  d’angle  horaire , 
est  Æ/  —  et  la  seconde  est  D'  —  D.  Voici  un  moyen  très-direct  pour 
les  obtenir. 

La  première  équation  (Ç)  ayant  lieu  quelle  que  soit  l’origine  des 
ascensions  droites,  on  peut  retrancher  de  chacune  d’elles  la  même 
quantité,  Tare  JR  par  exemple;  ce  qui  revient  évidemment  à  changer 
la  direction  des  axes  x ,  jr,  en  les  laissant  toutefois  dans  leur  plan  pri¬ 
mitif.  D’après  cette  remarque,  on  a  sur-le-champ 

sin  n  cos  A 

tang  AV /R1)  =  sin  n  sin  pR  —  g)  cos  A  _  ~  cosD  sm(^  —  g) 

'  cosD  —  sin  n  cos  (n — g)  cos  À  sin  n  cos  A  ’ 

et  Ton  tire  facilement  de  là , 

sin  n  cos  A  sin(m'  —  m) 

cosD  sin  —  gp 

mais  la  différence  M  -  JR  étant  toujours  très-petite,  même  pour  la 
Lune,  on  pourra  réduire  cette  expression  en  série,  comme  on  l’a  en¬ 
seigné  (art.  95),  et  n’en  conserver  que  les  termes  les  plus  sensibles; 
on  aura  alors,  en  secondes  de  degré, 


W  X»  _  sin  n  cos  A  sin  (A— g)  t  /sin  n  cos  h\  »  sin  2  (ml  -  g)  ... 

cosD  sim"  2\  cosD  /  sim"  +  •  •  •  (A) 

Par  un  raisonnement  semblable  au  précédent,  les  équations  (Ç)  se 
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changent  tout  de  suite  en  celles-ci  : 

tang  (A'  -S)= _ sin  (a  g )  cos  D 

°  cos  (iR  —  g)  cos  D  —  sin  n  cos  h  ’ 

tang  D'  =  cos  (*'  —  g)  (sin  D  —  sin  n  sin  h)  m 
®  cos  (a  — g)  cos  D  —  sin  n  cqs  h  ’ 

en  sorte  qu  en  les  divisant  l’une  par  l’autre ,  on  a 


sin  n  sin  h  \ 


ou  bien  ,  introduisant  les  distances  polaires  vraie  et  apparente  ,  c’est-à- 
dire  faisant  D  =  9o°  -  A  ,  D'  =  90”  -  A',  il  vient 

cot  A'  =  (cot  A  _ 

sm  —  g)  \  sin  A  J 

Pour  tirer  de  cette  formule  la  valeur  de  la  parallaxe  de  déclinaison 
ou  plutôt  de  distance  polaire,  savoir  A'  —  A  =  a,  on  remarquera  que 
1  on  a  d’abord  n  n 

cot  A  —  cot  A'  =  cot  A*—  -n  (JR'  ~~  S)  (rnf  a  _  sin  n  sin  /A 
sin  (a  —  g)  \COt  û  sin  A  J  1 

et  par  suite 


—  rot  A  Tl  _  sin(n'  £)~|  sin  (a' — sin  n  sin  h 

sin  A  sin  (A  -h  a)  A  L*  + 

mais  de  la  valeur  ci-dessus  de  cot  A'  on  tire 

cot  A  =  cot  A'  +  si“n  sin  h 

sm(A' — g)  sin  A  ’ 

et  en  substituant  celle-ci  dans  la  relation  précédente,  on  arrive  sans  peine 
à  cette  expression 

sin  (A'  A)  sin  n  sin  A  t  A,  rsin(A  —  g)  ”| 

sin  A  sin  (A  +  <r)  sin  A  4-  COt  A  ^  ^f_  ^  -  I  J 

.  ,  .  .  ,  /a' 4- A  \ 

_  sin  n  sin  A  “n*(®  -*>COS  (  2  “  S) 

sinA  a  cot  sinfn'  —  g) 
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Multipliant  maintenant  le  second  terme  du  deuxième  membre,  haut 
et  bas,  par  cos  {  (A'  —  Æ.) ,  il  vient,  toutes  réductions  faites, 


sjn  (\r _ a)  cot  A'  sin  n  cos  h  cos  ( 

■^777——  =  sin  n  sin  h  - — - A  *2 

*m(*  +  *)  •  cos  H*'-*) 

ou  bien ,  faisant 


cot  h  cos| 


tang  x  = 


/A'  -t-  *  \ 

\~  ~  Û 


COS-i(A'  —  n)  7 


sin  (A'  —  A) 


sinll  sin 
sin  ri  sin  h 
cosx 


h  [sin  (A  -+-  <y) 

■  sin  (A  —  x  -h 


—  tangjt  cos  (A 

»); 


*)] 


enfin,  divisant  les  deux  membres  par  cos  (A'  —  A)  =  cos  <s ,  il  vient 

sin  n  sin  h 

tang  g  =  — 

I 

et  en  série ,  A'  —  A  ou 

9  ■ 


sin  (A  —  x) 

'  (A  —  *) 


_  sinn  sirrA  sin  (A  —  x) 
:osx  sin  i" 


l_  /  sinn  sin  h  sin  2  (A  —  x) 

2  \  cos  x  )  sin  i  "  h  ’  ’  •  (®) 


Telle  est  la  valeur  de  la  parallaxe  de  distance  polaire. 

La  formule  finie  (?')  est  susceptible  aussi  d’être  rendue  propre  au 
calcul  logarithmique.  En  effet ,  on  a  évidemment,  en  changeant  comme 
ci-dessus  la  direction  des  axes  rectangles, 


sin  d’  =  sin  d - cos(Æ-'g,)cosD' 

cosD — smlIcosÆcos  (j\ — g)  7 

et ,  à  cause  de  la  première  expression  de  tang  (A'  —  yR) ,  il  vient 

n  i  sin  (a'  —  ai)  cosD' 

sin  a'  =  sin  d  - — i . 

sm  IT  cos  h  sin  (a  —  g  J 

Multipliant  haut  et  bas  par  sin  (Æ/  —  g)  et  faisant  attention  que 

sin  n  cos  h  _  sin  (a'  —  *) 
sinA  sinTÏR'  —  g)  » 


on  a  définitivement 
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sin  et  =  sin  d 


sin  A'  sin  (zr'  —  g) 
sin  A  sin(iR  —  g) 


Ainsi  le  calcul  du  demi-diamètre  apparent  dépend,  dans  ce  cas,  de 
la  parallaxe  d’angle  horaire  (JR  —  g),  et  de  celle  de  distance  polaire  A. 

On  observera  que  ces  formules  de  parallaxe,  dues  à  Delambre,  seraient 
absolument  de  même  forme,  si,  au  lieu  de  rapporter  l’astre  à  l’équateur, 
on  le  rapportait  à  l’écliptique;  mais  dans  ce  cas,  les  ascensions  droites  se 
changeraient  en  longitudes  et  les  déclinaisons  en  latitudes.  Soient  donc 
Lia  longitude  vraie  d’un  astre  et  X  sa  latitude ,  n  la  longitude  du  zénith 
ou  du  nonagésime ,  q  la  latitude  du  zénith  ou  le  complément  de  la  hau¬ 
teur  du  nonagésime  ;  puis  représentons  par  L'  et  X'  les  coordonnées  du 
heu  apparent  de  l’astre;  les  formules  (Ç)  donneront 

tan»  U _ sinL  cos  X  —  sin  n  sin  n  cos  q  \ 

sin  L  cos  \  —  sin  n  sin  n  cos  q 7 1 
tang  X'  =  cosL'  (sin),  -—sinn  siny)  /  (£) 

cosL  cos)  —  sinn  cos«  cosq  ’  i 

et  de  là  on  aura  pour  la  parallaxe  de  longitude , 

sinn  cos  q  . 

tang  (L'  —  L)  =  -  smn  sm  ( L  ~~  ”)  cos7  __  côâ  Sin(L~~ n) 

cos  )  —  sinn  cos  (L  —  n)  cos  q  ~  sinn  cos  q  1 

L'  —  L  =  — -n  cos?  sin(L-”)  I  /sinn  cos  qy  sin2fL-«) 

cos>  sin  i"  +  2  \  )  - -/n  +  •  •  .  (C) 

Soient  X  90  —  X  =  90°  —  ov;  la  parallaxe  de  latitude  sera 
X  -  X;  par  conséquent  la  parallaxe  de  distance  au  pôle  de  l’écliptique, 
en  la  désignant  par  yj ,  sera  y  =  <*'  —  et  si  l’on  fait 


COt  q  COS  { ~+~L  —  n  \ 

tane  r  =  - 2 _ l 

cos  I  (L'  —  L)  ’ 

on  aura ,  par  ce  qui  précède  , 

sin  n  sin  q  ,  .  „ 

- - -sin  (J — n) 


»(*-«) 


COSJK 
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ou  en  série  très-convergente 

sin n  sin  g  sin  (S  —  n)  i  /sin n  sin  sin 2  (S  —  *) 

cos  y  sin  1"  +2\  cos  y  )  sin  1"  +  •*•  (P) 

«* 

25Î).  Les  latitudes  et  les  longitudes  sont  liées  aux  ascensions  droites 
et  aux  déclinaisons  par  des  relations  qui  se  déduisent  tout  naturelle¬ 
ment  des  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique.  Soient  par  exemple 
{flS-  7)  E  une  étoile,  P  le  pôle  boréal  de  l’équateur  TQ,  P'  le  pôle 
boréal  de  1  écliptique  TQ',  T  le  point  o  d 'A ries,  etP'P  le  colure  des 
solstices,  ouïe  grand  cercle  de  la  sphère  céleste  perpendiculaire  à  l’éclip¬ 
tique  et  à  l’équateur,  auquel  cas  TQ=TQ'  — g0°;  pr  le  colure  des 
équinoxes,  enfin  «  1  obliquité  Q'T Q  de  l’écliptique  ou  l’arc  P'P. 

Cela  posé ,  si ,  par  les  pôles  P,  P'  et  par  l’astre  E ,  l’on  mène  des  arcs 
de  grand  cercle  PA,  P'L,  le  premier  sera  un  cercle  de  déclinaison,  le 
second  un  cercle  de  latitude,  P'EP  l’angle  de  position ,  et  l’on  aura  ,  en 
vertu  de  la  notation  adoptée  ci-dessus, 

T  A  =  Æ- ,  AE  =  D,  TL  =  L,  EL  =  X; 
de  plus,  dans  le  triangle  sphérique  P'PE,  on  aura 

PP'=w,  PE  =  9o°  —  D,  P'E  =  9o°  —  X, 
angle  P  =  180°  -  (90°  -  JK)  =  90  -h  il , 
angle  P'  =  90  —  L; 

et  d’après  les  propriétés  démontrées  aux  art.  54  et  65 ,  les  relations 
cherchées  seront 

sin  D  =  cos  w  sin  X  -h  sin  w  cos  X  sin  L ,  \ 

K  coswsinL  sinwtang)  \  (I) 

6  cosL  »  ) 

sin  X  =  cos wsinD  — sinwcosDsinÆ. ,  \ 

L  _  coscüsipiR-hsiDMtangD  |  (II) 

6  COS  A  J 

Les  deux  premières  font  connaître  l’ascension  droite  et  la  déclinaison 
par  la  latitude  et  la  longitude ,  les  deux  autres  donnent  la  solution  du 
problème  inverse. 
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L  analyse  adoptée  dans  ce  chapitre  conduit  de  même  fort  simple¬ 
ment  à  ces  relations.  Pour  le  prouver,  représentons  par  x' , y' ',  z'  le 
sy sterne  de  coordonnées  rectangles  relatif  à  l’écliptique,  mais  suppo¬ 
sons  que  1  axe  des  x '  soit  le  même  que  celui  des  x ;  on  aura,  pour 
1  astre  E  que  l’on  considère, 

oc  =  rcosAlcosD, 
æ'~  rcos  L  cos  X 


M  (a)  7=rsinAlcosD,>  z  =rsinD,  ) 

,i  y'=  rsinLcosX,  )  (  ^  2,=rsinX.  |  ^ 


Mais  quand  on  passe  du  système  de  coordonnées  x,y,  z  à  l’autre 

*r'’  J'9  Z'>  on  a  dans  l’hypothèse  actuelle,  et  parce  que  l’angle  des  axes 
esta,  ® 

x  =  jc',  y  —  y'  cos  w  z!  sin  w,  z  =  z'cosw  -+-yf  sin  w;  (d) 

réciproquement , 

y  .T'cosw  h- 2sin«o,  z'=zcos(ù — ^sinw;  (e) 

par  conséquent  si  Pon  met  dans  les  relations  (d)  pour  .r,  r  z  leurs  va 
leurs  (a),  (b),(c),  on  aura  tout  d’abord  ‘  *  leurs  va- 

cos  Al  cos  D  =  cos  L  cos  X,  \ 

sin  Al  cos  D  =  sin  L  cos  X  cosco  —  sin  X  sin  w,  j  (f) 
sin  D  =  sin  X  cosu  -f-  sinLcosX  sin  w,  ) 

et  si  l’on  procède  de  même  à  l’égard  des  relations  inverses  (e),  on  aura 

(g) 


cos  L  cos  X  =  cos  Al  cos  D, 

sin  L  cos  X  =  sin  Al  cos  D  cos  w  -h  sin  D  sin  u  , 
sin  X  =  sin  D  cos  u  —  sinAtcosDsin  u. 


Divisant  maintenant  la  seconde  et  la  troisième  formule  (/)  successi¬ 
vement  par  la  première,  on  obtiendra,  comme  par  la  Trigonométrie 
sphérique, 

tang  Al  =  sinLcos&>— tangXsum 
®  cos  L  1 


tang  D  (tang  >.  cos  w  H-  sin  L  sin  w)  cos  A 

®  s  cos  L 


II. 


cosL 


9 
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Enfin,  opérant  de  la  même  manière  sur  les  formules  (g) ,  il  viendra 


tang  L  — 


si  n  Æ  cos  w  -f-  tang  D  sin  w 


^ (tang  D  cos  «a  — sin  m  sin  w)  cos  L 

®  cos  Æ 


On  voit  par  ce  procédé  analytique,  tout  fondé  sur  la  simple  trans¬ 
formation  des  coordonnées,  qu’on  retrouve  avec  une  extrême  facilité 
les  formules  principales  de  la  Trigonométrie  sphérique. 


200.  Revenons  à  notre  sujet.  En  Astronomie,  la  position  du  zénith, 
à  1  égard  de  l’équateur,  est  donnée  par  son  ascension  droite  g  et  sa 
déclinaison  h  ;  car  cette  ascension  droite  est  le  temps  sidéral  à  l’époque 
de  l’observation  de  l’astre,  et  la  déclinaison  du  zénith  est  la  latitude 
géocentrique ,  laquelle  est  égale  à  la  latitude  géographique  H  ,  moins 
l’angle  w  de  la  verticale  avec  le  rayon  de  la  Terre  (art.  21).  Cet  angle 
se  calcule  par  la  formule  suivante  : 


\  sin  2  H  (a'~ b*\ 

1  sin  4  H 

.  «  sin  2H 

/  sin  i  "  J 

sin  2" 

• .  =  4  e2  — -  -h 
2  sim" 

qui  dérive  de  celle  (8)  de  l’art.  168.  Mais  la  table  XI  le  donne  sur-le- 
champ  pour  l’aplatissement 

Quant  à  la  longitude  n  et  à  la  latitude  q  du  zénith ,  on  ne  peut  les 
déterminer  qu’à  l’aide  des  formules  démontrées  ci-dessus ,  savoir  : 


tang  n  =  cos  co  tang  g  -n  t,)  **”8  ^  nrxc  —  cos  g  cos  h 

cos  g  9  V  coin  ’ 

ou ,  pour  lever  le  doute  sur  l’espèce  de  l’angle  q , 

sin  q  =  sin  h  cos  «  —  cos  h  sin  w  sin  g. 

Les  valeurs  de  n  et  q  étant  trouvées ,  il  sera  facile  ensuite  de  calculer 
les  parallaxes  de  longitude  et  de  latitude  qui  sont  fonctions  de  ces 
valeurs.  Les  unes  et  les  autres  se  calculent  ordinairement  avec  les  lo¬ 
garithmes  à  cinq  décimales ,  comme  on  le  verra  par  la  suite. 
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261.  Afin  de  tirer  quelques  conséquences  des  formules  générales 
de  parallaxe,  déduisons  d’abord  l’expression  de  la  parallaxe  de  hau¬ 
teur  de  celle  de  distance  polaire  7  =  A'— A.  Pour  cela,  faisons  coïnci¬ 
der  le  pôle  de  l’équateur  avec  le  zénith ,  ou ,  ce  qui  est  de  même , 
prenons  l’équateur  pour  l’horizon;  alors  A  deviendra  égal  à  la  distance 
zénithale  vraiment  géocentrique  N,  et  A'  sera  la  distance  zénithale 
apparente  Z.  ©ans  la  même  hypothèse,  la  parallaxe  d’ascension  droite 
ÆV  —  Æl  sera  nulle  ;  ainsi  la  formule  dont  il  s’agit  donnera  sur-le- 
champ  ,  à  cause  de  h  =  90° , 


sin  a 

sin  (A  +  a  ) 


=  sin  II  sin  90°  ; 


ou  changeant  <7  en  et,  et  A  en  N  ,  on  a 


sin  v>  =  sin  II  sin  (N =  sin  II  sin  Z  ; 
c’est  la  formule  de  parallaxe  de  hauteur  démontrée  à  l’art.  255. 


262.  Pour  arriver  aux  formules  de  parallaxe  annuelle,  on  suppo¬ 
serait  l’observateur  sur  un  point  de  l’écliptique;  dans  ce  cas,  la  lati¬ 
tude  <7  du  zénith  serait  nulle,  et  la  longitude  n  de  ce  point  représen¬ 
terait  la  longitude  terrestre,  tandis  que  II  désignerait  la  parallaxe 
annuelle  ou  du  grand  orbe,  lorsqu’elle  est  la  plus  grande  possible. 

Gela  posé,  soient  $  la  longitude  héliocen trique  de  la  Terre  art.  19), 
O  le  lieu  du  Soleil ,  p  la  parallaxe  annuelle  en  longitude,  r,  celle  en 
latitude  ;  la  formule  (C)  donnera ,  à  cause  de  $  =  O  -I-  1 8o°, 


nsin  (L  — 

'  COS> 


Il  sin  (L  —  O  )  # 
cos  î  ? 


L  et  X  étant  la  longitude  et  la  latitude  d’une  étoile. 

La  série  (D)  fournira  la  parallaxe  annuelle  en  latitude  ,  et  se  réduira, 
avec  un  peu  d’attention,  à 

>3  =  11  sin  X  cos  (L—  $)=  —  II  sinXcos  (L-h O 

Ces  deux  formules  ne  sont  qu’approximatives;  mais  elles  suffisent 4 

9-- 
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puisque  l’existence  de  II  est  encore  révoquée  en  doute  pour  les  étoiles 
même  les  plus  brillantes.  (Voyez  l’ Astronomie  de  Delambre,  tome  III, 
page  1 37  et  suivantes.) 

Calcul  clés  parallaxes  d ascension  droite  et  de  déclinaison. 

263.  Lorsque  la  Terre  est  considérée  comme  sphériqi^ ,  la  parallaxe 
horizontale  d’un  astre  qui  reste  à  une  distance  constante  de  la  Terre  > 
est  la  même  pour  tous  les  lieux  où  elle  peut  être  observée.  Elle  est  au 
contraire  variable  pour  la  Terre  elliptique.  Par  exemple,  sous  l’équa¬ 
teur  elle  est  à  son  maximum ,  et  au  pôle  elle  est  la  plus  petite  possible , 
toutes  choses  égalés  d  ailleurs.  Comme  dans  les  éphémérides  on  ne 
donne  que  les  valeurs  des  parallaxes  équatoriales ,  et  que  dans  les 
calculs  astronomiques  on  fait  usage  des  parallaxes  horizontales,  ou 
pour  mieux  dire,  des  plus  grandes  parallaxes  de  hauteur,  pour  un  lieu 
dont  la  latitude  est  donnée;  on  exprimera  celles-ci  en  fonction  des 
premières,  ainsi  qu’il  suit  : 

Soient  a  le  rayon  de  l’équateur  terrestre,  R  le  rayon  correspondant  au 
point  dont  la  latitude  est  H,  II'  la  parallaxe  équatoriale,  et  II  la  pa¬ 
rallaxe  horizontale;  on  aura,  en  désignant  en  outre  par  r  la  distance 
de  la  Terre  à  l’astre, 

sin  IT=-,  sin  II  =  — ; 

r  r  1 

par  conséquent  sin  11=  *  sin  IT  ; 

enfin,  substituant  pour  R  sa  valeur  (art.  167),  on  a  à  très-peu  près 
n=IT  (1  — \  e2  sin2  H)  =  II'  (1  —  a  sin2  H). 

Supposons  maintenant,  avec  Delambre  [Astron.,  tome  I ,  p.  385) ,  les 
données  suivantes  : 

ascension  droite  de  la  Lune  dA  =  9°49'i4" 

déclinaison  de  la  Lune  D  =  4.49.44  boréale 

ou  distance  polaire  A  =  85. 10. 16 
parallaxe  horizontale  C ,  ou  II  =  54.  2",5 .  demi-diam.  £  =  iQfyf 

obliquité  de  l’écliptique  w=  23.28.21 
asc.  droite  du  zénith  g  =3ii.  5.24 
déclinaison  du  zénith  h=  48.3g.5o. 
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Cela  posé,  on  trouvera  la  parallaxe  d’ascension  droite  au  moyen  de 
la  série  (A)  dans  laquelle  d\. — gH-36o0=58°44'5o//= P  (nous  ajoutons 
36o°,  afin  de  pouvoir  effectuer  la  soustraction  dans  l’ordre  indiqué). 
Voici  le  calcul  : 

log.  sin  II  =8,1964370 
l.cos//  =9,8198564 
c.log.  sin  A  =0, 001544^ 

m  =8,0178376 
log.  sin  P  =9,931 83 19 

c.log.  sin  i"=5,3i4425i 
l.ier  terme  =3,2640946 

Ier  terme  o°3o'36",94 
2e  terme  H-  9 ,93 

parai,  d’asc.  dr.=  3o.46  ,87=  p 

9.49.14  ,00 

asc.  dr.  apparente  /R'  =  10.20.  o  ,87 

La  parallaxe  de  distance  polaire  se  déterminera  à  l’aide  de  la  série 
(B)  ;  mais  il  s’agit  de  calculer  en  premier  lieu  l’arc  auxiliaire  x  par  sa 
tangente.  Or  comme  ,  d’après  ce  qui  précède  , 

£±î-,g=J^r*/>=58°5  9'.3",5, 

on  a 

c.log.  cos  ^  (JR?  —  R)  =  o,ooooo43 
l.cos (Ph-{  p)  =  9,7124^21 
l.cot  h  —  9,9443o44 
l.tang  x  —  9,6567308 

X  =  24°2ï'  8" 

A  =  85. 10. 16 
A  —  x  —  60.49.  3 


l°g-  Ï  =9.69897 
c.l .  sin  1"  =5,3 i443 

2  m  =6,o3568 
l.sin  2P  =9,94808 

1 . 2e  terme  =0,997 16 
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Évaluant  ensuite  les  deux  termes  de  la  série  (B),  il  vient 

,  sin  n  sin  h  0 

lûg-  cos~ —  m  =0,1124074  2W'  =  6,2249l5 

1 . sin  (A— x)=  9,94io555  l.sin  2  (A— x)  =9,9^0 124 
c.log.  sin  1"  =  5,3 1 44^5 1  c.log.  sin  2"  =  5,o  13395 

1.  Ier  terme  =  3,3679380  1.2e  terme  =1,1 68434 

1 er  terme  o°38'53//,  1 3 
2e  terme  ■+•  14  ,74 

parai,  de  dist.  pol.=  o.  3q.  7,87  =  0- 
A  =85. 10. 16  ,00 
distance  polaire  apparente  A'=85. 49.23  ,87. 

Calcul  de  l’augmentation  du  demi-diamètre. 

On  sait  d’abord  que  le  demi-diamètre  C  =  i4'47 "—d,  et  à  cause  de 

*'-«’=  Æ  -g+/>  =  P  +p  =  59»i4'36",9, 
la  formule  finie '(O  donne 

l.sin  9,9341697 

c.l.  sin  (JR.— g)= 0,068 1681 
l.sin  A'=9, 9988450 
c.l.  sin  A  =0,00 1 5442 
0,0027270 
log.  d  =  687".  .  .  2,9479h36 

log  ^'=2,95o65o6=892",59 

on  a  donc  d'=  i4'52",59 

—  d  =  14.47  >°° 

augment.  cherchée  d’—d—  5,5g 
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Calcul  des  parallaxes  de  longitude  et  de  latitude. 

264.  On  remarquera  que  le  nonagésime  et  le  milieu  du  ciel  ou  le 
zénith  sont  toujours  l’un  et  l’autre  d’un  même  cote ,  par  rapport  au 
colure  des  solstices  (art.  259). 

Soient  encore ,  comme  l’a  supposé  Delambre , 


longitude  de  la  Lune.  .  L=  io°55'ii",  latit.  boréale  X —  o°32'45  , 
nonagésime  ou  longit.  dist.  polaire  ^  =  89.27.15  , 

du  zénith . w=34o.  3.i5  ,  lat.  du  zénith  q  =62.29.50  , 

latitude  géocentrique.  .  h=  48.3q.5o, 


parall.  horizont.  C?  ou  11=  54*  2  ,5; 

au  surplus ,  en  effectuant  le  calcul  du  nonagésime  par  les  formides  de 
l’art.  260,  il  viendrait,  en  vertu  des  données  precedentes, 


tang  n— — 0,36290,  log.  tang  n— 9,55979  — 
d’où  n—  — 19056'45'/,  ou  bien  /2=34o03'i5"; 

ensuite  sin  q=  0,88699,  log.  sin  q= 9,94792, 

et  enfin  q=  62°29'5o/'. 


Quant  à  la  parallaxe  de  longitude  L'— L ,  on  l’obtiendra  par  la  formule 
(G) ,  dont  voici  le  calcul  : 

L=  io°55'n" 
n  =  — 19.56.40 


L- 

i*r  terme. 

sin  II  =8,19644 
cos  q  =9,66445 
c  cos  X  =0,00002 

7,86091. 
sin  (L— w)  =9,71012 
c.sin  1  "=5,31 443 
log  ier  terme  =2,88546 


3o.5i.5i. 

2e  terme. 


log  T  =9>69897 

.  7,86091 

7,86091 

sin  2  (L— «)  =9,94483 
c.sin  1"  =5,3i443 
log.  2e  terme  =o,68oo5. 
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Ier  terme  =  768 ",16 
2e  terme  =  4  ,79 

parallaxe  de  longitude  =  772  ,95=  i2'52",95. 

I,e  troisième  terme  négligé  est  seulement  H-  o",o3;  on  a  donc 
longitude  apparente  L'=  io°55'i  1"+  ia'53" 

=  n.  8-  4- 

La  parallaxe  de  distance  polaire  s’obtiendra  à  l’aide  de  la  formule 
D)  et  ainsi  qu’il  suit: 

=  ii°  i'37"  L'=  i  i°  8'  4" 

n=z  — 19.56.40  «  =  —  19.56.40 

L-f-L  - 

— - n=  3o.58.i7  L'—  n  =  3i.  4.44 

L  a  ^  =  o°  6'  26", 5 
^  =  900— ^=89. 27.15. 


Calcul  de  l'angle  subsidiaire  y. 

COt  q  =9,7165281 

cos  (  ~1T~  —  w)  =9>933i952 

c .  cos  \  (L' — L)  =  0,0000008 

tang  jr  =9,6497241  =  24»  3'ai" 
<?  =  89.27.15 

i-ï  ■=  65.a3.54 
a  (<?-/)  =1 30.47.48 


Calcul  de  la  parallaxe  de  distance  polaire  S'—S  =  n. 


sin  11  =  8,1964370 
sin  7  =9)9479  i87 

C.COS  ^=0,0394585 

log.  m  =8,i838i42 
sin  (d-j)  =9,9586709 
c.sin  1"  =5,3i44^5i 
log.  ier  terme =3,4  569 102 


2  log.  m  =  6,36763 
sin  2  («?-/)=  9,87911 
c. 2  sin  i"  =  5,oi 34o 
log.  2e  terme  =  1,26014 
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ier  terme  =  47  '43", 590 
2e  terme  =  18,202 

parallaxes  =  48.  1,792 

Si  l’on  tenait  compte  du  3e  terme,  qui  est  — o",o68,  on  aurait 
S  =  48'i",72;  mais  la  valeur  de  cette  parallaxe  s’obtient  assez  simple¬ 
ment  ainsi  qu’il  suit.  D’abord,  à  cause  de  l’expression  finie 


cot  <?'  =  “ffir-Vcot  â  _ 

sin(L  — n)\  siniî  /* 


on  a ,  en  faisant  tang  0  =  - 


cot &'=  sin(L/  —  «)cos(*-h*) 
sin(L  —  «)sin  (îcosO  ’ 

formule  qui  donne  la  distance  apparente  au  pôle  de  l’écliptique.  Opé¬ 
rant  avec  les  logarithmes  à  sept  décimales ,  il  vient 

sin  II  =  8,1964370 

sin  7  =9>9479i87 

c.  sin  &  =  0,0000197 

tang  Q  ="8,1443754 

°°47  '9  c.  cos  0  =  0,0000422 

à  =  89.27.15,0  c .  sin  d  =  0,0000 1 97 

iï  4-  0  =  90. i5. 10,9  cos ($ -+- 0)  =  7, 645o44 1  — 

sin(L'  —  «)  =  9,7128330 
c.  sin  (L  —  n)  =  o,  2898798 

cote?'  =  7,6478188  — 
c.  sin  1"  =  5,3i4425i 
log  à'  =  2,9622439  —  =  916", 73. 


fie  là . —  go°i  5'  i6"73 

et  puisque . ^=89.27.15,00 


on  a,  parall.  cherchée.  .  s  =  0.48.  1,73. 


II. 
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CHAPITRE  IV. 

DES  FORMULES  DE  PRÉCESSION  EN  ASCENSION  DROITE  ET  EN  DÉCLINAI¬ 
SON  ,  ET  DE  LEUR  USAGE  POUR  CALCULER  LES  POSITIONS  MOYENNES 
DES  ÉTOILES. 


265.  Le  phénomène  en  vertu  duquel  tous  les  astres  semblent  doués 
d’un  mouvement  commun  d’occident  en  orient  et  se  mouvoir  parallèle¬ 
ment  à  l’écliptique,  lorsque  l’on  compare  leurs  positions  à  celle  du 
point  équinoxial  du  printemps,  affecte  les  ascensions  droites  et  les  dé¬ 
clinaisons  ;  mais  le  mouvement  progressif  le  long  de  l’écliptique  n’étant 
que  de  5o",i  par  an  environ,  ces  deux  coordonnées  n’éprouvent  elles- 
mèrnes  que  de  petits  changements  dans  le  même  intervalle  de  temps. 
Toutefois  ces  changements  ne  sont  pas  entièrement  dus  à  la  variation 
de  la  longitude;  une  partie,  très-petite  à  la  vérité,  dépend  de  la  varia¬ 
tion  séculaire  de  l’angle  des  plans  de  l’écliptique  et  de  l’équateur.  Pour 
avoir  égard  à  ces  deux  circonstances ,  il  faut  donc  considérer  en  géné¬ 
ral  la  longitude  L  et  l’obliquité  u  comme  des  quantités  variables.  Mais, 
afin  de  pouvoir  traiter  les  variations  actuelles  comme  des  différentielles, 
nous  supposerons  qu’elles  correspondent  à  un  intervalle  de  temps  très- 
court. 

D’abord ,  en  reprenant  la  notation  et  les  formules  de  l’art.  258,  on  a 

x  =  rcos  JR  cos  D,  j  ^=rsinÆcosD,l  z=rsinD,> 

x'  =  rcos  L  cos  A,  J'  '  /=rsinLcosX,  j  W  z'=rsinX,  ]  <i> 

(4)  (  (5)  (6) 

x  —  x\  7— ycosw  — 2'sinw,  z=z'cosw-h7'sinw. 

Soient  dL  le  changement  delongitude,  etdw  celui  de  l’obliquité;  dffV, 
d  D  les  variations  qu’éprouvent  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  en 
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vertu  de  ce  changement.  Les  quantités  constantes,  par  suite  de  l’hypo¬ 
thèse  précédente,  sont  r,  X  et  z';  car  r  est  le  rayon  de  la  sphère 
céleste,  et  X,  z'  sont  les  distances  circulaire  et  rectiligne  de  l’astre  au 
plan  de  l’écliptique  supposé  fixe.  Ainsi,  en  différentiant  la  première 
équation  (3),  il  viendra 

dz  =  rdT>  cosD  ; 

d  ailleurs,  de  la  relation  (6)  on  tire 

dz  =  du  (y'  cos  u  —  z'  sin  w)  -+-  dy'  sin  w  —y du  -t-  dy'  sin  u. 
Différentiant  de  meme  la  deuxième  équation  (2),  on  a 
dy'  =  rdL  cosL  cosX  ==  rdL  cos  JR  cosD, 
puisque  x  —  x' .  Par  suite 

dz  ~  rdu  cos  D  sin  AU-  rdL  cos  D  cos  Al. 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  a  et  divisant  tout  par  r  cosD,  il  vient  enfin 

è/D  =  du  sin  Al  -4-  dL  sin  u  cos  Al .  ^a) 

Maintenant,  pour  obtenir  la  variation  en  ascension  droite,  on  diffé- 
rentiera  la  première  équation  (2),  qui  donnera 

dy  =  rdJR  cos  JR  cosD  —  rdD  sin  JR  sin  D , 

et  de  la  relation  (5)  on  tirera,  à  cause  de  celle  (6), 

dy  =  dy'  cosw  —  du  ( y '  sinw  -h  z'  cosw)  =  dy'  cosw  —  zdu. 

De  plus,  la  deuxième  équation  (2)  fournit 

dy'  =  rdL  cos  L  cos  X  =  rdL  cos  Al  cosD, 
par  conséquent 

dy  =  rdL  cosw  cos  Al  cosD  —  rdu  sinD. 


10. . 
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Égalant  cette  valeur  à  la  précédente,  et  effaçant  le  facteur  commun, 
on  obtient 

dJR  cos  JR  cos  D  —  dD  sin  JR  sin  I)  =  dh  cos  w  cos  JR  cosD  —  du  sin  D  ; 

* 

puis  remplaçant  dD  par  sa  valeur  (a),  on  trouve,  après  avoir  réduit, 

dJR  =  —  du  cosvR  tangD  -h  dh  (cos  w  -h  sin  w  sin  JR  tangD).  (]3) 

266.  Ces  calculs  étant  purement  analytiques,  voici  une  autre  so¬ 
lution  en  faveur  de  ceux  qui  préfèrent  les  méthodes  trigonométriques. 
De  la  première  des  relations, 

( i')  sinX  =  cos u  sinD  —  sin  w  cosD  sin 

(2')  sinD  =  cos  w  sin  X  H- sin  w  cos X sin L , 

(3')  cos  JR  cos  D  =  cos  L  cos  X , 

démontrées  à  l’art.  2o9,  on  tire,  en  différentiant, 

_ rfw  (cos  w  cos >  sinL —  sinwsin>)-f-</LsinwcosXcosL 

cosD 


mais  des  valeurs  (1'),  (a'),  on  déduit 


cosX  sinL  = 


sinD  —  cosw  sinX 
sin  w 


=  sin  w  sin  D  -+-  cos  w  cos  D  sin  JR  ; 


par  conséquent,  comme  ci-dessus, 

dD  =  du  sin  Æ.  -+-  dh  sin  w  cosd\ . 
La  relation  (3')  donne 

_  rfLcos>sinL  —  r/D  sinD  cos  Æ 

sinÆ  cosD 


(oc) 


Substituant  pour  cosX  sinL  et  dD  leurs  valeurs  précédentes,  et  rédui¬ 
sant,  on  trouve  définitivement 


dsR  =  —  du  cosyR  tangD  4-  dh  (cosw  -h  sin  w  sin  JR  tangl)).  (P) 
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Ces  formules  différentielles  (a)  et  (j3)  ne  conviendront  au  phéno¬ 
mène  de  la  précession  des  équinoxes,  qu’ autant  que  dL  sera  remplacé 
par  sa  valeur  annuelle  5o",i  (*);  mais  alors  les  termes  en  étant  in¬ 
sensibles  pour  un  si  petit  espace  de  temps,  comme  on  le  verra  bien¬ 
tôt,  on  a  simplement 

(  2  ),  préc.  ann.  en  décl.,  ou  r/y R  —  5o",  i  sinco  cos.R, 

(  C  ^  Précess.  ann.  en  JR ,  ou  dl)  =  5o",i  (cosw  -1-  sin  w  sin  yR  tangD  . 

Dans  toutes  ces  formules,  «  représente  l’obliquité  movenne  de  l’é¬ 
cliptique  (art.  36). 

Lorsque  tang  D  ne  croît  pas  trop  rapidement,  c’est-à-dire  quand  la 
distance  polaire  de  l’astre  n’est  pas  trop  petite,  il  n’y  a  aucun  incon¬ 
vénient  a  supposer  dL  proportionnel  au  temps,  dans  le  calcul  de  la 
variation  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  pour  plusieurs  années. 

, inS1’,  au  iieu  de  dh  011  écrira  ±l  t. 5o",i,  £  étant  le  nombre  d’années 
cou  tes  depuis  la  première  époque  jusqu’à  la  seconde;  mais,  pour 

1  °n  emP,oiera  Heu  de  Æ.  et  D  leurs  valeurs  cor- 
!  Sa  ^PocIue  moyenne;  on  verra  bientôt  une  application  de 

cette  remarque.  Nous  ferons  observer,  quant  à  présent ,  que  *  s"  prend 
positivement  ou  négativement,  selon  que  Ion  cherche  la  position 
(.une  e  01  e,  pour  une  époque  postérieure  ou  antérieure  à  celle  pour 
laquelle  cette  position  est  connue. 

267.  Dans  les  observations  qui  demandent  l’exactitude  la  plus  scru¬ 
puleuse,  on  ne  considère  pas  la  variation  annuelle  en  longitude  comme 
constante,  on  la  détermine  au  contraire  d’après  des  formules  de  la 
ecanique  celeste.  En  effet ,  l’observation  et  la  théorie  ont  fait  con- 
ne  part,  qu  en  rapportant  le  mouvement  progressif  du  point 
equmoxia1 ,  soit  à  une  écliptique  fixe  comme  celle  de  i75o,  soit  à 
oc  îptique  mobile  (art.  55),  ce  mouvement ,  produit  par  l’action 
es  astres  sur  le  sphéroïde  terrestre,  est  irrégulier.  Or,  la  précession 
uni-solaire  T  T  '  [fig,  tom.  1)  étant  désignée  par  W,  c’est-à-dire 


,  )  Selon  M.  Bessel,  <fL=5o",2;  voyez  l’art,  suivanf 
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celle  qui  aurait  lieu  sur  l’écliptique  fixe,  par  l’action  combinée  de  la 
Lune  et  du  Soleil,  serait,  à  partir  de  i75o  et  au  bout  du  temps  i75o-M, 

Y  =  £.5o",3757a  —  t 2 .  o”,ooo  1217945; 

m 

cest  en  effet  ce  que  donne  la  première  formule  de  la  page  i58  du 
tome  III  de  la  Mécanique  céleste ,  en  la  développant  suivant  les  puis¬ 
sances  du  temps,  prenant  pour  unité  la  seconde  sexagésimale,  et 
adoptant  la  petite  correction  faite  au  ier  terme,  par  M.  Bessel  ( Conn . 
des  Temps  pour  1829). 

La  précession  totale  ou  la  rétrogradation  du  point  équinoxial 

sur  l’écliptique  vraie,  étant  représentée  par  serait,  à  partir  de  la 
meme  époque,  et  en  adoptant  toujours  les  nombres  deM.  Bessel , 

^  =  t.  5o", 21 129  -+-  t2 . o",ooo  1221 483  ; 

ainsi  la  différence  de  ces  valeurs,  ou  le  mouvement  direct  du  point 
équinoxial,  occasionné  par  le  déplacement  de  l’écliptique,  est 

W  —  =  t.o",  16443  —  t2.o",  0002439428. 

Si  donc  on  fait  «  =  a3°  28'  18",  qui  était  l’obliquité  moyenne 
en  1750,  on  aura,  pour  le  mouvement  direct  T'  T"  ou  p  du  point 
équinoxial  en  ascension  droite , 

„  _  y  Ÿ  _  1  o//,i6443  —  t2. o ",0002439428 

cos  W  cos  U>  , 

et  pour  son  mouvement  annuel , 

f*  =  o",  17926  —  t  .o',ooo53i88. 

De  plus,  le  changement  de  l’obliquité  de  l’équateur  sur  l’écliptique 
fixe  ou 

do'  =  -h  ^a.o".ooooo9842  33, 
et  sur  l’écliptique  mobile 

du  =  —  t.o", 48368  —  t2 .  o",  00000272295  ; 


de  là 
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précession  luni-solaire  ann.  =  5o",3757î  -  t  o",oooa4358q, 
precession  générale ann.  |  =  5o",2i  129  +  t.o", 0002442966. 

On  réduira  ces  formules  à  l’an  1800,  en  supposant  t  =  5o:  ce  qui 
donnera  pour  1800  -ht,  M 


précession  luni-solaire  ann. 
precession  générale  ann. 


V  =  5o", 36354  -  *  (>",000243589, 
♦  =  5o",2235o  -h  t. o", 000244297, 
p.  =  o",  15267  -  *.o",ooo53i88. 


268.  Telles  seraient,  en  partant  de  l’époque  de  .800 
substituer  dans  les  formules  de  précession  ,  savoir  : 


les  valeurs  à 


</D  ~  ,j,sinw  cosAl-hdw'sinAl, 

dJK  __  _  ^  H-  i|>(cosw  +  sinwsinÆ.  tangD)  —  dw'cosJK  tangD; 

"•r  35.- 

change  le  signe  de  la  valeur  de  r/D  ’après  quoiTo  “  r°n 

suivant!  aStr°n0meS-  Ma,S  11  «  suffisant  d’employer  les  formules 

(O  d  D  =  n  cos  Al , 

(/3")  dJR  =  m  «sin  Al  tangD, 

:ZTM  a!0rs  m  =  *  C0S  “  -  f*  et  n  =  ÿ  ainsi.  Les  quantités  m 
en  ascension^  f  astron°mes  aPPelle,lt  constantes  de  la  précession 
de  valeur  t  T’-  e  et  e“  déclinaison,  parce  qu’elles  ne  changent pas 
.  .  ,  S  lntervalle  de  20  à  3o  ans-,  en  les  bornant  aux  deux 

premières  décimales. 

Prenant  donc  pourépoque  l’an  1840,  on  aura  «  =  23»  27' 36",  et, 
tout  calcul  fait ,  selon  M.  Bessel , 


(?) 


i  m  —  46",o56o  +  t.o',ooo3o8645, 
t  n  ~  20^,0557  ~  t.o", 000097020. 
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Si,  au  contraire,  on  choisissait  l’époque  de  1760,  on  aurait 

,  ,j  (  ni  =  46", 02824  -h  *.o%ooo3o8645, 

\  n  =  20", 064^2  —  t.  o'  , 00009702. 

Quoiqu’il  soit  extrêmement  rare,  en  Géodésie,  qu’on  ait  besoin  de 
recourir  à  ces  formules  de  précession,  pour  remonter  à  des  époques 
très -éloignées  de  celle  où  Ton  opère,  nous  avons  pensé  devoir  les 
rappeler  ici. 

APPLICATIONS. 

269.  La  position  moyenne  de  l’Épi  de  la  Vierge  ou  aiq> ,  étant  prise 
dans  le  Catalogue  d’Étoiles  de  Bradley,  on  trouve  qu’au  ier  jan¬ 
vier  1 760 , 

/R  =  6Ji8°  8' 44%  G  variation  annuelle  =  47%oo3, 

D  =  9.54.  3,  (australe),  variation  annuelle  =  18,987. 

O11  demande  cette  position  moyenne  pour  le  ier  janvier  1800? 

Solution.  De  1760  a  1800  il  s  est  écoulé  l\o  ans;  l’époque  moyenne 
est  conséquemment  1780.  Rapportant  à  cette  époque  l’ascension 
droite  et  la  déclinaison  précédentes ,  on  aura ,  en  supposant  les  varia¬ 
bles  proportionnelles  au  temps, 

Al,  ==  6J  i8°24'  24"i6, 

D,  =  10.  0.22,74. 

Déterminant  ensuite  les  deux  constantes  m  et  n  pour  l’époque  moyenne, 
011  aura,  d’après  les  formules  ci-dessus  (y') , 

m  =  46%o375,  n  =  20%  061 5. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  formules  (/3") ,  (a") ,  et  opérant 
par  logarithmes,  on  aura,  à  cause  de  t  =  4°  ans’ 
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Pour  la  précession  en  ascension  droite. 

lo g ii  =  i. 3023635  -h 
log4o  =  1,6020600 
l.sin^ly  =  9,4993573  — 
l.tangD,  =  9,2465997  - 


i,65o38o5  =*  h-  44",  708 

partie  constante  40.  ni  =  3o'4i  ,  5oo 
Precession  en  pour  40  ans,  ou  dfo  =  31.26 ,208 


Remarquez  que  nous  avons  affecté  tane  D 
que  1  étoile  est  dans  la  région  australe. 


du  signe  négatif,  parce 


Pour  la  précession  en  déclinaison. 


log  n  =  1, 3023635  - 
log4o  =  1,6020600  + 
1.  cos^R,  ==  9,977,960  — 

logdD.  = 

Precession  en  D  pour  4o  ans,  ou  rfD 


-+-  761", 41 
12'  41  ,4i. 


traie  (  art  26sf  ^  ^  ”  ’  parce  que  la  déclinaison  est  aus- 

D  négativement  •  ‘  ,V°U  a,t  le  ,aiSSer  Positif’  Ü  faudrait  prendre 

dit  ci-dp  /  m,aiS  eS  astrono,nes  sont,  comme  nous  l’avons 

dire  au’iU*’  *  de  Procéder  de  l’autre  manière;  c’est-à- 

positiVes  COnS,derent  les  déclinaisons  australes  et  boréales  comme 

Soient  A'  et  D'  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  cherchées;  on  a 
en  general 

M  =  M  +  dJ&,  D'  =  D  -h  dD  ; 

ainsi  la  position  moyenne  de  a  de  la  Vierge  était,  au  ier  janvier  1800, 
d  après  le  Catalogue  cité , 

Al'  =  6si8°4o'io",3o8 , 

D'=  10.6.44,4,. 


II. 
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Les  formules  (I)  de  l’art.  259  et  celles  de  l’art.  267  servent  à  ré¬ 
soudre  généralement  le  problème  actuel  ;  mais  la  solution  précédente 
est  suffisante  pour  notre  objet. 

On  a  soupçonné  dans  quelques  étoiles  des  mouvements  propres. 
Par  exemple,  la  position  moyenne  de  a  de  la  Vierge,  déduite  des 
observations  à  l’époque  de  l’an  1800,  ne  se  trouve  pas  être  exactement 
la  même  que  celle  ci-dessus,  conclue  des  observations  faites  en  1760. 
En  effet,  à  l’époque  du  Ier  janvier  1800,  et 

Suivant  Maskeline. .  .æ'  =  6si8°4o'  6", 060,  suivant Piazzi  D'=  10 °6'42,,,8 


Par  le  calcul  précédent.  . .  .at'=^6. 18.40. 10  ,3o8 . D'=  10.6.44  >4 

Différence  pour  4o  ans . .  =3  — 4,/>248 . .  =  — i",6 


En  supposant  toutes  les  observations  parfaitement  exactes,  et  la  pré¬ 
cession  moyenne  telle  que  nous  l’avons  employée  bien  connue,  l’Épi 
de  la  Vierge  paraîtrait  par  conséquent  avoir  un  mouvement  propre  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison,  l’un  de  —  4%  248  pour  4o  ans, 
l’autre  de  —  i",6  pour  le  même  temps.  Mais  nous  laissons  aux  astro¬ 
nomes  le  soin  de  se  prononcer  à  cet  égard. 

270.  Trouver  la  variation  annuelle  en  ascension  droite  et  en 
déclinaison  de  la  polaire,  pour  le  Ier  janvier  1810,  sachant  qu’à  cette 
époque 

=  i3°38'i8"  =  oh54m33s,2 
D=  88.17.42  (boréale). 

Solution .  Par  les  formules  précédentes,  on  a,  en  1810, 
m  =  46", 0467,  n  —  2o",o586; 
de  là  les  formules  Q3"),  (a")  donnent 

log/i=  1,3022985  log  n=  1,3022985 

sin  ÆV  =  9,3725297  003^  =  9,9875784 

tang  D  —  1,5262701  log  dD  =  1,2898769  =  19", 4g3  ; 

2,2010983  =  i58",  891 
constante  m  =  46  , 047 

rf/R  =  204  ,  g38  en  arc 
i3*,66  en  temps. 


ou 


dD  =  19", 493. 
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Dans  les  Catalogues  d’Étoiles,  comme  celui  qui  est  inséré  dans  la 
Connaissance  des  Temps,  et  qu’on  renouvelle  tous  les  10  ans,  les 
colonnes  intitulées  variation  annuelle,  comprennent  ordinairement 
en  un  seul  terme  la  précession  annuelle  et  le  mouvement  propre,  ce 
qui  dispense  du  calcul  précédent. 

Pour  les  besoins  ordinaires ,  on  multiplie  chaque  variation ,  prise 
avec  son  signe,  par  le  nombre  des  années,  mois  et  jours  compris 
entre  1  époque  du  Catalogue  et  celle  à  laquelle  on  veut  rapporter  la 
position  de  1  étoile,  afin  d’avoir  la  variation  totale  cherchée.  Si  la 


seconde  époque  est  postérieure  à  celle  du  Catalogue ,  on  ajoute  les 
produits  à  1  ascension  droite  et  à  la  déclinaison  données  par  ce  Cata¬ 
logue  ;  si  au  contraire  la  seconde  époque  est  antérieure  à  la  première  , 
on  soustrait  ces  produits.  Cependant,  cette  proportionnalité  n’est  pas 
rigoureusement  exacte,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  remarquer 
art.  266),  surtout  lorsque  les  étoiles  sont  très- près  du  pôle.  Par 
exemple ,  la  variation  annuelle  en  ascension  droite  de  la  Polaire  ou  de 
«delà  petite  Ourse,  est,  d’après  le  calcul  précédent,  de  204.938  en 
■8io,  et  elle  augmente  sensiblement  d’une  année  à  l'autre;  il'  serait 

riaHnn  a‘n  ’  e?  U9a«e  de  la  for . .  (^">  q-d  donne  la  va¬ 

riation  annuelle,  de  calculer  cette  variation  d’année  en  année,  en  v 

changeant  chaque  fois  les  valeurs  de  Æ  et  D ,  c’est-à-dire  en  prenant 
celles  qui  correspondent  au  point  de  départ;  mais  on  évite  ce  calcul 
fastidieux ,  par  la  méthode  suivante. 

Si  1  on  différentie  les  formules  (a"),  (P"),  on  aura,  en  regardant  m 
et  n  comme  des  constantes  et  rétablissant  l’homogénéité, 


(a 2)  d2  D  =  n  sin  Æ//Æ.  sin  i " , 

<A)  =  dB  tang  D  d/K  sin  i"  -h  n  sin  /R  sin  i  " 

cos2  D 

Ces  différentielles  secondes  expriment  les  changements  survenus 
aux  mouvements  annuels  d’une  année  à  la  suivante,  en  prenant  dD 
et  d/&  pour  ces  mouvements.  Ainsi ,  par  des  additions  répétées  des 
valeurs  de  d2D  et  t/2Æ.,  on  aura  les  variations  d’année  en  année.  Par 
exemple,  appliquant  les  formules  (a2  ) ,  (|3a)  à  la  Polaire,  pour  laquelle 
les  variations  annuelles  en  1810  sont  dD=  et  */Æ.=ao4",938  , 


84  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE, 

on  trouvera 

d2  D  =  —  o",oo5 , 

d2&  =  i",i65; 

c’est-à-dire  que  dD  diminue  d’une  année  à  l’autre  de  o",oo5 ,  et  que 
d&  augmente  de  i",i65;  on  a  donc 

En  1810  variât,  ann.  dfà  =  204",  938  var,  ann.  dD  =  19", 493 

En  1 8 1 1 . =  206  ,  io3 . =  19,488 

En  1812 . =  207  ,268  . ==  19  ,483 

Mouvem.  pour  3  ansen/R.  =  6i8/7,  309.  en  D  =  58",  464 

Si  l’on  voulait  calculer  par  cette  méthode  le  mouvement  pour  un 
grand  nombre  d’années,  il  conviendrait,  pour  plus  de  précision,  de 
déterminer  le  mouvement  annuel  correspondant  à  l’époque  moyenne 
(art.  266),  afin  d’éviter  d’avoir  égard  aux  différentielles  troisièmes. 
Ce  serait  surtout  nécessaire  relativement  à  l’ascension  droite  qui  varie 
irrégulièrement. 

Il  y  a  plus  ;  si  l’on  demandait  la  variation  en  ascension  droite  pour 
un  jour  quelconque  de  l’année,  à  l’aide  de  la  variation  annuelle 
2o4",938,  on  multiplierait  cette  variation  annuelle  ou  toute  autre  par 
le  facteur  pris  dans  la  table  XII  et  correspondant  à  la  date  proposée  de 
l’année. 
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CHAPITRE  V. 

CALCUL  DES  POSITIONS  APPARENTES  DES  ÉTOILES. 


Formules  de  nutation. 

271.  Si  1  obliquité  de  l’écliptique  et  le  mouvement  du  point  équi¬ 
noxial  en  ascension  droite  n’éprouvaient  aucune  inégalité  périodique  , 
les  positions  des  astres  dont  il  a  été  question  dans  le  chapitre  précé¬ 
dent  ,  seraient  telles  dans  la  nature;  mais  la  Lune,  en  agissant  sur  le 
sphéroïde  terrestre  d’après  les  lois  de  l’attraction  universelle  ,  fait  os- 
ci  1er  1  axe  des  pôles  de  l’équateur  ,  de  manière  qu’il  en  résulte  alter¬ 
nativement  une  augmentation  et  une  diminution  clans  l’obliquité  ainsi 
que  dans  le  mouvement  du  point  équinoxial.  Ce  phénomène  de  la  no¬ 
tât, on  découvert  par  Bradley  en  i747>  dépend  donc  essentiellement 
la  situation  de  la  Lune  dans  son  orbite  ou  de  celle  de  ses  noeuds; 
mais  la  théorie  seule  a  fait  voir  qu’il  est  réglé  sur  le  mouvement  moyen 
du  nœud  ascendant  (article  28).  J 

Etant  obligé  ,  comme  tous  les  astronomes  ,  d’emprunter  dans  cette 
circonstance  les  résultats  de  la  théorie,  je  ferai  remarquer  que  du 
étant  la  variation  d’obliquité ,  dL  celle  de  longitude ,  produites  toutes 
eux  par  la  nutation ,  et  Q  la  longitude  moyenne  du  nœud  ascendant 
de  la  Lune  ,  on  a ,  d’après  les  dernières  évaluations  numériques  de 
Laplace ,  .  n 

rf»=9»,4cosS3,  r/L=  -  8l’-4-co82“. 

cos  w  si  n  r.  >  7 


les  dlux  demi-axes  de  l’ellipse  de  nutation  étant  9", 4  et  -  ’^°S2M 
[Mècan.  céleste,  tom  II,  page  35 1)  ;  ou  bien  ,  prenant  pour  w  l’obli- 
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quité  moyenne  de  l’écliptique  en  i83o,  savoir,  23°27'4o",  on  obtient 

du  =  9", 4  cos  Q  ,  dL  —  —  1 7",58  sin  Q  (*). 

Ces  deux  inégalités  coexistantes,  dbnt  la  période  est  de  1 8  ans  \  en¬ 
viron  ,  se  portent  sur  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  ;  ainsi , 
il  s’agit  maintenant  de  trouver  les  corrections  à  faire  aux  positions 
moyennes  des  étoiles  pour  avoir  leurs  positions  vraies.  Mais  ce  nouveau 
problème  est  tout  résolu  par  les  formules  (a)  et  (j3)  de  l’art.  265 ,  si 
l’on  y  met  pour  dtù  et  dh  leurs  valeurs  précédentes  ;  on  a  donc 

nutation  en  D  ou  c/D'  9", 4  sin  JR  cos  Q  —  6", 999  cosÆ.  sin  Q  , 
nutation  en  JR  ou  dJR'  =  —  16",  1 27  sin  Q  —  [6", 999  sin  JR  sin  & 
H-  9", 4  cos  JR  cos  &  ]  tang  D. 

O11  suppose  ici  que  la  déclinaison  est  boréale;  si  elle  était  australe ,  il 
faudrait  changer  le  signe  de  la  valeur  de  dD prendre  tangD  négati¬ 
vement,  et  ajouter  cette  valeur  à  celle  delà  déclinaison  considérée 
comme  positive ,  ainsi  qu’il  a  été  dit  à  l’art.  268. 

Il  suit  de  là  qu’en  désignant  respectivement  par  JR'  et  D' l’ascension 
droite  et  la  déclinaison  vraies,  on  aura 

D'  =  D  +  dT>',  A'  =  JR  4-  dJR'. 

Nous  devons  cependant  faire  observer  que  d’après  les  valeurs  plus 
générales  de  dw  etdL  données  ci-dessus  en  note,  il  faudrait  à  la  rigueur 
ajouter  à  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  un  petit  terme 
qu’on  trouverait  en  cherchant  une  seconde  fois  cette  nutation  avec  le 
double  de  la  longitude  du  nœud  de  la  Lune,  puis  en  la  prenant  avec  un 
signe  contraire  et  la  divisant  par  100  Cette  règle  est  fondée  sur  ce  que 


(*)  M.  Baily  a  publié  dans  les  Mémoires  de  la  Société  astronomique  de  Londres , 
tome  II ,  de  nouvelles  tables  d’aberration  et  de  nutation  qu’il  a  construites  pour  288 1 
étoiles,  d’après  les  formules  de  M.  Bessel ,  dans  lesquelles  on  a  plus  rigoureusement,  à 
l’epoque  de  i83o ,  et  en  désignant  par  (£  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 

rfw  =  9",25o  cos  ^  —  o",09o3  C0S2Q  +  o",5447  C<>S2Q  4-  o'^ogoo  cos2(£ , 
rTL  =  —  17,2985 sin  Q  -h 0,2082 sin 2 Q  —  i,255osin2©  — 0,2074 sin 2(£. 
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les  termes  additifs  sont ,  pour  la  déclinaison  : 

-H  o  ,o83  cos  .R  sin  2  Q  —  ©",090  sin-R  cos  2  ^  ; 

pour  l’ascension  droite  , 


—  (o",  19 1  -P  o",o83  sinR  tangD)  sinaQ 
-h  o", 090  cos  R tangD  cos  2  Q  . 


2/2.  Ces  formules  de  nutation  ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Lambert  ;  elles  lui  ont  servi  à  construire  des  tables  générales  tres- 
simples  et  très-utiles,  mais  que  ne  réclament  pas  les  besoins  de  la  Géo¬ 
désie.  Voici  néanmoins  la  manière  de  les  disposer  pour  cet  effet. 

Soient  Jw  =  m  cos  Q  ,  dL  =  -  n  sin  Q  ;  les  formules  (a)  et  (Q)  se 
changeront  en  celles-ci  : 


^D'  _  m  sin  R  cos£  —  n  sin  co  cosR  sin  Q  , 

=  —  m  cos  R  cos  Q  tang  D 
-  «  sin  w  sin  R  sin  tangD  -  «cosu  sin  . 
Mais  en  général 


smx  cos  y  =  |  sin  (*  +;)  +  !  sin  (x  __  x 
COSi-  COS  J  =  |  COs(x  +  y)  +  1  cos(x  _ 

S,n  *  sinJ  =  i  cos(x  -  y)  -  x  cos(x  +y); 


-Hm~nsma)sm(JR  +  £))  -h  ±  (m  -h  /i  sin  m)  sin(Æ  —  O), 

rfÆ'  =  -n  cosasinJJ  1 

[2  (m  —  n  sin  u)  cos  (Æ+  {J  )  +  i  (OT  +  n  sin  cos^Æ  Q  )]  tang  D  ; 
ou  en  nombres 

^  >!99  s>n(R  —  Q)  -f-  i",2oo  sin(iR.-h  $  )  , 
dfà.’  =.  —  16",  127  sin  Q 

—  [8' ,  1 99  cos  (.R  —  Q)  -p  i",aoo  cos(R  -P  Q)]  tangD. 

La  table  de  nutation  en  déclinaison  se  composera  par  conséquent  de 
|  eux  parties  qui  auront  pour  arguments  l’uneR-  Q ,  l’autre  /R  +  Q  . 

1  »  on  rendra  la  table  de  nutation  en  ascension  droite  dépendante  de 
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Ja  première,  en  écrivant  la  valeur  de  d]K'  ainsi  qu’il  suit  : 

dj&' =  —  16",  127  sin  $ 

sin  (A  —  Q  -  3S)  4-  i%200  sin  (A  4-  Q  _  3*)]  tangD; 

ce  qui  est  permis  ,  puisqu’en  général 

sin  (a:  —  3S)  =  sin  (x  —  90°)  =  —  cos  x. 

Réciproquement  l’on  fera  dépendre  la  table  de  nutation  en  déclinaison 
de  celle  de  nutation  en  ascension  droite ,  en  écrivant  la  valeur  der/D' 
comme  il  suit: 

dv>'  —  ~  8>99  C0S(A  ~  Q-H  38)  -  i",2oo  cos(Æ.h_  q  -h  3*). 

11  suffit  donc  d’ajouter  à  la  table  une  troisième  partie  pour  le  terme 
—  16",  1 27  sin  Q  .  C’est  d’après  ce  précepte  qu’ont  été  construites  les 
tables  générales  de  nutation  insérées  dans  la  Connaissance  des  Temps 
de  1810,  mais  qu’il  faudrait  recalculer  maintenant  pour  les  rendre  plus 
exactes. 

•  •  •• 

273.  Nous  venons  de  calculer  l’effet  de  la  nutation  lunaire  en  as¬ 
cension  droite  et  en  déclinaison.  Le  Soleil  produit  aussi  une  nutation 
toute  semblable ,  mais  beaucoup  plus  faible ,  et  dont  la  période  est 
d’une  demi-année  seulement.  Lorsqu’on  y  a  égard  ,  on  l’ajoute  à  celle 
qui  provient  de  la  Lune ,  et  l’on  a  ce  qu’on  appelle  la  nutation  luni- 
solaire.  On  évalue  séparément  la  nutation  solaire  en  ascension  droite 
et  en  déclinaison,  à  l’aide  des  mêmes  formules  (a)  et(|S)  de  l’art.  263, 
mais  dans  lesquelles  il  faut  faire  (art.  précédent) 

d'ù  =  o”, 5447  COS2  O,  etrfL=  —  langer  sin  2  O  =  —  i",î55osin20; 

G  désignant  la  longitude  du  Soleil  pour  le  moment  où  l’on  calcule  la 
nutation  :  alors  on  a ,  en  secondes  de  degré , 

nut.  sol.  en  D  =4-  o",545  sinJl  cos20 —  o",5oo  cosiR  sin  20, 

nut.  sol.  en  jr  =—  o",545cosJi  tangD  cos  20 —  (i",i5i  o",5oo  siun  tangD  sin20; 
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ou ,  en  vertu  de  la  transformation  indiquée  ci-dessus  , 

nutat.  sol.  en  D  =  o",522  sin  (ü-20)  +  o",023  sin  (A  +  2  0), 

nutat.  sol.  enÆ  = —  1", i5i  sin 2 O 

—  [o",522  cos(d\  —  20)  -+-  o",023  cos (Æ.  -+-  2  0)]  tang  D. 

Ces  deux  formules  sont  absolument  de  même  forme  que  les  précé¬ 
dentes  ,  et  leurs  coefficients  numériques  sont  à  peu  près  les  -fa  de  ceux 
qui  leur  correspondent.  11  suit  de  là  que  les  tables  de  nutation  lunaire 
serviront  pour  calculer  la  nutation  solaire  ,  en  multipliant  leurs  nom¬ 
bres  par  0,075. 

Formules  d.’ aberration. 


^74.  H  résulte  de  l’explication  du  phénomène  de  l’aberration  de  la 
lumière  des  astres,  donnée  à  l’article  58,  que  pour  déterminer  graphi¬ 
quement  1  aberration  due  au  mouvement  annuel  de  la  Terre  ,  abstrac¬ 
tion  faite  du  mouvement  propre  de  l’astre  dont  émane  la  molécule  lu¬ 
mineuse  qui  parvient  à  notre  œil,  il  faut  prendre  sur  la  droite  que 
.  écrit  cette  molécule ,  et  à  partir  de  l’observateur ,  puis  sur  la  direction 
du  mouvement  de  la  Terre  ou  sur  la  tangente  à  l'orbe  qu’elle  parcourt, 
deux  lignes  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  la  vitesse  de  la  lu- 
iniere  a  celle  de  notre  globe,  et  sur  ces  deux  lignes  construire  un  pa- 
rallelogramme;  car  la  diagonale  de  ce  parallélogramme  est  la  direction 
suivant  laquelle  l’œil  voit  l’astre  ,  et  l’angle  que  cette  diagonale  fait 
avec  le  rayon  visuel  mené  au  lieu  réel  de  l’astre  est  l’aberration  absolue 
de  la  lumière  provenant  du  mouvement  de  translation  de  la  Terre.  Par 
rapport  au  sens  de  ce  mouvement ,  le  lieu  apparent  d’une  étoile  fixe  est 
toujours  en  avant  de  son  lieu  vrai. 

A  cause  de  1  immense  distance  à  laquelle  nous  sommes  des  étoiles, 
les  droites  menees  de  1  une  d’elles  à  tous  les  points  de  l’orbite  terrestre 
peuvent  être  censées  parallèles  entre  elles;  par  conséquent  la  diagonale 
du  parallélogramme  d’aberration  dont  011  vient  de  parler,  décrit  dans 
une  année  sidérale  une  surface  conique  dont  l’axe,  qui  se  meut  paral¬ 
lèlement  à  lui-même,  est  la  direction  primitive  de  la  lumière,  et  dont 
la  base  est  une  courbe  située  dans  un  plan  parallèle  à  celui  de  l’orbe 
terrestre. 

II. 
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Un  des  éléments  essentiels  à  connaître  pour  résoudre  le  problème 
qui  nous  occupe ,  est  le  rapport  de  la  vitesse  de  la  lumière  à  celle  de  la 
Terre.  Or,  on  sait  que  la  lumière  parcourt  en  493s,a  le  demi  grand  axe 
de  l’orbe  terrestre ,  ou  la  moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil  ;  ainsi 
pendant  ce  temps  ,  la  Terre,  en  vertu  de  son  moyen  mouvement,  dé¬ 
crit  un  arc  de  20", a5.  Telle  serait  sa  vitesse ,  si  son  orbite  était  circu¬ 
laire;  mais  l’arc  dS  qu’elle  décrit  dans  l’instant  dt  a  en  général  pour 
expression 

dS  =  ( dx 2  -b  dy2)  »  =  (r2  dv2  -f-  dr2f  ; 

r  étant  le  rayon  vecteur ,  et  v  l’angle  qu’il  fait  avec  l’axe  des  x. 
D’ailleurs , 

r  =  HH cos(p-o)  =  «('  -«a)[n-ecos(p  -  sr)]-; 

a  étant  le  demi  grand  axe  de  l’orbe  terrestre ,  e  =  o,oi6853  le  rapport 
de  l’excentricité  à  cette  droite  ,  et  73  l’angle  que  la  ligne  des  apsides  fait 
avec  l’axe  des  x.  A  la  vérité ,  à  cause  de  la  petitesse  de  cette  excentricité 
et  de  celle  de  dt  =  493% 2,  il  suffit  de  conserver  la  première  puissance 
de  e ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  considérer  le  très-petit  arc  dS 
comme  circulaire,  mais  ayant  r  pour  rayon.  Ainsi,  le  rapport  de  la  vi¬ 
tesse  de  la  Terre  à  celle  de  la  lumière  ,  sera  sensiblement  représenté  par 

ds=™  =  r±. 

a  a 

D'un  autre  côté,  par  la  théorie  du  mouvement  elliptique  ( Mécan  de 
Poisson,  tome  I,  page  419,  2e  édition) ,  on  a 

r*dv  =  abndt  ; 


b  étant  le  demi  petit  axe  de  l’orbe  terrestre,  et  andt  le  mouvement 
moyen  pendant  dt  :  donc  la  vitesse  de  la  Terre ,  celle  de  la  lumière  étant 
prise  pour  unité ,  est 


,  rdv  bndt  r 

ds-~  -  a  /,  _  ^  [  I  +  e  cos(p  -  or)] 


1  (1  —  e3)  1 
—  [1  -h  e  cos  (y  —  sr)]  = 


20", 253 

=  20", 203  [1  -h  e  cos  (y  —  73)]; 


cos  (p  —  73  )] 
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car  l’arc  moyen  ndt  faisant  partie  de  la  circonférence  in ,  et  étant  réduit 
en  secondes,  a  pour  valeur 

2ndt  T)  /  27T.493S,2  „„  „•  ro 

T  R  ~  24.3600T  R  ~  20,253; 


T  =  365', 25637  étant  la  révolution  sidérale  de  la  Terre ,  et  R  le  rayon 
réduit  en  secondes.  Dans  ce  calcul,  T  et  dt  sont ,  comme  on  le  voit,  ré¬ 
duits  à  la  même  unité  de  temps. 

275.  La  distance  de  la  Terre  au  Soleil  étant  prise  pour  unité,  et 
celle  d’une  planète  à  la  Terre  étant  représentée  par  D ,  le  temps  t  que 
la  lumière  met  à  venir  de  la  planète  à  nous  est  £  =  493%2D,  puisque 
1  on  suppose  le  mouvement  de  la  lumière  uniforme. 

Cela  posé,  soit  ni  le  mouvement  géocentrique  d’une  planète  pen¬ 
dant  1%  c’est-à-dire  l’arc  qu’elle  décrit  en  longitude  ou  en  latitude, 
en  ascension  droite  ou  en  déclinaison  pendant  l’unité  de  temps;  son 
mouvement  pendant  le  temps  493S,2D  sera  par  conséquent  493% 2 mD. 
L elle  est  la  mesure  générale  de  son  aberration.  Si  donc  A'  est  son  lieu 
apparent,  A  son  lieu  vrai,  on  aura 


A'  =  A  —  493%  2mD; 

puisque  la  planète  paraît,  par  l’effet  de  son  aberration ,  moins  avancée 
qu’elle  ne  l’est  effectivement. 

Pour  le  Soleil,  dont  la  longitude  apparente  est  O'  et  la  longitude 
vraie  O,  on  a,  abstraction  faite  de  l’excentricité  de  l’orbite  terrestre, 

0'  =  O  —  20", 253; 
car 

27T.R" 

171  ~  24.3600  T’  D“  a=^1' 

L’aberration  du  Soleil  est  presque  constante  :  elle  est ,  comme  on 
l  a  vu  à  l’art.  244,  renfermée  dans  la  longitude  moyenne.  Si  l’on  avait 
besoin  du  lieu  vrai  de  cet  astre,  comme  dans  le  calcul  des  lieux  géo- 
centriques  des  planètes,  on  ajouterait  20", 25  au  lieu  du  Soleil  tiré  des 
tables  ou  d’une  Éphéméride. 


12.. 


92  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

276.  Maintenant ,  exprimons  analytiquement  les  variations  en  as¬ 
cension  droite  et  en  déclinaison  des  étoiles,  dues  au  phénomène  de 
l’aberration. 

Le  rayon  de  la  sphère  céleste  sur  lacpuelle  on  projette  tous  les  astres 
pouvant  être  pris  arbitrairement,  supposons-le  égal  au  rayon  vecteur  r 
de  la  Terre.  Supposons  de  plus  que  ce  rayon  représente  la  vitesse  de  la 
lumière;  dans  ce  cas,  le  parallélogramme  d’aberration  s’étendra  né¬ 
cessairement  jusque  dans  la  région  de  l’étoile  que  l’on  considère ,  et 
l’extrémité  de  la  diagonale,  qui  y  est  située,  marquera  à  toute  époque 
de  l’année  le  lieu  apparent  de  cette  étoile.  Or,  cette  diagonale  ne  diffé¬ 
rant  de  la  distance  r  que  d’une  quantité  extrêmement  petite ,  on  pourra 
la  représenter  par  r-\-dr. 

Cela  posé,  rapportons  la  position  de  l’étoile  à  trois  axes  rectangles 
xyjr,z,  dont  le  plan  des  deux  premiers  soit  l’équateur  céleste;  prenons 
pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  ce  cercle  ou  celui  delà  Terre, 
et  considérons  l’axe  des  x  comme  la  ligne  des  équinoxes;  on  aura 
(art.  258) 

x—  rcosÆ.cosD,  y  =  rsinJR  cos  D,  z  =  /sinD;  (a) 

d’où 

tangA\=^,  x>-hy*  +  z2  =  r\  (b) 

On  passera  du  lieu  vrai  au  lieu  apparent  en  faisant  varier  tous  les 
éléments  du  lieu  vrai.  Ainsi ,  différentiant  les  équations  (b\  on  aura 

d/R  =  Xdy~ydX  cos3  AV,  rdr = xdx  -^jdj  +  zdz .  (c) 

Soit  ds  le  petit  arc  que  la  Terre  décrit  en  493% 2,  et  nommons  a,  jS,  y 
les  angles  que  cet  élément  fait  avec  les  axes  des  coordonnées;  on  aura 
évidemment,  en  transportant  ce  mouvement  dans  la  région  de  l’étoile 
ou  aux  confins  de  la  sphère  céleste, 

dx  dy  rs  dz  ,  „ 

*  = cos  “>  *  = cos  l3*  *  = cos  y-  ld) 

Multipliant  et  divisant  par  ds  le  second  membre  de  la  première  équa- 
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tion  différentielle  (c),  il  viendra 

ds 

djR  =  —  (cos  |3  —  cos  a  tang  A)  cos2  JR  ; 
enfin  éliminant  x,  l’aberration  en  ascension  droite  sera 


djR  = — -  (cos<3  cosd\  —  cosasinjR).  (1) 

r  cos  D  v  r  •  '  J 


La  troisième  équation  (à)  différentiée  ,  donne,  par  le  même  procédé, 

dzdr.  r  7vx 

5=*smD+*cosDdD> 


dD  = 


dz  dr  . 
d~dsimT> 


ds 

rcos 


b  (C0Sï-7>inD)‘ 


Mais  la  seconde  équation  différentielle  (c)  pouvant  s’écrire  ainsi 

^  xdf  y  dy  idz 

ds  r  ds  r  ds  rds  ’ 

on  a  ,  en  vertu  des  relations  [à] ,  (</) , 

dr 

•  ^  —  cosa  cos  JR  cos  D  -h  cos  /3  sin  JR  cos  D-f-cos  7  sin D  ; 

enfin ,  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  r/D ,  il  viendra,  pour  l’aber¬ 
ration  en  déclinaison  , 

=  —  cosy  cosD  —  y  sin  D  (cos  a  co§  JR  -h  cos  ]3  sinÆ,).  (a) 

277.  Les  formules (1)  et  (2)  renferment  les  angles  a,  j S,  7  qu’il  faut 
éliminer.  Pour  cet  effet,  soient  (Jîg.  8)  ^RC  l’équateur,  rTT'  l’écliptique, 
S  le  Soleil ,  T  la  Terre ,  T  le  point  équinoxial ,  TR  une  tangente  à  l’or¬ 
bite  terrestre,  ST'  une  parallèle  à  cette  tangente,  w  l’obliquité  T  Y  R  de 
1  écliptique,  enfin  X,  Y,  Z  trois  axes  passant  par  le  centre  S  du  Soleil , 
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et  respectivement  parallèles  aux  axes.r,^  ,  menés  par  le  centre  de  la 
Terre.  Le  triangle  sphérique  T  BT'  dans  lequel  TT'  -  „  RT'  -  fi 
TB  =  90»,  donne  -a,  Bl  _p  et 

cos  Ë  =  sin  cl  cos  w. 

Ml 

Le  triangle  sphérique  dont  les  sommets  sont  r,  T'  et  le  point  où  l’axe 
des  Z  rencontre  la  surface  de  la  sphère  céleste,  donne 


cos  y  =  sin  cl  sin  w. 

Ainsi ,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (1)  et  (2) ,  on  a 

dJK  =  (sin  a  cos  w  cos Æ  -  cos  a  sin  M),  (1') 

~  —  (cosacosÆ-sinD+sinacosw  sin  AlsinD — sinasinwcosD).  (a') 

Il  reste  encore  à  éliminer  l’angle  a,  qui  est  celui  que  la  tangente  à 
1  orbite  terrestre  fait  avec  Taxe  des  Pour  y  parvenir,  désignons  par 
9  1  anSle  9“e  la  tangente  dont  il  s  agit  fait  avec  la  ligne  des  apsides,  ou 
le  grand  axe  de  l’orbite  terrestre.  Dans  ce  cas  ,  l’on  aura  tang  9  —  dy 

Uni  ®  dx" * 

x  et  y  '  étant  les  coordonnées  héliocentriques  de  Terre ,  rapportées  aux 
axes  de  l’orbite  ;  et  comme  dans  cette  hypothèse 


Déplus,  à  cause  de 


x"  —  r  cos  (v  —  st),  y"  —  r  sin  (t>  —  w) , 

tang  9  =  —  ^rsin (p—  vj ) 4- rdv c°s ( v — CT) 

dx"  rfrcos(  p  ■ —  w  rdv  sin  (p  _  w  y 


r=  — 0(1  ^  -,  on  a  —  (l~^  dv  sin  (y~cy) 

[i-f-rcos(p—  w)]»  > 


-  e  cos  [v — 

donc ,  réductions  faites , 


tang  S  =  - +  <”»(— 0 

—  sin  (v — ex)  ’ 

Soit  à  l’angle  que  la  normale  à  la  Terre  fait 


avec  son  rayon  vecteur  ; 


on  aura 

visiblement 
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de  là 

a  =  9  -4-  ct, 

et  <^  =  -h  90  —  u.  —  v  —  CT  +  90  — 

tang  = 

tang  (p  —  ct)  tang  0  +  1  c.  sin  (p  —  0) 

par  suite 

tang  9  —  tang  (c  —  ci)  1  -h  e  cos  (v  —  ci)  ’ 

puis 

à  =  e  sin 

(m  —  ct )  —  -i.  e 2  sin  a  (i>  —  ct)  H-  .  . .  ; 

a  =  90  -4-  v  —  e  sin  {y  —  ct). 


On  remarquera  que  v  est  la  longitude  héliocentrique  de  la  Terre , 
et  ct  celle  du  périhélie.  Soient  O  la  longitude  du  Soleil ,  et  n  celle  du 
périgée  ;  dans  ce  cas 

*>=  O  -+-  iBo°,  n  =  n  +  i8o°  (art.  7); 
ou  ,  ajoutant  i  8o°  dans  chaque  membre ,  on  a 


par  suite 


O  —  1 8o°  4-  V ,  Il  =  1 8o°  -4-  ct  ; 

a  =  O  —  90°  —  e  sin  (  O  —  Il  ) , 


et  par  conséquent 

sin  cl  =  —  cos  O  —  e  sin  O  sin  (  O  —  IT  ) , 
cosa=  sin  0  — ecos  O  sin  (  ©  —  IT). 

De  là  les  formules  (1'),  (a')  se  changeront  en  celles-ci  : 

aber.  en  —  20", 253  (  cos  &> cos  .Tl  cosQ  -4- sin Al  sinO 

cos  D  (  cos  01  cos  Al  cos  IT-he  sin  JK  sin  11 

ahor  or,  r*  //  ro  •  ( —cos  m  sin  AI  cos  ©  H- cos  Al  sin©  ) 

aner.  en  D=  — 20",a53  sinD  J  .  „  _  *  Tr  ! 

(  — e  cos  w  sin  Al  cos  II  4-  e  .cos  A\  sin  1 1  } 
—  ao",a53  cos  D  (sin  w  cosQ-4-esin  w  cos  IT).  (a,) 


•  W . 


^ 11  la  petitesse  de  l’excentricité  de  l’orbitre  terrestre,  les  astronomes 
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sont  dans  l’usage  de  négliger  les  termes  qui  dépendent  de  cette  excen¬ 
tricité;  mais  il  est  facile  d’en  tenir  compte  si  l’on  veut  (*). 

Ces  deux  formules  ont  été  données  par  Delambre ,  qui  les  a  démon¬ 
trées  d’une  tout  autre  manière  et  mises  ep  tables  à  l’aide  du  procédé 
indiqué  à  l’art.  272.  (  Voyez  la  Connaissance  des  Temps  pour  1810). 
En  négligeant  les  termes  en  e ,  puis  mettant  pour  l’obliquité  w  la  valeur 
qu’elle  avait  en  1840,  on  aura 

aber.  en  JK=  —  (i8",58ocosÆ.cosO  +  20", 253  sinAsin©)  sécD,  (i") 
aber.  en  D=  — [2o",253cosÆ.sin  ©  —  i8",58osinÆ.  cos©]  sinD 
—  8", 064  cos0cos  D. 

Enfin,  celles-ci  étant  disposées  pour  former  des  tables  générales,  se 
changent  en  les  suivantes  : 

aber.  en  - 19^4»  (»-©)-o*,84 cos (*+©) 

cos  D  ’ 

aber.  en  D  =[19", 42  sin  (JR—  ©)  —  o",84  sin  (A-h©)]  sin  D 

—  8", 06  cos  O  cos  D. 

Lorsque  la  déclinaison  D  est  australe,  011  la  prend  négativement  ; 
alors  sin  D  est  négatif  et  cos  D  positif;  ou  bien  si  l’on  veut,  à  l’exemple 
des  astronomes,  considérer  la  déclinaison  australe  comme  positive,  il 
faut  changer  simplement  le  signe  du  second  terme  de  l’aberration  en 
déclinaison ,  c’est-à-dire  écrire  8% 06  cos  O  cos  D. 

Le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  donne  lieu  aussi  à  une  aber- 
ration  diurne,  mais  qu’on  néglige  à  cause  de  son  extrême  petitesse 
(Abrégé  d' Astronomie  de  Delambre,  page  5o2). 


(*)  Par  exemple  dans  les  calculs  où  il  est  nécessaire ,  pour  une  plus  grande  exacti¬ 
tude,  d’avoir  egard  à  la  variation  qu’éprouve  l’aberration  du  Soleil,  la  formule  (i,) 
répond  à  ce  cas  en  y  faisant  «  =  o  et  changeant  lenQ,  puisqu’il  vient  alors 

aber.  en  longit.  =  —  2o",253(i  cos(0 -n)  =  _  2o",253  -  o",34  cos(0 -n)  : 

telle  est  celle  par  laquelle  on  a  calculé  l’aberration  du  Soleil  insérée  à  la  page  36  de  la 
Connaissance  des  Temps. 
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Nota.  Un  Mémoire  que  j’ai  lu  à  l’Académie  des  Sciences  le  1 1  juillet 
1 .  ’  et  est  inséré  dans  le  tome  X  du  Journal  de  l’École  Polytech - 

i enferme  une  autre  solution  analytique  et  générale  du  problème 
a  erration  ,  de  laquelle  on  déduit ,  comme  cas  particulier,  des  for- 
mU  eS  aberration  en  longitude  et  en  latitude  pour  les  planètes  et  les 
conietes ,  qui  sont  beaucoup  plus  simples  que  celles  données  par  De- 
Limbre  (. Astronom. ,  tome  III,  p.  122);  et  dans  le  volume  de  la  Conn. 
des  Temps  pour  1818,  j’ai  réduit  en  Tables  celles  relatives  aux  neuf 
p  anetes  :  ce  phénomène  de  l’aberration  de  la  lumière,  dont  Bradley 
ecouvnt  la  cause  en  1727,  est  une  preuve  sensible  du  mouvement  de 
a  erre  autour  du  Soleil  et  vient  à  l’appui  du  système  de  Copernic. 

Formation  des  tables  particulières  d'aberration  et  de  nutation. 

^78.  Malgré  l’utilité  des  tables  générales  d’aberration  et  de  nuta¬ 
tion,  plusieurs  astronomes  ont  formé  des  tables  particulières  pour  un 
très-grand  nombre  d’étoiles,  afin  de  pouvoir  évaluer  les  effets  de  ce 
genre  avec  plus  de  promptitude  et  non  moins  de  précision  ;  mais  toutes 
ces  tables  n’ont  qu’une  durée  limitée,  puisqu’elles  sont  fondées  sur  des 
éléments  essentiellement  variables.  Delambre,  dans  son  Astronomie, 
tome  III,  a  fait  connaître  les  principes  d’après  lesquels  La  Caille,  e't 
plus  récemment  M.  Gauss  ont  construit  leurs  tables  particulières.  Ca- 
gnoh,  de  son  côté,  a  publié,  en  1804 ,  un  Recueil  de  cette  espèce  pour 
5o°  étoiles.  On  trouve  aussi  dans  la  Connaiss.  des  Temps  pour  1812 
des  tables  de  précession ,  d’aberration  et  de  nutation ,  calculées  par 
Burckhardt  et  adaptées  aux  36  étoiles  dont  les  astronomes  se  servent  le 
p  us  souvent.  Enfin,  dans  la  meme  année  1812  ,  le  baron  de  Zach  a  fait 
paraître  de  nouvelles  tables  d’aberration  et  de  nutation  pour  1400 
étoiles.  Au  moyen  de  celles-ci,  fondées  sur  une  méthode  analogue  à 
ce  le  de  Clairaut  et  d’autres  géomètres ,  on  évalue  les  effets  de  ces 
mouvements  apparents  d’une  manière  plus  expéditive  que  par  les  tables 
generales  Cette  méthode,  expliquée  très-longuement  par  Lalande,  au 
XVIIe  livre  de  son  Astronomie ,  peut,  ce  me  semble,  être  présentée  avec 
plus  de  concision ,  ainsi  qu’il  suit  : 

On  remarquera  d’abord  que  les  formules  d’aberration  et  de  nutation 
11  i3 
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A  sin  O  4-  B  cos  O  ,  ou  A  sin  Q  4-  B  cos  Q  , 

«• 

on  peut  supposer 

A  sin  O  4-  Beos  O  =  M  sin  (04-  0); 

expression  dans  laquelle  M  et  0  sont  deux  indéterminées.  Alors ,  en  dé¬ 
veloppant  et  égalant  terme  à  terme  ceux  qui  se  correspondent  dans 
1  un  et  1  autre  membre,  il  vient 


de  là 


et  par  suite 


A=Mcos0,  B  =  M  sin  0  ; 
M  =  c4ê>  ‘ang<?=« 


dfà  ~  — -^sin  (OH-  0). 

cos  0  v  ' 


Par  exemple ,  à  cause  de 

aber.  en  — 2o',a53  sin  yRsécD  sin  O  —  i8",58o  cos  AR  séc  Dcos© , 
on  a 

M=_îo^3s.nJl  _>8,58o 

cos  0 


et  enfin,  en  secondes  de  degré, 


aber.  en  /R  sin  .rtf  séc  D  sin  (0+  0+i8o°), 

lorsqu’on  ajoute  six  signes  ou  ,80°  à  l’angle  $  pour  rendre  le  coeffi- 
dent  M  positif. 

On  voit  par  là  que  le  facteur  —  représente  la  plus 

grande  aberration  en  ascension  droite,  et  que  pour  avoir  l’aberration 
actuelle,  il  faut,  à  l’argument  des  tables,  savoir,  6J-)-0,  ajouter  le 
lieu  du  Soleil  pour  le  jour  proposé,  puis  multiplier  par  le  sinus  de  ce 
nouvel  argument  la  plus  grande  aberration. 
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Décomposant  de  même  en  deux  facteurs  la  formule  d’aberration 
déclinaison,  il  viendra 
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en 


dD=  —  2o",253  cos  Æl  sin  O  sin  D 

'  1 8" ,  58o  sin  jr  sin  D  —  8" ,  06  cos  D)  cot  ©  ] 
20" ,  253  cos  iR  sin  D 


[-1 


ihi8",58osinÆi  sin  D —  8",o6cosD  ^  ùt 
dt  2o",253  cos  xl  sin  D  =tang&  i 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  pour  les  déclinaisons  boréales,  et  le  signe 
inférieur  pour  les  déclinaisons  australes,  d’après  la  remarque  de 
l’art.  268. 

Alors  on  aura 


dD=  —  2o",253  cos /R  sin  ©  sin  D  [i  —  tang  0'  cot  ©] 
_  20", 253  cos 2R sin  D 


cos  0' 

20" ,  a53  cos  ai  sin  D 
cos  0  ' 


(sin  ©  —d') 

sin  ( i8o° —  ô'-f- ©)  ; 


.  20" ,  253  cos  iR  sin  D  ,  .  ,  .  .  ,  . 

mais - -  est  évidemment  la  plus  grande  aberration  en  dé¬ 

clinaison.  Si  donc  à  l’argument  6J — d',  pris  dans  les  Tables  de  de  Zach 
ou  dans  les  nôtres,  on  ajoute  la  longitude  du  Soleil  pour  le  jour  proposé , 
et  qu’on  multiplie  par  le  sinus  de  ce  nouvel  argument  la  plus  grande 
aberration ,  le  produit  sera  l’aberration  actuelle  en  déclinaison  :  la 
règle  est  donc  la  même  dans  les  deux  cas.  Il  n’y  aura  aucun  doute  sur 
le  signe  du  résultat ,  en  ayant  soin  d’affecter  le  sinus  de  l’argument  du 
signe  positif  ou  du  signe  négatif ,  selon  que  cet  argument  sera  plus  petit 
ou  plus  grand  que  deux  angles  droits. 


279.  Les  deux  formules  de  nutation  sont  susceptibles  du  même  mode 
de  transformation;  en  effet,  la  formule  de  nutation  en  ascension 
droite  peut  s’écrire  ainsi  : 


d/R'=  —  q",4  cosyR  tang  D  cos  & 

x  |~t  |  (16" ,127-4- 6",999  sin  m  tang  D)  tang  fl 


9"  ,4 cos  ^  tang  d 


i3.. 


IOO 
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»6" ,  127  ±  6", 999  sin  JR  tangD  _ 

±9" ,  4  cos iR  tang  D  ~  CO*  ? 1 

«* 

et  prenant  le  signe  supérieur  si  la  déclinaison  est  boréale,  le  signe  in¬ 
férieur  dans  le  cas  contraire,  il  vient,  en  secondes  de  degré, 

ciJK'  =  hé  9", 4  cos  ^  tang  D  cos  Q  [1  +  cot<p  tang  Q  ] , 
q",4  cos  iR  tang  D  , 

==pa--rinf'  Sin(9+Q); 
de  là,,  pour  une  étoile  boréale, 

^,=  2M™^sin(6^+Q) 


et  pour  une  étoile  australe 

dftj  =  9/7»4  ««s  Æ  tangD 


sin  (ÿH-Q). 


Ainsi,  en  multipliant  la  plus  grande  nutation  en  ascension  droite 
9",  4  cos  Jt  tang  D  111,  , 

- sin  y  —  Par  e  smus  “e  *  argument  des  tables  (6J-h<p),  ou  <p 

augmenté  de  la  longitude  du  nœud  de  la  Lune  pour  le  jour  donné,  le 
produit  sera  la  nutation  cherchée. 

La  formule  de  nutation  en  déclinaison  est 

dT>'=±  9", 4  sin  Æcos  Q  +  6", 999  cos  ÆV  sin  $  ; 

on  prend  les  signes  supérieurs  pour  les  déclinaisons  boréales  et  les 
signes  inférieurs  pour  les  déclinaisons  australes  (art.  268).  En  décom¬ 
posant  cette  formule  en  deux  facteurs ,  on  a 


dD  ±:  9", 4  sin  tR  ( 


n  r.  ^,»999  cos  ~l 

Q  L'-VS-nr  ,ans«J- 


9", 4  tangm  __  ^ 

'6"7999  =tanS?> 


dT>'=±L  9", 4  sin  Æ  cos  &  [1—  cotp'  tang  Q] 

.  9", 4  sin  *  •  /  /  r\\  q" , 4  sin  iR  .  ,  _ 

=  — 7—  sin  (©'  —  Q  — . —  sin  (  Q  —  «' )• 

Sin  <p'  VT  00  /  -r-  sin  >  \  06  Y  ), 
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ainsi  pour  les  étoiles  boréales  et  australes ,  mais  en  prenant  D  positive¬ 
ment  dans  le  ier  cas,  et  négativement  dans  le  2e  cas, 


dD'= 


9",  4  sin  Æi 
sin  <p  ' 


sin  (6J—  y#+Q); 


ou  pour  les  étoiles  australes,  et  en  supposant  toujours  la  déclinaison 
positive , 

dD'  =  -\-  9  >4  ^  sjn  Q). 

sin  cp  '  v  7 

l^a  règle  d  après  laquelle  on  détermine  la  nutation  en  déclinaison  est 
donc  absolument  la  même  que  la  précédente;  c’est  d’après  elle  que 
nous  avons  calculé  des  Tables  particulières  pour  a ,  /3  et  e?  de  la  petite 
Ourse,  etc.  ( Voyez  tab.  XIV.) 

Quelle  que  soit  l’étoile  pour  laquelle  on  forme  une  table  particulière, 
il  faut  avoir  soin  d’en  rendre  les  arguments  positifs.  Or,  comme  dans  les 
formules  précédentes  les  angles  auxiliaires  9  ,  9'  sont  supposés  tels,  il 
laudrait  modifier  ces  formules  dans  le  cas  contraire.  Par  exemple ,  pour 
une  étoile  australe  ,  on  a  en  général 


diy  =  +  9%ls-in* 

sin  <p' 


sin  (ia!  —  ?'  +  Q); 


mais  si  1  angle  y',  dont  le  signe  dépend  de  tang  ,R  ,  était  négatif,  il 
viendrait 


jjy  _  —  9", 4  sin  a 
sin  (f' 


sin  (9'+ft); 


et  pour  rendre  le  facteur  -  positif  ,  il  faudrait,  en  supposant 

d  ailleurs  /R  plus  petit  que  deux  angles  droits,  écrire 


dD'  =  +9">4  sinÆ 


sin  <j> 


sin  ( 6S  - 


-fl), 


afin  que  l’argument  6S  -+-  9'  de  la  table  et  le  logarithme  du  facteur  dont 
d  s’agit  fussent  positifs. 
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Au  ier  janvier  i 


280.  Calculer,  d’après  la  méthode  précédente,  une  table  particulière 
c  a  jerration  et  de  nutation  pour  la  polaire,  à  commencer  de  i83o. 

AU  .“janvier  .830,  (  JR  =»’ d4»5î'45",  variai,  ann.  =  j3o",6 
posmon  moyenne.  {  D  =88.24-30,  variai,  ann.  =  ,9  ,4  ; 

tlble’  et  d  Une  man'ére  sl,ffisamment  exacte,  pour  former  une  pareille 

Au  1"  janvier  ,835.  )  Æ=l5°Il'58" 

\  D  =  88.22.30 

Au  Ier janvier  i8Ao.  j  ^  l5.3x.ii 
1  D  =  88.a5.45  ; 

ainsi  de  suite.  .  .  . 

Nous  exprimons  ici  les  ascensions  droites  en  arcs,  pour  la  facilité  du 
calcul;  mais  comme  le  plus  souvent  elles  sont  employées  en  heures 
minutes  et  secondes,  les  maxima  d’aberration  et  de  nutation  que  nous 
allons  determmer  seront,  relativement  à  cette  coordonnée,  exprimés 
en  secondes  de  temps,  en  divisant  par  1 5  les  valeurs  précédentes  de  dÆ 

Arguments  d’ aberration  en  AV. 

]  l8>58  *  rr. 

°^’  20^253  =  9’96a56 

cot  AV  =  0,57563  1800 

l.tang0=  0,53819  Q  —  73.5o'5o" 

c.log.  i5=  8,82391  argum.  253.5o.5o  =  8Ji3°5i' 
c .  cos  6  =  0,55565 
sin  AV  =  9,40956 
c.  cosD=  i,5548o 
log.  20,253  =  x, 30649 

log.  argum.  =  i,65o4i  argument . i,65o4j 

Le  calcul  est  le  même  pour  /S  de  la  petite  Ourse,  mais  on  n’ajoute 
pas  1800  a  1  angle  Q.  J 


LIVRE  QUATRIÈME.  io3 

Arguments  d aberration  en  D. 

log.  const.  =  9,96256  Jog.  =  9,59985 

log.  tang  JB».  =  9,4^437  c.cos  Æ.  =  o, 01481 

log.  Ier  terme  =s=  9,38693  cot  D  =  8,4454o 

log.  2e  terme  =  8,06006  — 

ier  terme  -h  0,24373 
2e  terme  —  0,01148 

tangô'=  0,23225  log.  =9,36596  1800 

ô'=  iî^^o" 


c.cos  Q'  =  o,oii4i  argum.  i93.4.3o=5'i6°5' 

cos  Æ.  =  9,98519 
sin  D  =  9,99983 
log.  const  =  1, 3o649 

log.  argum.  =  1,30292  argument . 1,30292 


Pour  /3  de  la  petite  Ourse,  le  premier  et  le  deuxième  terme  ci-dessus 
sont  positifs;  et  l’on  prend  le  supplément  à  36o°  de  l’angle  0\  pour 
former  l’argument  de  la  table. 

Arguments  de  nutation  en  ,R. 

log‘  “574*  =  S*8?1?0  l°g-  ^4  y  —  0,23442 

tang  yR  =  9,42437  c.cos  JR  =  o, 01481 

1.  ier  terme  =  9,29627  cot  D  =  8,4454o 

1 .  2e  terme  =  8,6q463 

ier  terme  0,19782 
2e  terme  o,o495o 

cot  <p  0,24732  1 .  cot  9=9,39326  1800 


c.log  15=8,82391  <3?=  76.6'3o" 

c.  sin  ^>=0,01229  argum .  256.6. 3o  =  8'  i6°7 ' 


cos  ^.=9,98519 
tang  D=  i,5546o 
log.  6", 4=o, 9731 3 

l°g.  argum.  =  1,34912  argument  . . 1,34912 
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Pour  /3  de  la  petite  Ourse,  le  second  terme  ci-dessus  est  négatif,  mais 
on  n’ajoute  pas  1 8o°  à  l’angle  <p ,  comme  dans  cet  exemple. 

Arguments  de  nutation  en  D. 

log.  const.=  0.12810 
tang  &.=  9,4^437 
l.tangç/=  9,55^47 

c.sin  o,4736o 

sin  —  46o6,56 
l.const=  0,9731 3 

log.argum.=  0,85629 

Pour  J9  de  la  petite  Ourse,  on  prend  le  supplément  à  3Ço°  de  l’angle  <p': 
c’est  ainsi  qu’ont  été  trouvés  les  nombres  de  la  table  XIV. 

Les  arguments  de  la  nutation  solaire  en  ascension  droite  et  en  dé¬ 
clinaison  dépendants  du  double  de  la  longitude  du  Soleil  se  détermi¬ 
neraient  par  un  calcul  tout  semblable  ;  ils  sont  d  ailleurs  renfermés 
dans  cette  table  particulière. 

Calculs  des  positions  apparentes  des  étoiles,  et  de  leurs  passages  au 
méridien  en  temps  sidéral  et  en  temps  moyen. 

Ü81.  Ier  exemple.  Déterminer  la  position  apparente  de  a  de  l’Aigle 
pour  le  ier  juillet  1812. 

Dans  la  Connaissance  des  Temps  de  1 833  ,  page  1 1 4  ?  M.  Largeteau 
a  publié,  à  l’exemple  de  Burckhardt,  de  nouvelles  tables  d’aberration 
et  de  nutation  pour  36  étoiles  principales  :  elles  ont  l’avantage  de  don¬ 
ner  presqu’à  vue  les  quantités  que  l’on  cherche  ;  elles  sont  en  outre 
calculées  avec  une  extrême  précision  et  renferment  la  nutation  solaire. 
En  voici  l’usage  : 

Au  Ier  juillet  1812,  on  avait,  par  hypothèse,  au  moment  de  l’ob¬ 
servation,  _r  „ 

longit.  du  Soleil  O  =  3J9023', 

longit.  moyenne  du  nœud  de  la  Lune  Q,  =  5.i.3i  ; 


1 8o° 

<p'=  —  i9.38'io" 
argument...  i6o.2i.5o==5*io°22' 


argument . 0,85629 
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d  apres  cela,  on  a,  en  faisant  usage  des  Tables  de  M.  Largeteau 
[Conn.  des  Temps  de  1 833,  page  n4), 

R  m°y-  en  i8o5...  lÿ'^iS’g,  Dmoy.  en  i8o5...  8°ai'5o''3  R 

'ariat.  pour  7  ans..  20, 5,  variât,  pour  7  ans.  1.  3,8 

moy.  au  ierjan-  D  moy.  au  ier  jan¬ 
vier  1812.  .  .  .  =igb4im36s4o  vier  1812  .  .  .  =8°22'54'  i- 

/Variation  .  .  1 ,4^  /Variation  .  .  29,5 

Page  '  Aberration  .  6,32  Page)  Aberration  .  26,5 

H1  i  Nutation  .  .  4>$4  14I*j  Nutation.  .  .  16,0 

\  Constante  .  .  10,00  (constante.  .  —  1.  0,0 

A  apparente  =i9b4im38872  D  apparente  =  8°23'  6"i 

Les  constantes  en  ascension  droite  et  en  déclinaison  ont  été  introduites 
pour  rendre  toujours  positives  les  trois  petites  équations. 

Notez  bien  que  la  variation  a  pour  argument  le  jour  du  mois  ;  l’a¬ 
berration,  la  longitude  O  du  Soleil  ;  lanutation,  le  nœud  Q  delà  Lune. 

II  exemple.  Calculons  maintenant  la  position  apparente  de  Sirius 
pour  le  i3  mai  i83i  ,  sachant,  i°  que  sa  position  moyenne  au  ier  jan¬ 
vier  i83o  était 

6h37m39%27;  variât.  ann.-+-2",648  ; 

D  =  i6°29/i8",74(austr.)  ;  variât.  ann.H-4,4|8; 

2  que  le  i3  mai  1 83 1  l’on  avait,  selon  la  Conti.  des  Temps , 

longit.  O  =iJ2i056' 
longit.  du  nœud  Q  =4*26.41. 

Par  notre  table  XIV  particulière,  on  a 

Aberr.  en  jR  (en  temps).  Aberr.  en  D. 

table  &ai°i5'  maximum..  0,14775  table  2J25°48'  maximum..  i,n3o3 
0=1.21.56.  0  =  1.21.56. 

arg*  7-i3.ii.  log. sin.arg.=9,83527 —  arg.  4* 1 7 *44-  log.sin.arg. =9,82774-+- 
—  o",g6  9,98302 —  -+-  8", 72  0,94077+ 

Si  l’on  voulait  en  secondes  de  degré  l’aberration  en  ÆV ,  il  faudrait 
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ajouter  au  log.  constant  de  la  table  celui  de  i5  ou  1,1 7609. 

Nutat.  en  B  (en  temps).  Nutat  en  D. 

table  6-*  i°5i'  maximum..  0,07280  table  8J22°53'  mliximum..  0,07044 

^=4.26.41  Q—  4.26.41. 

arg.  io.28.33.  log.  sin.arg.^9,71747-1-  arg.  1.19.34-  log.  sin.  arg. =9,881484- 


— o",49  9^69027 —  +7/>ïl  0,861924- 

Nulat.  sol.  en  B  (en  temps).  Nutat.  sol.  en  D. 

table  6-fi4°52' .  8,82629  table  &f2i°i5' . 9,71962 

2  0=3.i3.52.  2  0=3.i3.52. 

arg.  9.28.44-  log. sin.  arg.— 9,94293 —  -arg.  o.  5.  7.  log. sin. arg.  8,960294- 
—  o",o6  8,76822 —  4- o",o5  8,669814- 

RÉCAPITULATION. 

au  ier  janv.  i83o  B  =  6h37m39*,27  . D  =  i6°29'i8",74  (austr.) 

préces.  pour  ian,36  4-  3,5g  préces.  4-  6  ,oo 

aberr.  —  o  ,96  aberr.  4-  8 ,72 

nut.  lun.  —  o  ,49  nut.  lun.  4-  7,11 

nut.  sol.  —  o  ,06  nut.  sol.  4-  o  ,o5 

asc.  dr.  appar.  b'  =  6h37m4I*,35  déclin,  appar.  D'  =  i6°29'4o",62 
au  i3  mai  i83i. 


Par  la  table  déjà  citée  de  M.  Eargeteau  ( Conn .  des  Temps  de  1 833, 
p.  125),  on  a 

au  ier  janv.  i83i  b  =  6h37*4I*>92 . D  =  i6°29'23",2  (austr.) 

au  1 3  mai ,  variât.  o  ,96  variât.  26  ,6 

aberr.  3  ,98  aberr.  33,7 

nut.  lun.  sol.  4  >49  nut.  lun.  sol.  17,2 

constante.  —  10  ,00  constante.  — i'  o  ,0 

asc.  dr.  appar.  b'  =  6h37m4is,35  déclin,  appar.  D'  =  i6°2g'4o",7 

Dans  ce  calcul  comme  dans  le  précédent,  les  déclinaisons  des  étoiles 
sont  toujours  prises  positivement. 

Pour  changer  une  position  apparente  en  position  moyenne,  il  faut 
évidemment  prendre  l’aberration  et  la  nutation  avec  des  signes  con¬ 
traires  à  ceux  qu’indiquent  les  tables. 


r 
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L’ascension  droite  apparente  6h37m4is,35  exprime  en  temps  sidéral 
(art.  1 1)  l’heure  du  passage  de  l’étoile  au  méridien  supérieur  :  en  y  ajou¬ 
tant  iah  on  a  l’heure  du  passage  suivant  au  méridien  inférieur .  Ainsi  à 
1  un  comme  à  l’autre  passage,  il  est,  à  la  pendule  sidérale,  supposée 
bien  réglée,  6h37m4i%35  ;  meme  remarque  pour  tout  autre  astre. 

IIIe  exemple.  Le  temps  moyen  du  passage  des  étoiles  à  un  méridien 
quelconque  se  calcule  rapidement ,  en  se  servant  du  livre  actuel  de  la 
Connaissance  des  Temps,  qui  donne  leurs  positions  apparentes.  Cher¬ 
chons,  par  exemple,  pour  le  i5  juillet  i84^,  l’heure  moyenne  à  la¬ 
quelle  Antarès  était  au  méridien  de  Greenwich  dont  la  longitude  ouest 
en  temps  est  de  9raaas. 

Ascens.  dr.  apparente  d’Antarès=  i6b  i9m47%92  (P*  J45  du  livre  cité). 
Temps  sid.  à  midi  moy.  à 

Paris .  7h3im4is,oo 

cor.  due  à  la  dif.  des 

mérid.  (table  V.) .  .  -h  1 ,54 

heure  appr.  à  Londres .  8.48.  5  ,38 

réduct.  au  temps  moy.  (tab.  IV.).  —  1 .  a6  ,5a 

heure  moy.  du  passage  à  l’obser¬ 
vatoire  de  Greenwich .  8.46.  38  ,86 

Comme  l’instant  du  passage  de  la  Lune  au  méridien  n'est  annoncé 
qu  a  une  minute  près  dans  la  Connaissance  des  Temps ,  et  qu’on  pour¬ 
rait  avoir  besoin  de  le  connaître  avec  plus  de  précision  ,  on  chercherait 
pour  cette  époque  l’ascension  droite  lunaire  ou  le  temps  sidéral ,  que 
l’on  convertirait  ensuite  en  temps  moyen.  Quant  à  l’heure  approchée 
de  ce  passage  supposée  inconnue,  il  est  facile  de  voir  ,  en  la  désignant 
par  t ,  qu’elle  est  donnée  parla  formule  suivante,  dans  laquelle  les  mou¬ 
vements  en  ascension  droite  de  la  Lune  (C  et  du  Soleil  O  sont  censés 
uniformes,  savoir: 

I  2“  -{—  S —  / 

les  ascensions  droites  des  deux  astres  étant  prises  pour  midi  moyen, 
et  s ,  /  étant  respectivement  le  mouvement  semi-diurne  du  Soleil  et  de 
la  Lune. 


—  7.31 . 4a  >54 
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Par  exemple,  selon  la  Connaissance  des  Temps  pour  i84o,  le  pas¬ 
sage  de  la  Lune  eut  lieu  le  25  juin  à  7h47m  du  matin,  ou  Je  24  à 
i9h47m  temps  astronomique.  Mais  au  moyen  de  la  formule  ci-dessus 
l’on  trouve  t  =  i9h45m  à  fort  peu  près.  En  effet,  ’ 

le  24  à  midi  JR  <£  =  i9°o'56",i  =  ihi6m  3%73 


D’ailleurs 


idem  —  Æ.  O  moyen 

die  -  ^o 


24 

6.10.47,44 
19.  5.16,29 
19,088 


de  là 
et 


variation  semi-diurne  de  C  ou  l  =  i6m2g%66 

idem  du  O  ou  s  =  2.4  *66 

s  —  l  =  —  24.25  ,00 

iah-b  s  -  1=  nh35m35s  =  ii\593 


t 


igfa,o88  X 
1 1  h  ?  5g3 


=  I9h,758  =  I9h45m,48. 


Si  Ion  suppose  seulement  t  =  i9h45m  et  qu’on  cherche  l’asc,  dr. 
de  la  Lune  pour  7h45m  du  matin  le  25  juin,  en  partant  de  l’asc,  dr. 
donnée  à  minuit  le  24 ,  savoir /R  (C  =  25°38'2  1",  1 ,  et  en  tenant  compte 
des  différences  secondes,  on  trouvera,  par  la  formule  de  l’art.  240  ,  et  à 
cause  de 

différence  ire  A,  =  6°54'io",5, 
différence  2e  A2  =  o.i7.35,i; 


on  trouvera,  disons-nous, 


&C  (à  1 9h4 5m ) . . . 3o°3,49'/ y  1 3  =  2homi5s,33. 

Tel  est  à  très-peu  de  chose  près  le  temps  sidéral  du  passage  au  mé- 
ridien  de  Paris  r  ainsi  1  on  a,  par  une  seconde  approximation, 

temps  sidéral  2h  omi5s,33 

4-  a4 

le  24  juin  a  midi  JR  O  moy.  —  6.10.4-7  ,44 

ï9. 49. 27, 89 
correct,  (table IV)  —  3.i4,87 

temps  moyen  très-appr.  19.46.  i3,02 
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C’était  donc  plus  exactement  à  cette  heure  que  devait  être  calculée 
l’ascension  droite  de  la  Lune  ;  mais  sans  refaire  en  entier  ce  calcul ,  on 
peut  se  servir  du  mouvement  horaire  qui ,  à  l’époque  de  minuit  le  24 
juin,  était  de  o°34'3o",89,  et  le  supposer  uniforme  pendant  imi3s,o, 
temps  pendant  lequel  l’Æ.  C  s’accroît  de  2% 8.  On  aura  donc  en  dé¬ 
finitive 

temps  sidéral  du  passage  2 b  omi8s,i3 

—  iR  O  moy.  à  midi  —  6.10.47  >44 
19.49.30,69 
correct,  (table  IV)  —  3. 14*87 
Temps  moyen  réel  du  passage  19.4b*  1^,82 

Il  est  tout  à  fait  inutile  de  pousser  plus  loin  l’approximation,  puis- 
qu’en  2,8  secondes  de  temps  le  mouvement  lunaire  est  insensible. 

282.  Si  l’on  voulait  évaluer  les  aberrations  en  longitude  et  en  latitude 
des  étoiles,  elles  se  déduiraient  tout  d’abord  des  formules  (i,),  (ay)  de 
l’art.  277,  en  y  faisant  w  =  o.  En  effet,  par  suite  de  la  coïncidence 
des  plans  de  l’équateur  et  de  l’écliptique ,  l’ascension  droite  /R  se 
change  en  longitude  L,  et  la  déclinaison  D  en  latitude  X;  ainsi  l’on  a 

aberr.  en  longit.  =—  2<^Q’sy~  cos  (Q  — b) , 
aberr.  en  latit.  = —  20", 253  sin  X  sin  (O  — L). 
Maintenant ,  si  l’on  suppose  que 

X  __  22^53, 0_Ly  Y=  — 2o",î53  sin  X  sin(0-L), 

'  COS  A  v  ' 

il  viendra,  à  cause  de  cosa  (O  — L)  H-  sin2  (O  — L)  =  i , 

Xa  -h  Y2  sin2  X  =  (20", 253  sin  X)a. 

Telle  est  l’équation  de  l’ellipse  d’aberration  ou  de  l’orbite  appa¬ 
rente  de  l’étoile,  rapportée  à  ses  axes  rectangles.  Il  est  évident  que 
cette  ellipse  a  pour  demi-axes  20", 253  et  20", 25 3  sinX,  et  pour  centre  le 
lieu  vrai  de  l’astre  ;  il  ne  l’est  pas  moins  que  le  demi  grand  axe  20  ,253 
est  parallèle  à  l’écliptique ,  et  le  demi  petit  axe  tangent  au  cercle  de 
latitude. 


iio 
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LIVRE  CINQUIÈME. 

OBSERVATIONS  ASTRONOMIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 


NOTIONS  ABRÉGÉES  SUR  LES  EFFETS  DES  LUNETTES  ASTRONOMIQUES. 


283.  Afin  de  réunir  dans  cet  ouvrage  tout  ce  qu’il  importe  de  con¬ 
naître  en  Géodésie,  nous  allons  donner  une  idée  des  principaux  phéno¬ 
mènes  de  Dioptrique. 

Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  à  l’art.  113,  que  les  lunettes  adaptées 
aux  cercles  répétiteurs  portent  chacune  à  leurs  extrémités  deux  len¬ 
tilles,  et  que  l’image  d’un  objet  éloigné  est  transmise  avec  beaucoup 
de  netteté  à  leur  foyer  ou  centre  commun  de  sphéricité  ;  mais  cette  pro¬ 
priété  exige ,  pour  être  bien  comprise ,  quelques  explications. 

Soient  LL' (Jig.  9)  l’objectif  supposé  bi-convexe  ;  A  un  point  lumineux 
tres-éloigné  de  ce  verre  et  situé  dans  Taxe  des  deux  surfaces  LPIV,  LP'I/. 
Parmi  tous  les  rayons  émanés  de  ce  point  et  qui  viennent  couvrir  la 
surface  de  l’objectif,  il  en  est  un  perpendiculaire  à  cette  surface ,  qui 
ne  subit  aucune  réfraction  (art.  17);  c’est  le  rayon  principal  ACO. 

De  même  parmi  tous  les  rayons  émanés  du  point  lumineux  B  situé 
hors  de  Taxe  ACO,  et  qui  tombent  sur  l’objectif,  il  en  est  un  BG£ 
principal,  lequel,  après  avoir  éprouvé  une  réfraction  en  entrant  dans 
le  verre,  passe  par  le  centre  G  de  l’objectif,  arrive  à  la  seconde 
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surface  LP'L'  où  il  éprouve  une  seconde  réfraction,  et  continue  sa 
route  parallèlement  à  sa  direction  primitive,  puisque  les  deux  surfaces 
LPL',  LP'L'  sont  égales.  En  faisant  abstraction  de  l’épaisseur  de  la 
lentille,  qui  est  toujours  très-petite,  ce  rayon  principal  sera  représenté 
par  la  droite  BG b,  et  censé  n’éprouver  aucune  réfraction. 

284.  Considérons  maintenant  un  rayon  AE  (Jig.  io)  rencontrant 
obliquement  la  surface  convexe  LPL';  ce  rayon  changera  de  direction 
en  entrant  dans  le  verre ,  et  c’est  un  fait  constaté  par  1  expérience ,  qu  il 
se  rapprochera  de  la  perpendiculaire  CE  à  cette  surface  ,  parce  que  la 
densité  du  verre  est  plus  grande  que  celle  de  l’air  ;  en  sorte  que  le  si¬ 
nus  de  l’angle  d’incidence  CEA  =  Q  sera  au  sinus  de  1  angle  réfracté 
CEE'  =  <p  dans  le  rapport  constant  de  m'.n. 

Le  rayon  lumineux  EE',  après  avoir  traversé  la  lentille  en  ligne 
droite,  éprouvera  une  seconde  inflexion  au  point  E  ,en  sortant  du  verre 
pour  rentrer  dans  l’air;  mais  il  s’écartera  de  la  perpendiculaire  C  E  à 
la  seconde  surface  LE'L',  parce  qu’il  passera  dans  un  milieu  moins 
dense,  en  sorte  que  le  sinus  de  l’angle  d’incidence  C'E'E  ==  0'  sera  au 
sinus  de  l’angle  rompu  C'E'A'  =  <p  '  :  :  n  :  m. 

Celaposé,  soient  r=  EC  le  rayon  de  courbure  des  deux  surfaces  LPL', 
LP'L'  supposées  parfaitement  égales;  d la  distance  AE  très-grande  par 
rapport  à  r;  l’épaisseur  PP'  de  la  lentille  extrêmement  petite;  et  pro¬ 
longeons  EE'  jusqu’en  R  :  on  aura,  à  cause  de  l’angle  AEM  =  A -4-  C, 
de  l’angle  CEE'— C— R,  et  de  la  petitesse  de  ces  angles;  on  aura, 
disons-nous, 

„  m  sin  0  A  +  C 

au  point  E,  —  =  -r—-  =  p — R  ; 

r  n  sin  <p  C  —  R 

.  _  .  n  sin  0'  _  R— f-C' 

au  point  E,  -  =  ^  =  A^- 

De  là 

A  =  ™  (C— R)— C, 

A'=  —  (R-éC')— <?; 

puis  ajoutant  ,  on  a 

A  +A'=-(C+C')-C-C'. 

n  v 
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Mais,  par  hypothèse,  C  diffère  extrêmement  peu  de  G';  partant, 


A+A'  =  2c(^). 


* 


D’un  autre  côté,  les  triangles  rectilignes  AEC  ,  A'E'C'  donnent,  en 
désignant  par  d' la  droite  E'A', 


d’on 


Égalant  ces  deux  valeurs  de  A  -h  A',  on  a  enfin 


C’est  un  résultat  de  l’expérience  que,  dans  le  passage  de  l’air  dans 
le  verre,  on  a  -  =  —  :  mettant  donc  cette  valeur  dans  celle  de</',  il 
vient 


ou  à  fort  peu  près 

(i)  d'  =  -~-r  =  r[i 


Faisons  10000>  c  est-à-dire  supposons  que  l’objet  observé  soit  à 
une  distance  égale  à  10  mille  fois  la  longueur  de  la  lunette;  on  aura 


d’  =  r  - — 


ioooo  (ioooo)’  **’ 


si  de  plus  r  =  im,  il  viendra 


d’  —  im  -b  om,oooi  H-  . .  . 
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Il  sud  de  là  et  de  ce  que  l’épaisseur  de  la  lentille  peut  être  consi¬ 
dérée  comme  nulle,  que  le  point  E'  coïncide  sensiblement  avec  le  point 
E,  et  le  point  A'  avec  le  point  C. 

On  tire  en  outre  pour  conséquence,  que  tous  les  rayons  partant 
d  un  objet  A  très-éloigné  d’une  lunette,  et  qui  traversent  l’objectif 
bi-convexe,  se  réunissent  à  son  centre  de  sphéricité;  réciproquement, 
que  les  rayons  émanant  d’un  objet  placé  au  foyer  A'  d’une  lentille  LL' 
et  qui  la  traversent,  en  sortent  sensiblement  parallèles,  ou  ne  se  réu¬ 
nissent  qu’à  une  très-grande  distance. 

285.  Le  foyer  A'  d’une  lunette  n’est  pas,  à  proprement  parler,  un 
point  mathématique,  puisque  tous  les  rayons,  tels  que  AE,  ne  se 
réunissent  pas  rigoureusement  au  même  lieu.  Le  petit  intervalle  dans 
lequel  la  vision  est  bien  nette,  dépend  de  la  distance  à  laquelle  on  se 
trouve  de  l’objet  et  de  la  grandeur  de  la  lentille.  Ce  défaut  de  réunion 
des  rayons  en  un  seul  et  même  point,  et  qui  nuit  à  la  netteté  des  images, 
se  désigne  sous  le  nom  d 'aberration  de  sphéricité. 

Les  rayons  parallèles  à  l’axe  AO,  après  avoir  traversé  l’objectif  et 
s  être  réunis  au  foyer,  continuent  leur  route  à  travers  l’oculaire  d’où 
ils  sortent  parallèles,  lorsque  son  centre  de  sphéricité  F  ( fig .  9)  coïn¬ 
cide  avec  celui  de  l’objectif.  Cela  est  évident,  puisque  les  surfaces  de 
1  une  et  de  l’autre  lentille  sont  semblables  et  placées  de  la  même  ma¬ 
nière  par  rapport  à  l’axe  optique  AO.  De  plus,  les  objets  sont  vus  ren¬ 
versés  dans  les  lunettes  que  nous  considérons  ici;  car,  d’apres  ce  qui 
précède,  les  points  B,  B'  d’un  objet  ayant  respectivement  leurs  images 
en  b ,  b'  sur  l’oculaire,  et  par  conséquent  en-deçà  du  foyer  commun  F, 
1  œil  placé  en  O  voit  le  point  b  au-dessous  de  l’axe  optique  AO,  quoi¬ 
que  B  soit  au-dessus. 

286.  Tous  les  rayons  reçus  par  l’objectif,  et  qui  vont  traverser 
1  oculaire,  occupent  sur  cette  seconde  lentille  un  espace  beaucoup 
Plus  petit;  c’est  pour  cela  que  les  lunettes  rendent  en  général  les 
°bjets  plus  distincts.  En  effet,  la  lumière  produite  par  une  certaine 
quantité  de  rayons  est  d’autant  plus  vive  que  ces  rayons  sont  réunis 
dans  une  plus  petite  étendue.  Ainsi,  en  désignant  par  p  et  p'  les  rayons 
de  l’ouverture  de  l’objectif  et  de  celle  de  l’oculaire;  par  I,  T  les  inten- 

II.  i5 
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sités  de  la  lumière  à  l’entrée  et  à  la  sortie  de  la  lunette,  on  a 


Il  est  donc  avantageux  que  l’oculaire  soit  beaucoup  plus  petit  que 
l’objectif. 

287.  Désignons  respectivement  par  r  et  R  leurs  rayons  de  sphéri¬ 
cité  (Jig.  n).  L’objet  AB  éloigné  viendra  se  peindre  en  ah  au  foyer 
de  la  lunette,  et  le  rayon  principal  BG6  entrera  dans  l’oculaire  au 
point  e ,  pour  en  sortir  au  point  ey ,  et  suivre ,  après  deux  réfractions , 
la  direction  e'O  qu’on  peut  considérer  comme  parallèle  à  bg-,  le  point  g 
étant  le  centre  de  l’oculaire  et  O  son  foyer.  L’image  ab  est  donc  vue 
sous  l’angle  e'O  a  —  bga.  Or,  à  cause  de 


on  a 


ou  simplement 


Donc,  l’angle  sous  lequel  on  voit  l’image  d’un  objet  est  proportion¬ 
nel  à ou,  ce  qui  est  de  même,  le  grossissement  d’une  lunette  est 

d’autant  plus  fort,  que  le  rayon  de  sphéricité  de  l’oculaire  est  plus 
petit  par  rapport  à  celui  de  l’objectif.  Cet  angle  de  vision  sert  seul  pour 
estimer  l’amplification  d’une  lunette;  car  quoique  le  jugement  que 
nous  portons  sur  la  grandeur  d’un  objet  dépende  beaucoup  aussi  de 
la  distance  à  laquelle  nous  le  supposons  de  notre  œil ,  comme  il  ne 
peut  être  soumis  au  calcul ,  on  en  fait  abstraction  dans  cette  mesure.  11 
résulte  de  là  que  quand  une  lunette  grossit  4°  fois,  c  est  comme  si  un 
objet  était  vu  à  une  distance  4o  fois  moindre. 

Le  champ  d’une  lunette  est  mesuré  par  l’angle  sous  lequel  on  verrait 
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du  point  O  et  à  travers  l’oculaire  toute  la  longueur  d’un  fil  placé  au 
second  foyer  a  de  ce  verre,  et  qui  serait  égale  au  diamètre  intérieur  du 
tube,  ou  plutôt  de  l’ouverture  du  diaphragme  dont  il  sera  parlé  plus 
loin.  On  conçoit,  d’après  cela,  pourquoi  le  Soleil  et  la  Lune  ne  sont 
pas  vus  en  entier  dans  les  télescopes  qui  grossissent  considérablement , 
comme  3oo  fois. 

Lorsqu’une  lunette  à  deux  lentilles  est  disposée  de  manière  à  repré¬ 
senter  les  objets  très-nettement,  et  qu’on  la  dirige  vers  le  ciel,  tous  les 
rayons  reçus  par  l’objectif  vont  se  peindre  sur  l’oculaire  sous  forme 
d’un  petit  cercle  lumineux  dont  le  rayon  est  à  celui  de  l’ouverture  de 
l’objectif  dans  le  rapport  des  rayons  de  courbure  r  et  R;  on  a  donc  un 
moyen  pratique  d’évaluer  facilement  le  degré  de  grossissement  de  l’ocu¬ 
laire. 

288.  La  formule  (i)  nous  apprend  que  plus  un  objet  A  est  près 
d’une  lentille  LL'  (Jig.  io),  plus  son  image  A'  s’en  éloigne.  Or,  cette 
image  ne  pouvant,  pour  une  bonne  vue,  être  bien  distincte  qu’au 
foyer  de  l’oculaire ,  il  est  évident  qu’il  faut  allonger  la  lunette,  ou  éloi¬ 
gner  les  deux  lentilles  l’une  de  l’autre. 

Les  myopes,  qui  ont  le  cristallin  ou  la  partie  antérieure  de  l’oeil  très- 
convexe,  voient  confusément  les  objets  éloignés,  très-bien  aperçus  par 
les  presbytes;  parce  que  chez  eux  les  images  de  ces  objets  se  forment 
très-près  du  cristallin,  et  en-deçà  de  la  rétine  ou  du  fond  de  l'œil  où 
la  vision  est  seulement  très-distincte.  Il  faut  donc  qu’ils  rapprochent 
les  objets  jusqu’à  ce  que  les  images  tombent  sur  la  rétine  même;  c’est 
pour  cette  raison  qu’ils  ne  voient  bien  dans  la  lunette  d’un  presbyte 
qu  après  avoir  enfoncé  suffisamment  l’oculaire  pour  placer,  entre  ce 
verre  et  son  centre  de  sphéricité,  l’image  produite  au  foyer  de  l’ob¬ 
jectif. 

289.  On  noircit  les  parois  intérieures  des  lunettes  afin  qu’elles 
absorbent  les  rayons  qu’elles  réfléchiraient  sans  cela,  et  qui  nuiraient 
a  la  clarté  des  images.  On  attache  en  outre  le  réticule  (art.  113)  à  un 
diaphragme  dont  l’ouverture  est  moindre  que  celle  de  la  lunette,  afin 
d  en  rétrécir  le  champ  et  d’arrêter  les  rayons  qui,  en  se  décomposant 
près  des  bords  de  l’objectif,  formeraient  des  images  moins  nettes  et 

i5.. 
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entourées  des  couleurs  de  l’arc-en-ciel ,  ou  de  franges  dans  lesquelles 
le  bleu  et  le  pourpre  dominent  ordinairement.  On  remarque  de 
ces  iris  très-près  du  centre  même,  dans  les  lunettes  qui  ne  sont 
point  achromatiques  (art.  113),  et  quand  les  objets  sont  très- 
loin  de  l’objectif.  Cet  effet  résultant  de  la  différente  réfrangibilité  des 
rayons  colorés  dont  se  compose  un  faisceau  de  lumière  blanche,  est 
presque  entièrement  détruit  lorsque  les  objectifs  sont  composés  de 
deux  verres  de  différentes  densités,  comme  nous  l’avons  déjà  fait 
observer. 

La  bonté  d’une  lunette  dépend  nécessairement  de  celle  des  verres, 
qui  doivent  être  très-polis,  de  forme  très-régulière  et  de  matière  très- 
pure.  Avec  un  oculaire  d’un  très-court  foyer  et  un  excellent  objectif, 
on  voit  très-distinctement  un  objet  fort  lumineux,  quoique  son  image 
perde  de  son  éclat  par  le  grossissement  de  l’oculaire.  Si,  au  contraire, 

1  objet  est  obscur,  ou  que  l’objectif  soit  défectueux,  il  faut  un  oculaire 
dont  la  longueur  focale  ne  soit  pas  trop  courte.  (Voyez,  pour  plus  de 
détails,  le  Traité  cT Optique  par  La  Caille.) 

On  adapte  plusieurs  oculaires  aux  lunettes  terrestres,  afin  de  voir 
les  objets  dans,  leur  situation  naturelle;  mais  alors  la  lumière  se 
trouve  d  autant  plus  affaiblie  qu’elle  traverse  un  plus  grand  nombre 
de  verres. 

290.  Nous  avons  dit  (art.  115)  qu’on  plaçait  dans  les  lunettes  du 
cercle  répétiteur  et  au  foyer  de  la  lunette,  un  réticule  composé  de 
deux  fils  qui  se  coupent  à  angles  droits;  mais  dans  les  cercles  de 
grandes  dimensions  qui  servent  pour  les  observations  les  plus  dé¬ 
licates  de  l’Astronomie,  le  réticule  est  formé  de  cinq  fils  parallèles 
et  équidistants,  coupés  perpendiculairement  par  un  sixième  fil.  Nous 
en  expliquerons  l’usage  lorsque  nous  parlerons  de  la  lunette  méri¬ 
dienne. 

On  place  aussi  au  même  foyer,  dans  les  grands  quarts  de  cercle  et 
les  théodolites  non  répétiteurs,  tels  que  ceux  de  Ramsden,  un  micro¬ 
mètre  composé  de  deux  châssis,  l’un  fixe  auquel  sont  attachés  deux 
fils  rectangulaires,  l’autre  mobile  portant  un  fil  nommé  curseur.  Ce 
second  châssis  se  meut  verticalement  ou  horizontalement  à  l’aide  d’une 
vis  dont  la  tète  porte  une  aiguille  qui ,  en  tournant  sur  un  cadran  fixe 
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divisé  en  un  certain  nombre  de  parties ,  indique  les  fi  actions  de  loin  s 
que  la  vis  a  faites ,  et  met  à  même  par  ce  moyen  d’évaluer  des  parties 
plus  petites  que  celles  qui  peuvent  être  tracées  sur  le  limbe.  Qlian(  e 
curseur  couvre  exactement  le  fil  auquel  il  est  parallèle,  1  aigui  e 
marquer  o.  Le  curseur  étant  ensuite  amené  sur  un  objet,  sa  distance 
au  fil  fixe  marquée  par  le  nombre  de  tours  de  l’aiguille,  s’ajoute  à  1  arc 
lu  sur  le  limbe  ou  se  soustrait  de  cet  arc,  selon  le  cas.  ( Voyez  Y  Astro¬ 
nomie  de  Delambre,  tomel,  page  91.)  Les  diamètres  des  planètes  se 

mesurent  au  micromètre. 

Plusieurs  astronomes  du  siècle  dernier  ont  avancé  que  ces  diamètres, 
observés  avec  de  fortes  lunettes,  sont  agrandis  de  quelques  secondes 
par  l’effet  d’une  irradiation  ou  dilatation  de  lumière  qui  les  environne 
en  forme  de  frange,  et  que  dans  les  passages  de  Mercure  et  de  Vénus 
sur  le  Soleil,  les  diamètres  de  ces  deux  planètes  paraissaient  au  con¬ 
traire  plus  petits,  de  ."ou  a"  à  cause  d’un  semblable  débordement  de 
lumière  solaire.  Mais  d’autres  astronomes  doutent  de  la  réalité  de  ce 
fait,  et  Lalande  dit  positivement  ( Astron tome  II,  page  i  d4>  édit.) 
qu’ayant  comparé  avec  grand  soin  le  diamètre  de  Vénus  observé  tant 
sur  le  Soleil  en  1761  que  dans  sa  plus  grande  lumière  avant  et  apres 
ce  passage,  les  trois  mesures  rapportées  ensuite  à  la  même  distance 
n’ont  offert  aucune  différence  sensible. 
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CHAPITRE  II. 


DÉNOMINATIONS  DES  PRINCIPALES  ÉTOILES,  ET  MOYENS  DE  LES 
RECONNAITRE. 


291.  Les  méthodes  d’observation  qui  seront  l’objet  des  chapitres 
suivants  exigeant  quelque  connaissance  de  l’état  du  ciel ,  nous  allons 
donner  la  description  des  principales  étoiles  et  indiquer  les  moyens  de 
les  reconnaître  aisément. 

Quand  on  observe  les  étoiles  avec  une  bonne  lunette,  elles  pa¬ 
raissent  toutes  comme  des  points  plus  ou  moins  brillants,  mais  plus 
petits  qu’à  l’œil  nu.  Les  planètes  présentent  au  contraire  un  disque  sen¬ 
sible  et  analogue  à  celui  de  la  Lune;  ainsi,  il  est  impossible  de  con¬ 
fondre  dans  un  télescope  Vénus,  Mars,  Jupiter  et  Saturne  avec  les  plus 
belles  étoiles.  A  la  vue  simple,  Mars  paraît  de  couleur  rougeâtre.  Ju¬ 
piter  et  Vénus  de  couleur  claire  et  argentine,  Saturne  est  pâle  et 
plombé,  et  quand  on  observe  ces  corps  célestes  pendant  plusieurs 
jours,  on  s’aperçoit  qu’ils  ne  conservent  pas  les  mêmes  positions  par 
rapport  aux  étoiles  voisines;  d’ailleurs  ils  scintillent  très-peu,  surtout 
quand  ils  sont  à  quelque  distance  de  l’horizon. 

Les  dénominations  des  principales  constellations  ou  astérismes  re¬ 
montent  à  la  plus  haute  antiquité.  Mais  dans  les  temps  modernes ,  les 
étoiles  qui  composent  un  même  groupe  ont  été  désignées  méthodique¬ 
ment  par  des  lettres  grecques,  ou  romaines,  ou  par  des  chiffres.  Les 
étoiles,  selon  leur  plus  ou  moins  d’éclat,  se  nomment  de  première,  de 
seconde,  de  troisième,  etc.,  grandeur.  Cette  classification  n’a  sans 
doute  rien  de  rigoureux;  aussi  arrive-t-il  que  les  astronomes  ne  sont 
pas  toujours  d’accord  sur  la  grandeur,  ou  plutôt  sur  la  mesure  de 
l’éclat  de  la  lumière  d’une  étoile. 
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La  première  constellation  qu’il  importe  de  remarquer,  et  qui  sert  à 
retrouver  successivement  toutes  les  autres,  est  la  grande  Ourse,  ou 
vulgairement  le  Chariot  (Jîg-  i 2).  Elle  est  située  pour  nous  vers  le  pôle 
élevé,  et  se  compose  de  sept  étoiles  principales  et  très-visibles.  Les 
quatre  premières  sont  a,  |3,  *y,  c?,  et  forment  un  quadrilatère  ;  les  trois 
autres  s,  Ç,  yj  représentent  la  Queue  de  la  grande  Ourse,  parce  que  sur 
les  anciennes  cartes  célestes,  ces  trois  étoiles  occupent  cette  partie 
même  de  l’animal  qui  y  est  figuré. 

La  droite  menée  par  /3  et  a  de  la  grande  Ourse  ou  par  les  gardes , 
passe  très-près  d’une  étoile  assez  belle,  qu’on  nomme  la  Polaire ,  et  au¬ 
tour  de  laquelle  toutes  les  autres  qui  l’avoisinent  semblent  tourner 
d’orient  en  occident.  Cette  étoile  est  la  principale  ou  1  a  de  la  petite 
Ourse,  autre  constellation  à  peu  près  semblable  à  la  première,  mais 
plus  rapprochée  du  pôle.  Cette  seconde  constellation  a  pour  gardes  ^ 
et  y,  étoiles  de  troisième  grandeur. 

a  et  |S  de  la  petite  Ourse  servent  principalement  à  déterminer  la  la¬ 
titude  d’un  lieu  de  la  Terre.  La  première  ou  la  Polaire  passe  à  peu  près 
au  méridien ,  quand  elle  se  trouve  dans  le  même  vertical  avec  celle  des 
trois  étoiles  de  la  queue  de  la  grande  Ourse  la  plus  voisine  du  quadri¬ 
latère,  c’est-à-dire £.  Ainsi,  l’on  peut  savoir,  à  l’aide  d’un  fil-à-plomb 
placé  à  quelque  distance  de  l’œil,  lorsque  cette  circonstance  a  lieu,  et 
trouver  à  peu  près,  pendant  la  nuit,  la  direction  de  la  ligne  méridienne 
terrestre.  L’étoile  ù  de  cette  constellation  est  aussi  propre  à  faire  con¬ 
naître  la  hauteur  du  pôle,  quand  on  l’observe  avec  un  grand  ceicle 
répétiteur,  à  cause  de  sa  proximité  de  ce  point ,  et  parce  que  sa  position 
est  bien  connue. 

La  constellation  du  Dragon  se  reconnaît  par  une  file  d  étoiles  qui 
entourent  la  petite  Ourse;  l’étoile  la  plus  remarquable  de  cette  con¬ 
stellation  est  désignée  par  a  et  se  trouve  entre  la  queue  de  la  grande 
Ourse  [fig.  12)  et  les  gardes  de  la  petite  Ourse. 

La  droite  menée  par  les  étoiles  Ç  et  n  de  la  queue  de  la  grande  Ourse 
et  prolongée  de  3i°  environ,  passe  fort  près  d’une  étoile  de  première 
grandeur,  nommée  Arcturus  ou  l’a  du  Bouvier . 

La  Chèvre ,  ou  l’étoile  principale  de  la  constellation  du  Cocher,  est 
de  première  grandeur;  elle  est  située  sur  la  ligne  menée  par  â  et  a  de 
la  grande  Ourse  (  fig .  i3). 
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La  ligne  tirée  de  l’étoile  £  de  la  grande  Ourse  à  la  Polaire,  passe  de 
l’autre  côté  du  pôle,  au  milieu  d’une  constellation  nommée  Cassio¬ 
pée,  et  composée  de  cinq  étoiles  principales  qui  font  u*e  espèce  de  M. 

Au  delà  de  Cassiopée  se  trouve  un  groupe  de  sept  étoiles  occupant 
une  grande  étendue  ;  quatre  de  celles-ci  forment  le  carré  de  Pégase  ou 
la  grande  Croix,  opposé  au  quadrilatère  de  la  grande  Ourse.  L’a  du 
carré  de  Pégase  se  nomme  la  tête  d  Andromède  ;  cette  étoile  est  la 
plus  septentrionale  des  quatre  de  ce  carré.  La  luisante  a  de  Persée, 
ou  la  quatrième  à  partir  de  la  tète  d’Andromède,  est  la  plus  près  du 
pôle. 

On  trouve  la  constellation  du  Lion ,  en  prolongeant  de  45°  environ 
vers  le  midi,  la  droite  qui  joint  a  et  |S  de  la  grande  Ourse  :  elle  forme 
un  grand  trapèze  à  Tun  des  angles  duquel  est  une  étoile  de  première 
grandeur,  nommée  Régulus.  La  queue  |S  du  Lion  est  une  étoile  de 
deuxieme  grandeur,  située  un  peu  au  midi  de  la  ligne  tirée  de  Régulus 
à  Arcturus,  et  esta  i5°  de  Régulus  vers  l’orient  (Jfig.  12). 

La  constellation  d’Orion  est  un  groupe  de  plusieurs  étoiles  rangées 
suivant  l’ordre  que  présente  la  Jig.  i4-  En  hiver  elle  paraît  du  côté  du 
sud  vers  les  sept  à  huit  heures  du  soir.  Dans  l’intérieur  du  quadrilatère, 
formé  des  étoiles  7,  a,  x,  |3  ou  Rigel,  on  remarque  trois  étoiles  en  ligne 
droite,  désignées  par  tf,  s,  Ç,  et  vulgairement  appelées  les  trois  Rois, 
ou,  selon  les  astronomes,  le  Baudrier  d  O  rion. 

Sirius ,  l’étoile  la  plus  brillante  et  la  plus  scintillante  de  celles  que 
nous  apercevons,  est  à  l’orient  du  Baudrier;  c’est  l’a  du  grand  Chien. 
Les  Pléiades,  formant  un  amas  de  petites  étoiles,  sont  à  l’occident  en 
tirant  vers  le  nord . 

Aldébaran  ou  a  du  Taureau  est  une  étoile  de  la  première  grandeur, 
située  fort  près  des  Pléiades,  et  sur  la  ligne  menée  de  l’étoile  7  d’Orion 
aux  Pléiades  :  elle  est  remarquable  par  sa  grandeur,  son  éclat  et  sa 
couleur  rouge. 

Procyon  ou  le  petit  Chien  est  une  étoile,  entre  la  première  et  la 
deuxième  grandeur,  située  au  nord  de  Sirius  et  plus  orientale  qu’O- 
rion  :  elle  fait  avec  Sirius  et  le  baudrier  d’Orion  un  triangle  presque 
équilatéral. 

Au  nord  de  Procyon  se  trouvent,  dans  la  constellation  des  Gé¬ 
meaux,  deux  étoiles  assez  remarquables  et  peu  distantes  l’une  de 
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l’autre;  la  première,  la  plus  au  nord,  est  désignée  par  a  ou  Castor ;  la 
seconde,  par  |3  ou  Pollua:. 

La  diagonale  ay  du  carré  de  la  grande  Ourse,  prolongée  de  68°, 
passe  près  d’une  étoile  de  la  première  grandeur,  connue  sous  le  nom 
de  Y  épi  de  la  Vierge  (Jig.  1 2).  Cette  étoile  fait  à  peu  près  un  triangle 
équilatéral  avec  Arcturus  et  la  queue  du  Lion. 

a  de  la  Lyre  ou  JVéga  (Jig.  i5)  est  une  des  plus  brillantes  étoiles 
du  ciel,  et  fait  presque  un  triangle  rectangle  avec  Arcturus  et  la  Po¬ 
laire,  l’angle  droit  étant  vers  l’orient  à  la  Lyre. 

Au  midi  de  la  Lyre  paraît  une  belle  étoile  de  seconde  grandeur,  dans 
la  constellation  de  Y  Aigle:  elle  est  désignée,  dans  les  catalogues,  par 
a  ou  Altair.  Cette  étoile  est  située  entre  deux  autres  qui  en  sont  fort 
proches,  et  qui  forment  une  ligne  droite  avec  elle. 

Le  Capricorne  est  une  constellation  indiquée  par  le  prolongement 
de  la  ligne  qui  passe  par  la  Lyre  et  par  l’Aigle.  Deux  étoiles  de  troi¬ 
sième  grandeur,  a  et  |3,  à  20  l’une  de  l’autre,  sont  placées  sur  ce  pro¬ 
longement,  et  forment  la  tète  du  Capricorne.  A  20°  plus  loin,  du 
côté  de  l’orient,  sont  deux  autres  étoiles,  â  et  y,  situées  de  l’orient  à 
l’occident  et  à  20  l’une  de  l’autre,  lesquelles  composent  la  queue  du 
Capricorne. 

En  menant  une  ligne  de  l’Aigle  à  la  queue  du  Capricorne,  son 
prolongement  de  20°  indique  Fomalhaut  ou  la  bouche  du  Poisson  aus¬ 
tral }  étoile  de  première  grandeur. 

Enfin,  la  ligne  menée  de  Régulus  à  l’épi  de  la  Vierge,  et  prolongée 
vers  l’orient,  rencontre  la  constellation  du  Scorpion ,  composée  de 
trois  étoiles  au  front  du  Scorpion ,  et  formant  un  grand  arc  du  nord 
au  sud.  L’étoile  de  la  première  grandeur,  placée  à  l’orient  et  comme  au 
centre  de  cet  arc,  se  nomme  Antarès  ou  le  cœur  du  Scorpion. 

Outre  les  étoiles  que  l’on  aperçoit  à  la  vue  simple,  oiT remarque 
dans  le  ciel  une  lumière  blanche  de  forme  irrégulière,  et  à  laquelle  011 
a  donné  le  nom  de  voie  lactée  :  elle  entoure  le  ciel  en  forme  de  cein¬ 
ture,  et  paraît,  à  l’aide  du  télescope,  être  formée  d’un  amas  de  petites 
étoiles  dont  les  distances  angulaires  sont  extrêmement  petites.  Quant 
aux  parties  qui  ne  présentent  qu’une  lumière  blanche  et  continue,  elles 
sc  nomment  nébuleuses. 

Enfin  il  est  des  étoiles,  comme  Algol  ou  la  tète  /3  de  Méduse,  située 

II.  16 
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au  sud  et  à  peu  de  distance  de  a  de  Persée ,  qu’on  nomme  changeantes , 
parce  qu’elles  ont  un  éclat  variable  :  celle-ci  passe  de  la  seconde  à  la 
quatrième  grandeur,  dans  une  période  de  69h.  Il  en  eÿ  d’autres  dont 
la  lumière  augmente  de  plus  en  plus  depuis  un  grand  laps  de  temps; 
d’autres  au  contraire  qui,  après  avoir  brillé  tout  à  coup,  n’ont  pas 
tardé  à  disparaître  :  phénomène  extraordinaire  qui  paraît  dû  à  un  vaste 
incendie. 

292.  Nous  n’étendrons  pas  davantage  ce  catalogue  d’étoiles,  qui  est 
plus  que  suffisant  pour  mettre  en  pratique  les  méthodes  que  nous  allons 
exposer  (*);  mais  nous  ferons  remarquer  que  le  moyen  le  plus  sûr  pour 
apprendre  à  connaître  les  étoiles,  indépendamment  des  cartes  célestes 
et  de  la  méthode  des  alignements,  est  de  les  observer  à  leurs  passages 
au  méridien.  Pour  cet  effet,  l’on  calcule  l’heure  du  passage  en  temps 
moyen,  d’une  étoile  bien  connue,  de  Sirius  par  exemple,  et  après 
avoir  disposé  les  lunettes  du  cercle  répétiteur,  comme  il  est  dit  à 
l’art.  121,  on  dirige  la  lunette  sur  cette  étoile,  pour  la  suivre  jusqu’à 
l’instant  de  sa  médiation,  en  ayant  soin  d’éclairer  un  peu  l’objectif 
(art.  127),  afin  de  pouvoir  placer  l’étoile  exactement  sous  le  fil  ver¬ 
tical.  Le  cercle  étant  alors  fixé  invariablement,  pourra  servir  à  faire 
connaître  les  principales  étoiles  du  Catalogue,  dont  on  aura  calculé 
l’heure  du  passage,  et  lorsqu’on  aura  amené  la  lunette  supérieure  au 
point  du  limbe  qui  désigne  la  plus  grande  hauteur  que  l’étoile  proposée 
puisse  atteindre  au-dessus  de  l’horizon ,  hauteur  qui  est  évidemment 
égale  à  celle  de  l’équateur,  plus  ou  moins  la  déclinaison  de  cette  étoile; 
parce  que  de  cette  maniéré,  l’astre,  au  moment  de  sa  médiation,  sera 
peu  éloigné  de  l’axe  optique ,  et  par  conséquent  facile  à  distinguer  des 
étoiles  plus  petites  qui  pourraient  l’avoisiner. 

Quand  on  saura  régler  une  pendule  sur  le  temps  sidéral ,  il  ne  sera 
pas  nécessaire  de  déterminer  le  temps  moyen  du  passage,  puisqu’ à  cet 
instant  la  pendule  marquera  l’ascension  droite  apparente  de  l’étoile 
(art.  11). 


(*)  Ceux  qui  désireront  une  description  complète  des  constellations,  pourront  con 
sulter  le  Traité  d’ Astronomie  de  Lalande,  ou  V Uranographie  de  M.  Francœur  (cin¬ 
quième  édition). 
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CHAPITRE  III. 

de  la  détermination  de  la  marche  d’une  pendule,  par  rapport 

AU  SOLEIL  ET  AUX  ÉTOILES. 


PREMIÈRE  MÉTHODE. 

Par  les  hauteurs  correspondantes  du  Soleil. 

293.  En  supposant  que  le  Soleil  décrive  perpétuellement  le  même 
parallèle,  et  que  les  circonstances  de  son  cours  soient  les  mêmes 
après  comme  avant  midi,  on  aura  de  la  manière  suivante  l’heure  que 
marque  une  pendule  au  moment  où  cet  astre  passe  au  méridien  du 
lieu  de  l’observation. 

Observez  le  temps  où  l’un  des  bords  du  Soleil  se  trouve  à  une  cer¬ 
taine  hauteur  apparente  vers  l’est,  ainsi  que  le  temps  où  le  même 
bord  arrive  à  la  même  hauteur  vers  l’ouest;  le  milieu  entre  ces  deux 
temps  sera  l’heure  que  la  pendule  marquait  lorsque  le  centre  du  Soleil 
passait  au  méridien.  Si,  par  exemple',  le  bord  inférieur  du  Soleil  était 
vu  le  matin  à  la  hauteur  de  20e,  lorsque  la  pendule  marque  8h46m58s, 
et  que  le  même  bord  fût  aperçu  le  soir  à  la  même  hauteur,  pendant 
que  la  pendule  marque  3hom3s,  l’instant  du  midi  vrai  serait  annoncé 
par  cette  pendule ,  à  i  ih53m3o%5,  moitié  de  8h46m589-h  i5hom3s. 

On  ne  peut  se  dispenser  de  répéter  cette  opération  au  moins  huit 
à  dix  fois  le  matin,  et  autant  le  soir,  afin  que  le  milieu  pris  entre 
tous  les  résultats,  donne  le  plus  exactement  qu’il  est  possible  l’instant 
du  midi. 

Quand  on  prend  plusieurs  hauteurs  le  matin,  il  est  indispensable 
d’en  tenir  note ,  afin  de  pouvoir  remettre ,  le  soir,  la  lunette  supérieure 

16.. 
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dans  les  memes  positions  qu’elle  avait  avant  midi,  en  commençant 
toutefois  dans  un  ordre  inverse,  comme  cela  est  évident.  Si  des  nuages 
ne  permettaient  pas  d’observer  l’astre  après  son  passage ^u  méridien, 
à  une  hauteur  parfaitement  correspondante  à  celle  du  matin,  on  l’ob¬ 
serverait  un  peu  plus  tard,  et  Ton  estimerait  de  combien  il  est  des¬ 
cendu  dans  une  minute  de  temps,  afin  de  faire  à  l’heure  de  l’ob¬ 
servation  une  correction  proportionnelle  qui  la  rendît  exactement 
correspondante  à  la  hauteur  dont  il  s’agit. 

C’est  ordinairement  avec  un  quart  de  cercle  astronomique  que  Ton 
observe  les  hauteurs  correspondantes  des  astres  ;  mais  le  cercle  répé¬ 
titeur  peut  très-bien  servir  au  même  usage:  Pour  cet  effet,  Ton  fixe  à 
zéro  la  lunette  supérieure,  en  suivant  le  procédé  décrit  à  l’art.  121; 
ensuite  on  dispose  le  limbe  de  l’instrument  dans  le  vertical  de  l’astre, 
de  manière  que  la  bulle  d’air  du  grand  niveau  soit  exactement  entre 
ses  repères.  Dans  cette  position,  la  lunette  inférieure  est  horizontale; 
ainsi  la  lunette  supérieure,  rendue  mobile  et  amenée  sur  l’astre,  par¬ 
courra  sur  le  limbe,  un  arc  qui  sera  la  mesure  de  l’angle  de  hauteur 
de  cet  astre  au-dessus  de  l’horizon.  Comme  rien  n’oblige  à  se  presser 
dans  ces  sortes  d’observations,  Ton  amène  la  ligne  de  foi  du  vernier  de 
la  lunette  supérieure  exactement  sur  un  trait  de  division  du  limbe,  et 
Ton  note,  comme  nous  venons  de  le  dire,  l’instant  précis  où  l’un  des 
bords  de  l’astre  se  trouve  en  contact  avec  le  fil  horizontal ,  en  même 
temps  que  son  disque  est  à  peu  près  partagé  en  deux  parties  égales  par 
le  fil  vertical. 

C’est  ainsi  que  M.  Moynet  et  moi  prîmes,  à  l’île  d’Elbe,  des  hau¬ 
teurs  correspondantes  du  Soleil,  les  20,  21  et  22  mars  i8o3.  Voici  la 
série  des  seules  observations  que  nous  pûmes  faire  le  20. 

Le  matin. 


A  la  hauteur  apparente  h! ,  la  pendule  marquait. 

h" . 

hm . ’ 


8h48rai5* 
8.5i . 28 
8.55.53 


Somme  des  temps  du  matin.  .  .  26h35m36* 
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Le  soir. 


A  la  hauteur  apparente  h'",  la  pendule  marquait.  .  i4h53m37s 

h" . i4.58.  i 

h' . 1 5.  i .  1 5 

Somme  des  temps  du  soir.  .  .  .  44h5am53s 
Celle  du  matin  étant.  .  .  .  26.35.36 


Le  milieu  entre  ces  deux  sommes,  ou  le  6e  =  iih54m44s>83. 

Ainsi,  le  centre  du  Soleil  passa  au  méridien  à  nh54m44%83,  à  tres- 
peu  près,  en  temps  de  la  pendule. 

Cette  manière  de  procéder  au  calcul  du  midi  approché  ne  fait 
pas  voir  l’accord  des  résultats  partiels,  mais  il  se  manifeste  ainsi 
qu’il  suit  : 


HAUTEUR 

apparente. 

TEMPS 

de  la  pendule. 

MIDIS 

approchés. 

h' 

8h48mi5* 
i5.  i.25 

23.49.30 

h" 

8.51.28 

4. 58.  1 

9  *9 

1 I .54-44»^ 

h'" 

8.55.53 

4.53.37 

9.3° 

II.54.45 

Moyenne  arithmétique,  ou  midi 

approché . .  1 1.54-44, 83 

N  ous  venons  de  faire  connaître  le  résultat  assez  exact  de  nos  obser¬ 
vations  du  20  mars;  et  nous  nous  assurâmes  de  même,  par  un  grand 
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nombre  de  hauteurs  correspondantes  prises  les  jours  suivants,  et  dans 
des  circonstances  plus  favorables,  que  durant  la  présence  du  Soleil 
dans  le  méridien,  la  pendule  marquait  nh54m78  le  *1  mars,  et 
iih53m3o%88  le  lendemain  ;  mais  ces  résultats  ne  donnent  pas  encore 
1  instant  précis  du  midi  vrai  compté  à  la  pendule,  parce  que  le  cours 
du  Soleil  n’est  pas  tel  que  nous  l’avons  supposé  cî’abord.  Il  importe 
donc  de  faire  connaître  la  correction  qu’il  s’agit  d’employer  en  pareil 
cas;  tel  est  l’objet  de  l’article  suivant. 

Recherche  de  L’équation  des  hauteurs  correspondantes . 

294,  Lorsque  le  Soleil  s’avance  dans  les  signes  septentrionaux,  par 
exemple,  sa  déclinaison  est  plus  grande  le  soir  que  le  matin  (art.  il)  ; 
par  conséquent  si  on  Ta  observé  à  aog  de  hauteur  avant  midi ,  l’angle 
horaire  correspondant  était  plus  petit  que  celui  qui  a  eu  lieu  le  soir  à 
la  meme  hauteur.  D’où  il  suit  que  si  ce  dernier  angle  surpassait  le  pre¬ 
mier  de  20*  en  temps,  leur  demi-différence  ios  serait  ce  qu’il  faudrait 
ôter  du  milieu  pris  entre  les  temps  des  hauteurs  égales,  pour  avoir  le 
midi  vrai. 

Cela  posé ,  soient  P  l’angle  horaire  du  matin  ,  et  P'  ou  P  -h  d\*  l’angle 
horaire  du  soir ,  lorsque  le  Soleil  est  descendu  à  la  même  hauteur  a 
laquelle  il  a  été  observé  la  première  fois.  Soient,  en  outre,  en  temps  de 
la  pendule,  T  l’époque  du  matin,  T'  celle  du  soir,  à  partir  de  minuit: 
on  aura ,  pour  le  midi  vrai , 

m  —  T-t-P,  ou  m=  T'  —  P'. 

Prenant  la  demi-somme  de  ces  deux  valeurs ,  pour  réunir  les  obser¬ 
vations  du  matin  et  du  soir,  il  vient 

T_|_t 

ainsi  — —  est  le  midi  approché,  et  comme  dP  est  la  différence  des 

deux  angles  horaires  P,  P'  exprimés  en  degrés,  on  a  nécessairement, 
lorsque  le  Soleil  s'approche  continuellement  du  pôle  élevé  , 
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en  réduisant  d P  en  temps  (art.  258).  On  a  d’ailleurs 

P  +  P'  T'  —  T 

p  _  J  ,2h  _  P'  —  T'—  l’2h,  —  ■-  =  — - — • 

Supposons  maintenant  qu  on  ait  pris  des  hauteurs  correspondante 
le  soir  un  certain  jour,  et  le  lendemain  matin;  on  propose  d'en  con¬ 
clure  le  minuit  vrai. 

Si  l’on  désigne  par  P  l’angle  horaire  du  soir,  par  F  l’angle  horaire 
du  matin,  l’un  et  l’autre  étant  comptés  à  partir  de  midi;  et  que  1.  1 
soient  les  temps  correspondants,  comptés  d’un  midi  à  1  autre ,  les 
angles  horaires  comptés  de  minuit  seront  successivement  i  —  T , 
T'— i  ah:  et  dans  l’hypothèse  que  le  Soleil  s’approche  du  pôle  nord , 
on  aura  ia’*  — T>  T'  —  i2h;  en  sorte  que  le  minuit  M  approche,  ou 

I±r  ,  sera  plus  petit  que  le  minuit  vrai,  de  la  moitié  de  la  différence 

d  P  des  angles  horaires  ;  donc 

T-j-T'  rfP 

minuit  vrai  =  — - - H  7775- 

On  a,  en  outre, 

P  4-  P'  (V  —  T\ 

P  =  T,  P'=a4-T',  -j—  =  1»  -  T-]' 


Il  reste,  dans  l’un  et  l'autre  cas,  à  évaluer  rfP  en  fonction  de  la 
latitude  du  lieu  et  de  la  déclinaison  de  l’astre.  Dans  ce  but,  soient  N  la 
distance  du  centre  du  Soleil  au  zénith,  qu'il  est  inutile  de  connaître, 
pourvu  qu’elle  soit  la  même  avant  comme  après  midi;  H  la  hauteur 
du  pôle,  D  la  déclinaison  boréale  de  l’astre  à  la  première  époque, 
D'  sa  déclinaison  à  la  seconde  époque;  on  aura  généralement 

(a)  cos  N  =  cos  P  cos  H  cos  D  -H  sin  H  sin  D , 

cos  N  =  cos  P'  cos  H  cos  D’  -+-  sin  H  sin  D'  ; 

de  là 

tang  H  (sin  D'  -  sin  D  )  =  cos  P  cos  D  -  cos  P'  cos  D  • 

Mettant  ici  pour  D  et  D' leurs  valeurs  respectives \  (D'  -+-  D)  —  \  D'  -  D 
et  i(D'  +  D)  +  i(D'  —  D),  afin  d’introduire  les  valeurs  moyennes  dans 
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la  formule ,  on  aura 


TT  T  .  /D'  +  D  D'  — D\  .  /D'  +  D  D' —  D\'J 

tang  H  [sin  [-  —  H - —J  -  sin  (— j - i~)J 

_  /D'  +  D  D'  —  D  \  Tv  /D'  +  D  D'  —  D  \ 

=  COS  P  COS  - —J  -  COS  P  COS  ^ — - - 1 - — J) 


puis  développant  et  réduisant ,  il  viendra 


2  tang  H  cos |(D'  +  D)  sin  \  (D7 — D)  =  (cos  P  —  cos  P')  cos {  (D'  +  D) 

X  cos  \  (D'  —  D)  +  (cos  P  +  cos  P'  )  sin  |(D'  +  D)  sin  |(D'  —  D)  ; 

ensuite  divisant  tout  par  cos  ^  (D'  +  D)  cos£  (D'  —  D),  et  remarquant 
que 

cos  P  —  cos  P'  =  2 sin  \  (P'+P)  sin  \  (P'—  P), 
cos  P  +  cos  F  =  acos^  (P'+  P)  cos  £  (P'  — P), 
on  obtiendra 


tang  {  (P'-  P) 


tang  f  (D'  —  D) 
sin \  (P'+P) 


x  [cosi(p'-p)  ~  tans  -îX0'-*- D) cos  K  p'  +  p)]  ; 


mais  à  cause  de 


tapg7H —  —  — pn  -l-  tang  H  —  tang  H 
.KF— P)  cos  KF — P)  6  6 


cos  KF— P)  cos  |(F- 

=  tang  H 

=  tang  H 
=  tang  H 

on  a  enfin 


2  tang  H  sin3  \  (  P' —  P)  tang  ÿ  (  P' —  P) 

cos  i(F—  P)  tang  |  (  P7^) 
tang  H  tang  {  (F- P)  tang  \  (F  -  P), 


tang  |(P'-P)=  [tang  H  -  tang  i(iy  +  D)cosi  (P'  -t-  P)] 

tang  \  (D'  —  D)  tang  H  tang-V  (P/  —  P)  tang  7  (p/  ~  p) 
^  sinKP'  +  P) 


Dans  cette  formule  rigoureuse  aux  différences  finies,  donnée  par  De- 
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lambre,  il  est  toujours  permis  de  négliger  les  quantités  du  troisième 
ordre;  ainsi  l’on  a  simplement  P'  —  P  ou 

=  5ni(F+P)  [tangll  -  tangT  (u'  +  D)  cos  |  (P'  +  P)]  ; 

dP 

mais  la  correction  du  passage  étant  —  ^  au  méridien  supérieur,  et 
dP 

H-  ^  au  méridien  inférieur,  on  a  définitivement 

midi  vrai  =  I-~  +  &>riaj.(pPhp)[  tanST  (D'-t-D)  cos  T  (P'+ P)  -  tang  H], 
minmtvrai=I±I'  +  îo-5i^~p/Dhp)[ta.lgH-tangi(D'+D)cosi(F+P)]. 


Dans  ces  deux  formules,  D'  — D  est  le  changement  en  déclinaison 
pendant  l’intervalle  des  deux  observations  correspondantes;  mais  si 
l’on  veut  que  D'  —  D  =  é/D  exprime  le  changement  diurne,  il  faudra 

écrire  au  lieu  de  dD  :  d’ailleurs  comme  on  prend  ordinai¬ 

rement  pour  déclinaison  moyenne  ^(D'-t-D),  celle  D"  qui  avait  lieu  à 

_ J 

l’instant  du  passage,  on  aura,  en  désignant  le  demi-intervalle  — - —  par 

pf  1  p 

t ,  et  substituant  pour  -  ?  —  ses  valeurs  précédentes  converties  en  degrés, 


(1)  midi  vrai  =  Î±I  +  ^  (tang  D"cot 

(a)  minuit  vrai  =  T-±?'  +  ^  +  tang  D”  cot ,  5<)  ; 

formules  dans  lesquelles  t  devra  être  exprimé  en  heures  et  décimales 
d’heure,  et  d  D  en  secondes  de  degré. 

La  variation  diurne  d  D  en  déclinaison  ayant  été  considérée  comme 
positive  dans  tous  les  calculs  précédents  où  le  Soleil  est  supposé  aller 
du  sud  au  nord,  il  faudra  la  prendre  négativement  lorsque  le  Soleil 
s  éloignera  du  pôle  boréal.  On  affectera  de  même  du  signe  négatif 
tang  H  et  tang  D  pour  l’hémisphère  austral ,  ainsi  que  cot  1 5 1,  si  le 
IL  17 
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demi-intervalle  t  est  pins  grand  que  6  heures.  Dans  ses  Nouvelles 
Tables  d’aberration  et  de  nutation,  de  Zach  a  dressé  des  tables  a 
simple  entrée,  pour  abréger  le  calcul  de  la  correction  des  hauteurs 
correspondantes  :  elles  sont  d’un  usage  facile;  cependant  celles  de 
Delambre  paraissent  mériter  la  préférence,  parce  qu  elles  donnent 

,  ,  .  „  <ro  <fl>ta"6p  „t  (  ■ 

immédiatement  les  logarithmes  des  tacteuis  3go»  3go  sini5^ 

*  L’une  a  pour  argument  la  longitude  du  Soleil,  et  procure  les 
tang 1 5t  r  .  . 

deux  premiers  facteurs;  l’autre  a  pour  argument  le  demi-intervalle  t 
des  observations,  et  fournit  les  deux  autres  facteurs  (voyez  1  Astio 
nomie,  tome  I,  page  576).  Néanmoins  nous  ne  ferons  ici  aucun  usage 
de  ces  Tables,  parce  que  la  correction  du  midi  s’évalue  avec  la  plus 
grande  facilité  par  la  formule  même  que  nous  venons  de  démontrer. 


APPLICATIONS  . 


295.  Les  hauteurs  correspondantes  prises  le  10  mars  i8o3  à  Porto- 
Ferraio ,  dont  la  latitude  H =42°49/ 6" >  ayantété  observées  vers  8h5im5a9 
du  matin  et  ah57m38s  du  soir,  il  s’est  écoulé  6h5m469  entre  les  époques 
moyennes  du  matin  et  du  soir;  c’est  la  valeur  de  T'  — T. 

Ainsi,  le  demi-intervalle  — °u .  t=  3ham53s  =  3\o5 

Et  comme  ce  jour-là  le  changement  diurne  en  déclinaison  était 

de  iy^"=dD,  on  a  en  secondes .  d D=  1422" 

On  avait  en  outre  à  midi .  D"  =  o°25'42  ',6 

Et  l’angle  horaire .  iSt  =  10". 

Tels  sont  les  éléments  de  la  correction  du  midi  ou  de  la  formule  sui¬ 
vante  : 

(3)  ^'[tan«D"cot,5<-S]’ 


qu’on  obtient  d’ailleurs  sur-le-champ  en  différenciant  par  rapport  à  P 
et  à  D  l’équation  (a)  de  l’art,  précédent ,  et  dans  laquelle  dD  est  positive, 
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parce  que  le  Soleil  se  rapproche  du  pôle  boréal,  ettang  D"  négative,  parce 
que  la  déclinaison  du  Soleil  est  australe.  Cela  posé,  on  a 

ier  terme.  2*  terme. 

log  dD  =  3,  iôago 
log  t  =  o,4843o 
c.  log  36o  =  7,44870 

1,08090  .  1,08090  — 

logtangD  =  7,87382  -  logtangH  =  9,96689 

logcot  i5 1  —  9,98909  c.  log  sin  (i5é)  =  o,i45i3 

log  1e1  terme  =  8,94381  —  log  2e  terme  =  1,19292  — 

Ier  terme  =  —  0*09 
2e  terme  =  —  15,5g 

Correction  du  midi  =  —  i5,68 


Ainsi,  puisque  l’heure  trouvée  par  un  milieu  entre  les  temps  des 

hauteurs  correspondantes  est  (art.  295) .  1  ih54m44s,83 

et  que  la  correction . —  —  >5,68 

l’instant  du  midi  vrai  était  donné  par  la  pen¬ 
dule,  à .  11  54ms9 > 1 3 

et  par  conséquent  cette  pendule  était  en  retard  ce 

jour-là  sur  le  midi  vrai ,  de .  °'‘  5“3o%85 

Par  des  observations  et  des  calculs  tout  pareils, 
nous  trouvâmes  que  le  21  mars  i8o3,  le  midi 

vrai  était  arrivé  à  la  pendule  à . .  •  11  53n  5 1  ,7 

cette  pendule  retardait  donc  sur  le  midi  vrai  de.  6m  8%3 

Enfin  ,  le  lendemain  22  mars,  le  midi  vrai  fut 

annoncé  à  la  pendule  à .  1 1  53  1 5  ,6 

donc  la  pendule  retardait  alors  de .  6  44  ?4 


296.  Il  reste  maintenant  à  déterminer  la  marche  de  la  pendul#  pai 
rapport  au  temps  moyen.  Or,  en  suivant  le  précepte  de  1  art.  242  ,  on 
trouve  : 

Pour  le  20  mars  i8o3,  à  Porto-Ferraio ,  temps  moyen  au  midi 

I7*  * 
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1 3a 

vrai .  °  7  ^  >9 

et  comme  la  pendule  marquait  à  midi  vrai .  ii. 54*^9’ 2 

il  s’ensuit  quelle  retardait  sur  le  temps  moyen  de.  .  vî3.a4,7 

Pour  le  2i  mars,  temps  moyen  au  midi  vrai.  ...  oh  7m35%8 

et  comme  la  pendule  marquait  à  midi  vrai .  1 1 .53. 5i  ,7 

son  retard  sur  le  temps  moyen  était  de .  1 3 . 44  O 

Enfin,  pour  le  22  mars  ,  temps  moyen  au  midi  vrai.  oh  7  i7%6 
midi  vrai  à  la  pendule . .  * .  11. 53.  i5,6 

retard  de  la  pendule.  . . . .  1 4-  2>° 


Il  résulte  de  ces  observations  que,  du  20  au  21  mars,  la  pendule 
retardait  sur  le  temps  moyen  de  i3m44% 1  —  i3ma4*»7  =  l9s>4>  ^ans 

l’intervalle  de  deux  midis  vrais  consécutifs,  c’est-à-dire  dans  1  espace 
de  23’’59m4i%9  temps  moyen;  par  conséquent  le  retard  dans  un  jour 
moyen  était  de  i9%42.  Mais  du  21  au  22  mars,  ce  retard  ne  s’est 
trouvé  que  de  i7%9-  Si  nous  pouvions  considérer  nos  observations 
comme  très-exactes ,  nous  en  conclurions  que  le  mouvement  de  la  pen¬ 
dule  aurait  eu  une  petite  irrégularité  de  i%5  d’un  jour  à  1  autre. 

297.  Pour  déterminer  avec  précision  la  marche  de  la  pendule,  il 
est  important  de  faire  une  longue  suite  d’observations  de  ce  genre  et 
de  dresser  un  tableau  de  cette  marche ,  ainsi  qu’il  suit  : 


MARS 

1805. 

TEMPS 

de  la  pendule 
à  midi  vrai. 

ÉQUATION 

du  temps. 

CORRECTION 
ou  équation 
de  la  pendule. 

-H 

RETARD 

diurne 

delà  pendule. 

20 

21 

22 

I  lh54m29*  2 
i i .53.5i ,7 
n .53. i5,6 

7m53*9 

7.35,8 

a  1 

7.17,6 

1 3m24s  7 
l3.44,I 
l4.  2,0 

19*42 

!7>9° 

On  entend  ici  par  équation  de  la  pendule ,  ce  qu’il  faut  ajouter  au  temps 
qu  elle  marque  à  midi  vrai  pour  avoir  le  temps  moyen. 
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Nous  aurions  pu  régler  exactement  notre  pendule  sur  le  temps 
moyen ,  en  relevant  tant  soit  peu  la  lentille  pour  en  accélérer  les  oscilla¬ 
tions.  On  parvient  à  ce  but  en  tournant  une  vis  qui  se  trouve  au- 
dessus  de  la  suspension.  Quand  cette  vis  traverse  un  petit  cadran ,  et 
qu’elle  porte  une  aiguille ,  on  sait ,  après  quelques  essais ,  à  combien 
de  parties  du  cadran  répond  un  certain  nombre  de  secondes  d’accélé¬ 
ration  ;  on  peut  donc  profiter  de  cette  connaissance  pour  régler  plus 
vite  la  pendule. 

Les  bonnes  horloges  astronomiques  conservent  un  mouvement  bien 
régulier,  quelle  que  soit  la  température  à  laquelle  on  les  expose.  Cet 
avantage  résulte  de  ce  que  la  lentille  est  très-pesante  et  qu’elle  est  sou¬ 
tenue  par  des  verges  de  compensation  composées  de  deux  métaux  dont 
les  densités  sont  différentes.  Ces  verges  sont  disposées  entre  elles  de 
manière  que  quand  l’un  des  métaux  tend  à  éloigner  la  lentille  du  point 
de  suspension ,  l’autre  métal  la  rapproche  au  contraire  d’une  quantité 
équivalente.  Néanmoins,  il  est  indispensable  de  renfermer  la  pendule 
dans  une  cage  vitrée,  et  prudent  de  la  placer  dans  un  lieu  où  la  tem¬ 
pérature  varie  peu ,  surtout  de  l’assujettir  à  un  mur  épais  isolé  de  la  voie 
publique. 

La  marche  des  garde-temps  ou  chronomètres  particulièrement 
en  usage  dans  la  marine,  est  aussi  en  grande  partie  dégagée  de 
l’influence  de  la  température,  au  moyen  d’un  compensateur  qui  la 
régularise. 

298.  Résolvons  maintenant  le  problème  suivant,  qui  trouve  de 
fréquentes  applications. 

Le  21  mars  i8o3,  à  Porto-Ferrajo,  on  a  observé  un  phénomène  à 
5',iom20s  du  soir  en  temps  delà  pendule;  on  demande  le  temps  moyen 
de  l’observation. 

Si  la  pendule  marquait  exactement  24h  en  un  jour  moyen,  il  suffi¬ 
rait  d’ajouter  à  51,iom209  son  retard  absolu  du  2 1  mars  ou  son  équation 
i3m448,i?  et  l’on  aurait,  pour  le  temps  moyen  de  l’observation, 
5h24œ49, 1  ;  tuais  le  retard  diurne  de  la  pendule  étant  de  t7%9  —  h 
d  faut  déterminer  son  retard  pour  l’intervalle  qui  s’est  écoulé  de¬ 
puis  midi  jusqu’à  l’heure  du  phénomène,  c’est-à-dire  pour  i7hiom20s 
-  1  ih53m5i%7  =  5hi6,n28%3  =  5h,2Ô. 
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On  aura  donc  cette  proportion  : 


24 h  -  p  =  23h,98:5h,26;:  1 7s,9:.r  =  3%92; 

«• 

c  est  ce  qu  il  faut  ôter  du  temps  moyen  approché.  .  .  .  5h24n,4%  1  ; 

ainsi,  temps  moyen  cherché . .  .  ...  =  5h24mos ,18 


Pour  connaître  le  temps  vrai  de  la  même  observation,  évaluons 
l’équation  du  temps. 

D’abord,  d’après  le  tableau  précédent,  le  21  à  midi  vrai  à  Porto- 

Ferraio,  l’équation  du  temps .  — 

le  22  idem  elle  était . .  0.7  17  6 

variation  en  24  heures  solaires  vraies . v  =  18, 2 

Ensuite ,  comme  le  temps  moyen  de  l’observation ,  dans  le  lieu  où 
elle  s’est  faite,  était  5h24mo%i8=  5h,4,  on  aura,  à  cause  que  l’équation 
du  temps  diminue, 


24h  —  ^  =  ^3h,98 :  5h,4  ;  :  1 8S, 2  ; =  —  4*,09 

de  là,  équation  du  temps  le  21 .  Qh  ^,035 

équation  du  temps  pour  le  moment  de  l’observation.  o  7.31  ,71 

(Soustractive ,  parce  que  le  temps  moyen  est  en  avance  sur  le  temps 
vrai). 


Temps  moyen  de  l’observation . 5h24m  os  18 

Temps  vrai  de  l’observation . 57i6 . 28  dïj 


2RR.  Afin  qu’on  puisse  se  familiariser  avec  la  méthode  des  hau¬ 
teurs  correspondantes ,  et  voir  d’un  coup  d’œil  tous  les  éléments  du 
calcul  de  la  correction  du  midi  approché,  nous  extrairons  du  Registre 
des  observations  que  nous  fîmes  en  1811  à  l’École  d’ Application  des 
ingenieurs-géographes  militaires ,  le  tableau  suivant  : 


r 
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Observations  correspondantes  du  Soleil. 

Le  18  février  i Si  i,  vers  9h  du  matin  et  3h  du  soir, 

Latitude ....  H  =  48°  5 1  ’  4°",  Observation 

Longit.  (ouest)  =  4*  (en  temps).  du  bord  inférieur. 

Le  chronomètre  de  Berthoud  dont  on  s’est  servi,  donne  5  battements  par  2\ 


TEMPS 

du 

chronomètre. 

MIDIS 

approchés. 

ARCS 

parcourus. 

|  Matin. 

8h  34,n5o*  4  ] 

82*  l 

|  Soir.  . 

i4-55.  2  j 

22.89.52,4 

1  ih44m56s,2 

j  M. 

8.36. 16,8 

81  ,9 

\  s. 

i4.53.36,8 

9.53,6 

1 1 . 44 • 56 , 8 

M. 

8.37.47,0 

81 ,7 

\  S- 

4-52.  5,6 

I  •  ’ 

9.52,6 

11.44.56,3 

j  M 

8.39. 16,4 

81 ,5 

1  s- 

i4.5o. 38,8 

9.55,2 

1 1 .4457, 6 

M. 

8.40.45,4 

8i,3 

j  s. 

14. 49. IJ, 6 

9.57,0 

11.44.58,5 

M. 

8.42. 1 5, 2 

81,1 

r" 

i4  47.38,8 

9.54,0 

I I .44  57,0 

i  M. 

8.43.45,0 

80 , 9 

s. 

2.46.  9,6 

I 

9.54,6 

4.44.57,3 

M. 

8.45.11,6 

80,7 

1  S' 

444.38,8 

9.5o,4 

11.44.55,2 

Matin. 

Rarom.  =  a8P,ao8. 
Therm.  de  Réau- 

mur  =  -i-  6°. 


Barom.  =  a8P,iG 
Therm.  =+9°  (R). 


Moyen,  de  tous  les  midis approch.m  i  44-55,86 —  temps  approch.  du  passage. 
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On  voit  par  ce  tableau  que  l’époque  moyenne  des  observations  du 

matin  est .  T  =  8h4om 

celle  des  observations  du  soir .  T'  =  i4.5o. 

Ainsi  temps  écoulé  entre  ces  deux  époques 

ou .  T'  —  T  =  6hiom 

demi-intervalle .  t  =s  3.  5  =  3h,o8. 

angle  horaire . .  1 5 1  —  46°  1 5'. 

Et  la  Connaissance  des  Temps  donne  pour  la  déclinaison  australe 

du  Soleil  à  midi .  D"  =  iiq5o'6" 

variation  diurne . .  dD  =  1271". 


On  a  donc  tout  ce  qu’il  faut  pour  calculer  la  correction  du  midi,  par 
la  formule  (3);  on  trouvera ,  en  observant  la  règle  des  signes  énoncée  à 
l’article  294, 

correction  du  midi .  =  —  *9*44 

mais 

midi  approché .  =  nh44ra55,8o 

donc 

heure  vraie  du  passage .  =  1 1 .44  •  36,36. 

300.  Dans  l’explication  de  la  méthode  des  hauteurs  correspondantes, 
nous  avons  tacitement  supposé  que  les  réfractions  à  hauteurs  appa¬ 
rentes  égales,  pour  les  époques  du  matin  et  du  soir,  étaient  elles-mêmes 
égales ,  quoique  cela  n’ait  pas  toujours  lieu.  Par  exemple,  dans  les  ob¬ 
servations  rapportées  ci-dessus,  le  baromètre  et  le  thermomètre  an¬ 
noncent  que  l’état  de  l’atmosphère  11’était  pas  précisément  le  même  après 
comme  avant  midi.  Les  astronomes  ont  néanmoins  rarement  égard  à 
l’effet  que  peut  produire  sur  la  correction  du  midi  une  petite  variation 
dans  la  réfraction  ;  mais  si  l’on  voulait  calculer  cette  correction  en  toute 
rigueur,  il  n’est  pas  difficile  de  s’assurer  que  l’on  aurait,  en  faisant  va¬ 
rier  la  distance  zénithale  apparente  N  (art.  294), 


cor.  du  midi  = 


dS  sinN 


3o.  cos  H  cosD  sin 


(750  (tan8  D"cot  1 5<  -  SI)  »  W) 


formule  dans  laquelle  d N  doit  être  exprimée  en  secondes  de 
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Soient  donc /  la  réfraction  du  matin  ,r'  celle  du  soir  supposée  plus  faible  ; 
on  aura  é/N  =  r  —  r';  par  conséquent,  dans  ce  cas,  //N  sera  positive. 
On  conçoit  bien  en  effet  que  l’angle  horaire  du  soir  a  été  plus  petit  que 
celui  du  matin  ,  si  la  réfraction  s’est  trouvée  plus  forte  à  cette  première 
époque  qu’à  la  seconde. 

DEUXIÈME  MÉTHODE. 


Par  les  hauteurs  absolues  du  Soleil. 

301.  Ce  n’est  ordinairement  que  quand  le  ciel  est  sans  nuages, 
que  l’on  est  sûr  du  succès  de  la  méthode  précédente;  mais  lorsque  le 
temps  est  variable,  il  vaut  mieux  regler  sa  pendule  par  les  hauteurs 
absolues.  Cette  méthode  consisteà  prendre  plusieurs  distances  zénithales 
du  Soleil  avant  ou  après  midi ,  pour  en  déduire  1  heure  de  1  observation, 
et  par  suite  le  retard  ou  l’avance  de  la  pendule  ;  mais  il  faut  alors  con¬ 
naître  assez  exactement  la  latitude  du  lieu  de  1  observation. 

Supposons,  par  exemple,  qu’ après  six  répétitions  faites  le  premier 
avril  1804,  à  43°  17'  de  latitude  nord,  et  par  4o°i5'  de  longitude  occi¬ 
dentale,  l’arc  parcouru  par  la  lunette  supérieure  du  cercle  soit  de  46aK; 
le  sixième  de  cet  arc  =  77*  sera  la  mesure  de  la  distance  apparente  du 
centre  du  Soleil  au  zénith.  Supposons  de  plus,  que  le  milieu  entre  les 
six  temps  donnés  par  la  pendule  soit  de  4'  1 2mios. 

On  sait  que  la  distance  vraie  d’un  astre  au  zénith  est  égale  à  sa  dis¬ 
tance  apparente,  plus  la  réfraction  ,  moins  la  parallaxe  (art.  256  .  Or, 
la  distance  apparente  du  centre  du  Soleil  au  zénith,  réduite  en  degrés 
sexagésimaux ,  est  de .  69°  18  o 

La  réfraction  moyenne  corrigée  de  la  tempéra-  \ 
ture ,  par  le  procédé  de  l’article 251,  est  supposée  / 
de . a'3o",a5  \  -h  o.  a.aa  ,o5 

La  parallaxe  du  Soleil,  pour  le  premier  1 

avril ,  et  à  20°|de  hauteur,  est  (Tab.  X)  —  8,2  J _ _ _ 

Donc  la  distance  vraie  du  centre  du  Soleil  au 

zénith . . -  69°»o'»î",o5 

O»  calculera  ensuite,  par  la  méthode  de  1  art.  — oî),  la  déclinaison 
du  Soleil  pour  le  jour,  l’heure  et  le  lieu  de  1  observation. 

II.  .l8 
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Déclinaison  du  Soleil  pour  le  premier  avril  1804  à  midi , 


à  Paris . ^  4°34  2  5 

Déclinaison  pour  le  2 . *  4«57-3o 


Changement  en  déclinaison  ,  pour  il\  heures .  o'’23mi59 

Le  ier  avril,  à  4hi2,nios  du  soir,  par  4o°i5'  de  longitude  occidentale, 
répond  au  ier  avril  à  6h53mio9  comptées  à  Paris;  ainsi  la  partie  propor¬ 
tionnelle  en  déclinaison  pour  ce  temps . =  6'4o",2 

Ajoutant  la  déclinaison  du  ier  avril,  on  aura,  pour  la 
déclinaison  boréale  cherchée .  4  41'  3  ,2 

Cela  posé,  dans  le  triangle  sphérique  PZS  ( fig .  16)  on  connaît, 
i°  ZP,  ou  le  complément  de  la  latitude;  20  ZS,  ou  la  distance  vraie  du 
centre  dti  Soleil  au  zénith;  3°  enfin  PS,  distance  de  l’astre  au  pôle 
arctique,  ou  le  complément  de  sa  déclinaison. 

L’angle  horaire  P  s’obtiendra  donc  par  la  formule  de  l’art.  74  (voyez 
d’ailleurs  l’article  suivant). 

Calcul  de  l’angle  horaire. 

Distance  vraie  du  centre  du  Soleil  au  zénith  =  69°  20'  ?.a7/o5 

Complément  de  la  latitude . =  46-43-  °>°°  c.sin=  o,i37885a 

Distance  polaire  de  l’astre . =  85.i8.54,8o  c.sin  =  o,ooi4534 

Somme.  .  .  .  201  “22'  i6"85 

j somme.  .  .  100. 4i*  8,4? 

isom.-compl.  latitude .  53.38.  8,42  ..  sin=  9,9077869 

j-som. — compl.  déclinaison .  i5.22.i3,62  ..  sin  =  9,4?334?3 

19,4704678 
logsin|P=  g,7352339 
ainsi  7  P  =  32°55'3o",5 . 


L'angle  horaire  ZPS  est  donc  de  65°5i'i"  =  4V3ra24%o6t‘‘m«,svrai- 

mais  la  pendule  marquait .  4- 12.10 

donc  au  moment  de  l’observation,  elle  retar¬ 
dait  sur  le  Soleil,  de .  ohnm249,o6 


Maintenant,  voici  le  calcul  qu’il  faut  effectuer  pour  connaître  la 
marche  de  la  pendule  par  rapport  au  temps  moyen. 
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L’heure  vraie  ou  apparente  pour  le  méridien  et  le  moment  de  1  ob¬ 
servation  ,  était .  4ba3ma4%o6 

Ajoutant  la  différence  des  méridiens .  2.41 

on  a  l’heure  vraie  que  l’on  comptait  à  Paris  au  même 

instant,  le  ier avril  1804 .  7h  4“24%°6 

Le  temps  moy.  au  midi  vrai  le  Ier  avril  1804  à  Paris  =  oh  3m57s,  2 

Le  temps  moyen ,  idem ,  pour  le  2 . =  o.  3.  38  ,  8 

Différence  en  24  heures.  .  .  —  18%  4 

Ainsi,  pour  le  Ier  avril  1804,  à  7h4m24%ob  du  soir,  l’équation  du 

temps  est.  .  .' .  oh  3“5i%8o 

Ajoutant  l’heure  de  l’observation ,  temps  vrai.  .  .  4-23.  24  ,06 

on  a  pour  le  temps  moyen .  4h27m  !5%86 

(  Si  cette  somme  surpassait  1 2h,  on  en  ôterait  1 2  430111’  avoir  le  temps 
moyen.  ) 

Mais  la  pendule  marquait .  4-12-  10 

donc  elle  retardait  sur  le  temps  moyen,  de .  ohi5m  5S,86 


Après  avoir  pareillement  calculé  l’heure  vraie,  à  l’aide  des  hauteurs 
absolues  du  Soleil  prises  dans  le  même  lieu  à  une  autre  époque,  on 
déterminera,  comme  ci-dessus ,  l’avance  ou  le  retard  de  la  pendule, 
par  rapport  au  temps  moyen;  et  de  là  on  conclura  aisément  l’avance 
ou  le  retard,  dans  l’intervalle  de  ces  mêmes  observations.  Divisant 
ensuite  ce  dernier  résultat  par  le  nombre  des  heures  moyennes  qui  se 
sont  écoulées  depuis  une  époque  jusqu’à  l’autre,  le  quotient  sera  la 
quantité  dont  la  pendule  avance  ou  retarde  par  heure ,  sur  le  temps 
moyen .  On  voit  présentement  ce  qu’il  faut  faire  pour  régler  une  pendule 
sur  le  moyen  mouvement  du  Soleil ,  afin  de  la  rendre  utile  aux  usages 
de  la  société;  mais  en  Astronomie,  il  n’est  pas  absolument  nécessaire 
qu’elle  soit  réglée  ainsi  ;  il  suffit  au  contraire  que  l’on  sache  exactement 
de  combien  elle  avance  ou  retarde  sur  le  temps  apparent,  ou  sur  le 
temps  moyen,  ou  enfin  sur  le  temps  sidéral. 

302.  Quoique  le  calcul  précédent  puisse  suffire  pour  fixer  le  lecteur 
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dans  Ja  pratique  de  la  méthode  exposée,  voici  cependant  le  tableau 
complet  des  observations  et  calculs  des  hauteurs  absolues  du  Soleil , 
pour  le  1 4  et  le  1 5  décembre  1 8 1 3.  Ces  hauteurs ,  ou  plutôt  c<*s  distances 
zénithales  ont  été  prises  à  l’Observatoire  du  Dépôt  de  la  Guerre,  avec 
un  cercle  à  niveau  mobile;  et  pour  mesurer  le  temps  on  s’est  servi 
d’une  pendule  de  Berthoud. 


DISTANCES  ZÉNITHALES  ABSOLUES  DU  SOLEIL, 

P  OCR  DÉTERMINER  J.E  TEMPS. 


>4  décembre  i Si 3  après  midi, 
observation  du  centre. 


NOMBRE 

des 

observations. 

ARC  PARCOURE 

sur 

le  limbe. 

temps 

de  la 
pendule. 

NOMBRE 

des 

observations. 

ARC  PARCOORU 

sur 

le  limbe. 

TEMPS 

de 

la  pendule. 

I 

a 

3 

4 

départ. 

08 

13.14 

i$.3i  ,5 
i5  39 

Les  nuages  on  t 
interrompu  la- 
série. 

2 

3 

4 

5 

6 

départ. 

3328,820 

2h58m3os 

3.  0.  29 

1.  42 

2.  58 

5.  i3 

6.  27 

3486,278 

8876,260 

Barom. 

3486,278 

Som.  i5mi2*,5 

Barom.  28P 

5446,44° 

Som.i8hi5maos 

Therm.-i-20,66R 

Arc  moyen 

Époque  moyenne 

Thcrm .  -+-  3°  R 

Arc  moyen 

Époq.  moyenne 

=876,0695 

=  2t,i3m48s,i 

=  926,406666 

=  3h2m33s,33 

=78°j4'i5",i8 

ou  temps  astro¬ 

=  83°9'57ff,6 

ou  temps  astro¬ 

nomique. 

nomique. 

Le  id décembre  i8i3  après  midi, 
observation  du  centre. 


Latitude  H  =  48°5i'4o". 


Longitude  ouest  M  =  48  en  temps. 


Nota.  Lorsqu’on  observe  constamment  le  même  bord  du  Soleil,  il  faut  tenir  compte 
de  son  demi-diamètre,  dont  on  trouve  la  valeur  dans  la  Connaissance  des  Temps ,  livre 
auquel  nous  allons  avoir  recours  pour  calculer  la  réfraction  actuelle. 
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Calcul  de  V observation  du  il\ 


facteur  barométrique  =  0,9965 
facteur  thermométr.  =  1,026 

produit....  1,0224 
réfraction  moyenne  276", 38 

produit  ou  réfr.  vraie  =  -I- 

dist.  zénit.  appar.  S=  78°2i'.45, 18 

demi-diamètre  du  ©=  0 


décl.du01ei4déc.àmidi  d=  23°i3'53" 
idem . Iei5 . idem  d'  —  23. 17.1 5 

variation  en  24** . . .  u  =  3'  22" 

24h  :  temps  astr.ztM  :  :  u\  x=  18", 7 


somme.  .  .  . 
parallaxe  de  haut. .  . 
dist.  zénith,  vraie  du 
centre . N  = 


’j8n26,2rj"']5 
—  8,46 

78026'i9"29 


3' 22" 

18", 

■77 

23°  1 3' 53, 

00 

23.14.1ij 

>77 

1 1 3. 1 4- 1 1 j 

77 

41.  8.20, 

00 

78.26. 19, 

^9 

232.48.51, 

06 

I  l6°24'25/ 

1 1 3. 1 4* 1 1 

,8 

3.io.i3 

>7 

ÿ  S  =  h6°24,25',5 
—  C  —  41-  8.20,0 
R  =  75.16.  5,5 

Évaluant  maintenant  la  formule 

.  ,  /sinRsinR' 

sm4P  =  V  .  „  ■  .  y 
2  V  sinCsinA 


log  sin  R  =  9,9854834 
log  sin  R'  =  8,7427800 
c.  log  sin  C=  0,1818490 
c.  log  sin  A  =  0,0367396 

somme  ou  log  sin2|P  =  18,9468520 
demi-somme  ou  log  sin  \  P  =  9,4734260  ;  de  là  \  P  =  1 7°  1 8'  1 8'  ,02 

angle  horaire  P  =  34-36.36  ,04 
en  temps.  .  .  T  =  2hi8m26%4 

L’angle  horaire  est  ici  le  temps  astronomique,  parce  que  l’observation 
est  faite  après  midi.  Dans  le  cas  contraire,  le  complément  de  cet  angle 
à  24''  serait  le  temps  astronomique. 
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Cherchons  maintenant  le  temps  moyen  de  l’observation. 


Équation  du  temps  le  i4  décembre  à  midi  Q  =  o'1  5m  5% 3 
idem . le  1 5 . Q'  =  4*36  ,3 


Variation  diurne . 

.  .  .  v  = 

29,0 

24'  :T-^m  ::  v: . 

...  y  =  o11 

0 

B 

W» 

Ci 

Équation  du  temps . 

•  •  •  Q  =  0. 

5.  5 ,3o 

Équation  du  temps  actuelle . 

.  .  q  =  ob 

5n‘  2s,5i 

Temps  vrai  de  l’observation . 

...  T  =  2. 

18. 26,, 40 

Temps  moyen  de  l’obser\ation.  .  .  . 

i3m23s,89 

Heure  de  la  pendule . 

.  .  .  .  2. 

1 3. 4b  ,  10 

Correction  ou  avance  absolue  de  la  pendule  =  —  24  ,2 1 

Calculant  de  la  même  manière  l’observation  du  i5  ,  on  trouve 

Temps  vrai  de  l’observation .  3h6m4i%7 

Équation  du  temps .  —  4-  32  ,5 

Temps  moyen .  3.2.  9,2 

Heure  de  la  pendule .  3.2.  33  ,3 

Corr.,  ou  avance  absolue  de  la  pendule.  .  —  24%  1 

Dans  l’intervalle  des  deux  observations,  qui  est  de  241  49"1  temps 
moyen ,  la  pendule  n’a  retardé  que  de  os,i  ;  ainsi  son  retard  diurne,  ou 
en  24b  solaires  moyennes,  était  seulement  de  0*509.  Une  quantité  si 
petite,  et  dont  on  ne  peut  répondre,  permet  de  regarder  cette  pendule 
comme  bien  réglée. 

Il  résulte  de  là,  que  puisque  le  temps  moyen  au  midi 


vrai  le  i5 . —  1  il,55m2  3%7 

et  que  l’avance  absolue  de  la  pendule . =  >4  ,1 

le  midi  vrai  à  cette  pendule  eut  lieu  le  même  jour  à.  .  .  1 1 . 55 .  47  ? 8 

Pareillement  le  midi  vrai  le  14  fut  annoncé  à.  .  .  .  1  i.55.i8 , 9 

Ainsi  l’avance  de  la  pendule  en  24‘‘  solaires  vraies.  .  =  29%  i 

C’est  ce  qu’on  nomme  avance  relative. 
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TROISIÈME  MÉTHODE. 

Par  l’observation  des  étoiles. 

303.  Lamarche  de  l’horloge,  relativement  au  premier  mobile,  ou 
aux  étoiles  dont  les  retours  aux  méridiens  sont  égaux ,  se  détermine 
de  la  même  manière  que  par  rapport  au  Soleil.  Si,  par  exemple,  on 
observe,  à  la  même  hauteur  sur  l’horizon  ,  une  étoile  fixe,  avant  et 
apres  son  passage  au  méridien,  le  milieu  entre  les  temps  des  observa¬ 
tions  correspondantes  sera  l’heure  que  l’horloge  marquait  à  l’instant 
du  passage.  Si  le  lendemain  on  observe  encore  cette  étoile,  on  saura  a 
quelle  heure  elle  se  sera  retrouvée  dans  le  méridien  ;  par  conséquent 
on  connaîtra  si  l’horloge  suit  exactement  le  mouvement  diurne  du 
ciel ,  ou  de  combien  elle  avance  ou  retarde  en  heures  sidérales.  Dans 
ce  dernier  cas,  on  abaissera  ou  l’on  élèvera  la  lentille  du  pendule, 
afin  de  faire  retarder  ou  avancer  l’horloge;  et  l’on  s’assurera,  par 
d’autres  hauteurs  correspondantes,  prises  à  différentes  époques, 
s’il  est  encore  nécessaire  de  changer  la  durée  des  oscillations  du  pen¬ 
dule. 

Il  convient,  pour  faire  usage  de  la  méthode  d’observation  actuelle, 
de  choisir  une  des  étoiles  qui  passent  au  méridien  pendant  la  nuit,  et 
c  est  de  quoi  l’on  s’assure  en  calculant  l’heure  approchée  de  ce  passage , 
comme  nous  l’avons  enseigné  (art.  24o  .  Il  faut  aussi,  pour  que  l’é¬ 
toile  paraisse  animée  d’un  mouvement  fort  sensible,  qu’elle  soit  ob¬ 
servée  loin  du  méridien  et  dans  le  voisinage  du  premier  vertical  ; 
pourvu  toutefois  qu’elle  soit  un  peu  élevée  au-dessus  de  l’horizon, 
afin  d’éviter  les  erreurs  qui  pourraient  résidter  des  variaticms  de  la 
réfraction  dans  les  basses  régions  de  l’atmosphère.  Enfin ,  s’il  arrivait 
que  l’état  de  l’atmosphère  fût  différent,  aux  deux  époques  des  obser¬ 
vations  correspondantes,  il  serait  nécessaire  de  faire,  à  l'heure  du 
passage  donné  parla  pendule,  la  correction  dépendante  du  ^baromètre 
«t  du  thermomètre  (art.  500  '. 

On  règle  encore  une  horloge  sur  le  temps  sidéral ,  par  la  méthode 
des  hauteurs  absolues  d’une  étoile  :  pour  cet  effet,  l’on  calcule,  comme 
*1  est  dit  à  l’art.  391,  l’angle  horaire  de  l’étoile,  à  l’aide  de  sa  déclinai- 
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son  apparente,  de 'sa  distance  au  zénith  et  de  la  latitude  du  lieu  supposée 
bien  connue  ;  mais  ici  la  distance  vraie  au  zénith  est  seulement  égale  à  la 
distance  apparente,  plus  la  réfraction,  puisque  la  parallaxe  est  sensi¬ 
blement  nulle. 

L’angle  horaire  de  l’étoile  étant  trouvé,  on  le  convertira  en  temps,  à 
raison  de  i5°  par  heure,  et  le  résultat  exprimera  des  heures  sidérales  : 
on  saura  donc  sur-le-champ  de  combien  l’horloge  avance  ou  retarde  sur 
l’étoile,  au  moment  de  l’observation. 

Supposons,  par  exemple,  qu’un  certain  jour  avant  le  passage  de 
l’étoile  au  méridien,  l’angle  horaire  réduit  en  temps  ait  donné  2hi4m24% 
au  moment  où  la  pendule  marquait  3hi5m3o*  :  cette  pendule  avançait 
donc,  sur  l’étoile,  de  ihira6s.  Supposons  encore  que  le  lendemain, 
après  le  retour  de  la  même  étoile  au  méridien ,  l’angle  horaire  ait  été 
trouvé  de  4h8mos,  lorsque  la  pendule  marquait  5h9m;  donc  au  moment 
de  la  seconde  observation  la  pendule  n’était  en  avance  que  de  ihim  sur  le 
temps  sidéral;  donc  elle  retardait  de  6*  dans  l’intervalle  de  3oh22m24% 
ou  de  -fa  de  seconde  par  heure. 

304.  Pour  achever  d’éclaircir  cette  méthode,  nous  allons  rapporter 
le  calcul  des  observations  de  distances  zénithales  absolues  de  Sirius 
ou  a  du  grand  Chien ,  faites  au  Dépôt  de  la  Guerre  le  18  février  181 1 , 
vers  6h  \  du  soir  avant  le  passage.  Toutefois  ces  observations  ne  doivent 
pas  être  regardées  comme  très-concluantes,  parce  que  l’étoile  était  trop 
près  du  méridien. 
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■■  . - 

TEMPS 

du  chronomètre. 

ANGLE 

multiple. 

ANGLE 

simple. 

6h  25m4os  1 86a' 
26.3o. 18 

27 .40. IO 

28.30. 14 

29.10.17 

29.50.18  [ 

30.20.19  1 

3 1 . 3o .  6  ' 

32.  0.27 
32.40.12  1 

771  *,36367 

1 

77*,  1 36367 

[  69°25'2i",8 
=  Z 

6h29m29s,36  =  époque  moyenne. 

Nota.  5  battements  du  chronomètre  font  2S. 

ÉLÉMENTS 

du 

calcul  de  l’angle  horaire. 


Baromètre . .  =  28?°  2U*. 
Thermomèt.  =  -|-  4°  (R.), 
Latitude  H..  =48°5i'43,/, 
Longit.  ouest  =  4*  (en  temps). 

Position  moyenne  de  l’étoile  au 
ier  janvier  181 1 . 

ji  =  6h36m49*>33  selon  Maskeline, 
D  =  i6°27'53",5  selon  Piazzi , 
Q=  iO'f29°o', 

Q  =  5.28.0. 


Par  les  Tables  de  M.  Largeteau  (art.  281),  on  a 
Asc.  dr.  moyenne  6l,36ni498>33  Décl.  moyenne 
Variât.  (18  févr.)  -h  o  ,35  Variation. 


Aberration.  .  .  . 

Nutation . 

Constante . 

M  apparente.  .  . 

OU  TEMPS  SIDÉRAL 


H-  6,l4 

■+*  4  >98 

—  10 ,00 


Aberration.  . 
Nutation.  .  . 
Constante.  . 


i6°27,53",5 
25  ,6 

34  ,4 

T9  9 1 
—  1.  o 

=  i60a8'i2',6  (A 


6h36m5os,8o  D  apparente. 

Dist.  polaire 

du  passage  au  méridien.  apparente  A  =  io6°a8'ia'  ,6. 

Type  du  calcul  de  l’angle  horaire  P. 

distance  zénith,  observée  Z  =  69°a5'ai",8 

réfraction  -h  2.37  ,4 
distance  zénithale  vraie  N  =  69°a7'  59", 2 
distance  polaire  A  =  106.a8.12  ,6 
colatitude 90  —  H  —  l\\.  8. i7  >o 
7  somme.  .  .  .  21-7.  4-2^  >8 

{somme.  .  .  .  io8.3a.i4  »4  -  •  io8.3a.i4,4 

-106.28.12,6  -  4i»  8.i7,o 

R  =  a0  4'  i",8,R'=  67. 23.57,4. 

l9 


II. 
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sinR  =  8,5571207 
sinR'  =  9,9652983 
c.  sin  A  —  0,0181961  ^ 

c.  sin(9o  —  H)  =  0,1 81 8562 

somme.  .  .  18,7224713 

£  somme.  .  .  9,361 2356  =  logsini  P; 

delà  ±V=  1 3°  16' 54%  2 

angle  horaire  P  =  26.33.48,4 

angle  horaire  en  temps  =  —  ih46mi58,23 
asc.  dr.  apparente  =  -h  6.36.  5o  ,80 

temps  sidéral  de  l’observation  4h5oni35s  ,57 
temps  de  la  pendille  6.29.  29  ,36 

avance  absolue  =  1 1,38m53s  ,79 

Au  moment  de  l’observation, 

distance  de  l’équinoxe  au  O  -h  ih54m239,65 
temps  sidéral  H-  4*5o.  35  ,57 

temps  vrai  6.44*59,22 

temps  de  la  pendule  6.29.  29  ,36 

retardabsolu  0.15.29,86. 

Comme  maintenant  les  tables  de  la  Connaissance  des  Temps  11e 
donnent  plus  la  distance  de  l’équinoxe  à  midi  vrai,  il  faut  alors  con¬ 
vertir,  par  le  second  procédé  de  l’art.  245,  le  temps  sidéral  en  temps 
moyen .  puis  ajouter  avec  son  signe  l’équation  du  temps  pour  avoir  le 
temps  vrai. 

505.  Lorsqu’une  pendule  est  exactement  réglée  sur  le  temps  sidéral 
elle  marque  ohomos  à  l’instant  où  le  point  équinoxial  du  printemps 
entre  dans  le  méridien,  ou,  ce  qui  est  de  même,  elle  donne  en  temps, 
l’ascension  droite  apparente  de  tout  astre  au  moment  où  il  est  à  son 
point  culminant,  c’est-à-dire  à  sa  plus  grande  élévation  au-dessus  de 
l’horizon. 

11  résulte  de  là  un  moyen  très-simple  de  faire  marquer  à  la  pen¬ 
dule  réglée  sur  les  fixes,  ohoraos,  lorsque  l’équinoxe  vernal  passe  au 
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méridien;  car  si,  avec  une  lunette  méridienne,  l’on  observe  une  étoile 
lors  de  sa  culmination,  et  que  l’on  mette  en  même  temps  le  balancier 
de  la  pendule  en  mouvement ,  les  aiguilles  du  cadran  étant  préalable¬ 
ment  fixées  sur  l’heure,  la  minute  et  la  seconde  données  par  l’ascen¬ 
sion  droite  de  l’étoile;  cette  pendule  sera  réglée  comme  on  le  désirait. 

Supposons  maintenant  que  le  i5  février  1840  une  pendule  réglée 
sur  le  temps  sidéral  marquait  à  midi  vrai  2  ih52ra48s,5  ;  on  demande  son 
avance  ou  son  retard  à  cette  époque. 

D’après  la  Connaissance  des  Temps  de  cette  année-là,  le  temps 
moyen  au  midi  vrai  =  ohi4m3o“,  c’est-à-dire  que  le  Soleil  moyen  pré¬ 
cédait  le  Soleil  vrai;  ainsi  quand  le  premier  est  entré  dans  le  méridien , 
le  second  n’y  est  arrivé  que  i4m3osplus  tard,  et  pendant  cette  courte 
durée  l’ascension  droite  du  O  vrai  à  midi  moyen  s’est  accrue  de  2% 35, 
puisque  sa  variation  diurne  est  de  3m53s,39  ou  sa  variation  horaire  de 
9% 72.  On  a  donc 

temps  de  la  pendule  sidérale  à  midi  vrai.  .  .  2ih5am48%5o 

asc.  dr.  O  vr.  idem ,  2ih52m45%2i  -+-  a%35  =  21. 5a.  47*56 
Avance  de  la  pendule  sur  le  temps  sidéral .  o  ,94 

A  défaut  de  lunette  méridienne  pour  savoir  l’ heure,  on  aura  recours 
à  la  méthode  des  hauteurs  absolues  ou  correspondantes  du  Soleil  ou 
des  étoiles.  Supposons,  dans  cette  circonstance,  que  le  midi  vrai  ou 
apparent  arrive  un  certain  jour  à  ioh4im3o8  en  temps  de  l'horloge 
réglée  sur  les  fixes,  et  que  l’ascension  droite  du  Soleil ,  à  cette  époque, 
soit  de  6h20raios;  alors  l’horloge  aura  marqué  au  moment  du  midi, 
4h2im20s  de  plus  que  l’ascension  droite  du  Soleil.  Pour  la  retarder  de 
cette  quantité,  on  pourra  faire  marcher  un  compteur (*)  d’accord  avec 
elle;  ensuite,  l’on  comptera  les  secondes  qui  s’écoulent  du  moment 
où  l’on  arrêtera  le  pendule  de  l’horloge,  et  l’on  fera  rétrograder  les 
aiguilles  de  4hi9,n^os  seulement,  afin  d’avoir  tout  le  temps  de  faire  cette 
disposition;  enfin  ,  à  l’instant  où  les  120®  otées  de  41,2iIU20s  expireront 

(*)  Le  compteur  est  une  petite  pendule  qui  sonne  et  marque  les  secondes  seulement  ; 
il  est  surtout  utile  quand  on  est  oblige  de  faire  des  observations  astronomiques  un  peu 
loin  de  l’horloge. 
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sur  le  compteur,  on  remettra  le  pendule  en  mouvement  :  par  ce  moyen 
la  présence  du  point  équinoxial  au  milieu  du  ciel ,  sera,  à  l’avenir,  annon¬ 
cée  par  l’horloge  à  obo”o!,  ou  ,  ce  qui  est  de  même,  à  iah.  néanmoins 
on  ne  pourra  se  dispenser  de  vérifier  de  nouveau  la  marche  de  l’hor¬ 
loge,  lorsqu’il  s’agira,  par  la  suite,  de  faire  des  observations  impor¬ 
tantes;  d’abord  parce  que  l’ascension  droite  apparente  des  étodes 
change  peu  à  peu,  en  vertu  du  mouvement  des  équinoxes  sur  1  éclip¬ 
tique,  de  la  nutation  et  de  l’aberration  (art.  54  et  suivants);  ensuite, 
parce  que  la  marche  de  l’horloge  pourrait  avoir  été  altérée  par  quel¬ 
ques  causes  physiques  qui  ne  seraient  point  décélées,  ou  dont  il  serait 
impossible  d’évaluer  les  effets. 

Les  opérations  précédentes  peuvent  être  récapitulées  et  abrégées 
ainsi  qu’il  suit  : 

i°.  Pour  régler  une  pendule  sur  le  temps  sidéral  par  le  Soleil,  pre¬ 
nez  des  hauteurs  absolues  du  Soleil  trois  ôu  quatre  heures  avant  ou 
après  midi;  calculez  l’angle  horaire  (art.  501);  cherchez  dans  la  Con¬ 
naissance  des  Temps  l’ascension  droite  du  Soleil  pour  l’instant  de  vos 
observations;  alors  le  temps  sidéral  sera,  en  désignant  par  /h  l’ascen¬ 
sion  droite  du  Soleil  Téduit  en  temps, 

(/R  0  zp  P), 

P  étant  l’angle  horaire  compté  de  midi. 

Soit  T  le  temps  de  la  pendule  pour  1  instant  de  1  observation , 

(Æ.  O  +  P)  ~  T 

sera  la  correction  de  la  pendule.  Si  l’observation  est  faite  avant  midi ,  le 

temps  sidéral . .  (Æ\.  O  —  P) 

et  après  midi,  ce  temps.  .  . . *  •  =  O  P  • 

En  répétant  les  mêmes  opérations  plusieurs  jours  de  suite ,  vous 
saurez  si  la  marche  de  la  pendule  est  trop  lente  ou  trop  rapide. 

Par  les  étoiles;  prenez  des  hauteurs  d’une  étoile,  et  calculez 
l’ anale  horaire  comme  ci-dessus,  après  avoir  cherché  la  déclinaison 
apparente  de  l’étoile  par  le  procédé  de  l’art  281. 

Soient  toujours  P  l’angle  horaire  trouve,  et  1  ascension  droite 
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apparente  de  l’étoile ,  pour  le  jour  de  l’observation  ,  art.  284  ,  ou  ,  ce 
qui  est  de  même ,  l’heure  sidérale  de  son  passage  au  méridien.  Cela  pos<  , 
si  les  hauteurs  ont  été  prises  à  l’orient,  le  temps  sidéral  =  iR  ^  —  R)- 
Si  au  contraire  elles  ont  été  prises  à  1  occident ,  le 

temps  sidéral . =(;R^r  *  1 

Soit  T  le  temps  de  la  pendule , 

(  A\  'jîr  qi  P  )  T 


sera  ce  qu’il  faut  ajouter  au  temps  T  pour  avoir  le  temps  sidéral. 

Ces  opérations,  faites  plusieurs  jours  de  suite,  montreront  si  la 
marche  de  la  pendule  est  trop  lente  ou  trop  rapide;  et  il  est  évident 
que,  par  cette  méthode,  comme  par  la  précédente,  le  mouvement  de 
la  pendule  est  comparé  à  celui  du  point  équinoxial. 

Si  dans  un  observatoire  stable  on  observe  à  la  lunette  méridienne  , 
le  Soleil  à  midi  vrai ,  en  tenant  compte  de  l’heure  à  la  pendule  sidé¬ 
rale,  et  qu’on  veuille  régler  un  chronomètre  sur  le  temps  moyen ,  on 


opérera  ainsi  qu’il  suit  : 

Le  16  octobre  i84^,  lors  de  la  comparaison  des  deux  instruments, 
le  chronomètre  marquait  ioh46m35s,  et  la  pendule  sidérale  indi- 


A  midi  vrai  cette  pendule  marquait.  . 
Temps  sidéral  écoulé  jusqu’à  midi  vr. 
Correction,  d’après  la  table  IV.  .  . 
Temps  moyen  écoulé  jusqu’à  midi  vrai 

Temps  moyen  à  midi  vrai . 

Temps  moyen  lors  de  la  comparaison 
Mais  le  chronomètre  marquait  alors.  . 

Donc  il  retardait  sur  le  temps  moy.  de 


1 21'  39,u258,53 


i3.38. 

i5 ,53 

58" 

'5os,oo 

- 

9^64 

-  ol58" 

•40% 36 

+  i  t-45. 

4o  ,83 

io,’47i 

n  o%47 

10.46 

.  35  ,00 

o” 

n25s,47 

Nous  supposons  la  pendule  sidérale  exactement  réglée;  autrement 
il  faudrait  avoir  égard  à  sa  marche  diurne  dans  l'intervalle  de  midi  a 
l’heure  de  sa  comparaison  avec  le  chronomètre,  ce  qui  ni  piesenti 
aucune  difficulté.  Nous  supposons  en  outre  que  cette  comparaison  a 
été  faite  avant  midi,  et  voilà  pourquoi  le  temps  moyen  écou  <  <  st  *pus 
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tractif  :  il  serait  évidemment  additif  si  la  comparaison  dont  il  s’agit 
était  faite  après  midi. 

* 

Remarques  sur  la  méthode  des  hauteurs  absolues. 


306.  Il  n’est  pas  inutile  d’apprécier  le  degré  d’exactitude  que  l’on 
peut  obtenir  dans  le  calcul  du  temps  absolu.  Or,  dans  le  triangle  sphé¬ 
rique  ZPS  [Jig.  16),  on  a 

cosZS  =  cos  ZP  cos  SP  -+-  sin  ZP  sin  SP  cos  P, 
ou,  d’apres  la  notation  adoptée  dans  l’art.  302, 

cos  N  =  cos  C  cos  A  -+-  sin  C  sin  A  cos  P. 


Différenciant,  en  faisant  seulement  varier  la  distance  zénithale  N  et 
l’angle  horaire  P,  il  vient 

_  rfN  sin  N 

sin  C  sin  A  , sin  P  ’ 


mais  le  même  triangle  donne,  en  désignant  par  A  l’azimut  de  l’astre, 


donc 


sin  N  sin  A 

sin  P  sin  A  ’ 


dP  = 


_ 

sin  C  sin  A  ’ 


Il  résulte  de  là  que,  pour  une  même'  valeur  de  dN,  la  variation  dP 
d’angle  horaire  sera  d’autant  plus  petite  que  sin  A  sera  plus  grand.  Mais 
cette  derniere  quantité  atteint  son  maximum  quand  l’azimut  A  =  90°. 
Par  conséquent,  l’instant  le  plus  favorable  à  la  détermination  de 
l’angle  horaire  a  lieu  lorsque  l’astre  est  dans  le  premier  vertical ,  et 
qu’il  a  d’ailleurs  un  mouvement  rapide.  Il  n’est  pas  toujours  possible 
de  profiter  de  cet  instant;  mais  en  choisissant  un  astre  qui  ait  une  petite 
déclinaison  et  qui  soit  éloigné  d’environ  45°  du  méridien ,  il  donnera 
l’heure  avec  précision. 
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La  formule  différentielle  précédente,  en  l’écrivant  ainsi , 

d N  ==  dV  sin  A  sin  C, 

donne  en  outre  la  démonstration  du  principe  sur  lequel  est  fondée  la 
méthode  d’observation  actuelle ,  savoir  :  que  les  hauteurs  d’un  astre 
prises  loin  du  méridien  croissent  proportionnellement  au  temps ,  et 
qu’ainsi  la  moyenne  de  ces  hauteurs  correspond  exactement  à  l’é¬ 
poque  moyenne.  En  effet,  lorsque  sin  A  diffère  peu  de  l’unité  et  que  la 
série  est  de  courte  durée,  comme  de  8  à  io  minutes,  la  variation  qu’il 
éprouve  n’a  pas  d’influence  sensible  sur  la  valeur  du  facteur  sin  A  sin  C  ; 
ou,  ce  qui  est  de  même,  la  variation  en  hauteur  rfN  croît  propor¬ 
tionnellement  au  temps  dV.  Mais  lorsque  sin  A  est  très-petit,  la  va¬ 
leur  de  <7N  augmente  comme  le  carré  du  temps,  puisque,  dans  ce 
cas,  A  est  proportionnel  à  P.  En  général ,  pour  connaître  la  durée 
qu’on  pourra  donner  à  une  série  de  hauteurs  ou  de  distances  zéni¬ 
thales  d’un  astre,  on  calculera  d’abord  par  la  formule  rigoureuse 

_  cos  N  —  cos  A  cos  C 

COS  P  ==  - - , 

sin  A  sin  C 

la  valeur  de  P  correspondante  à  la  valeur  moyenne  de  N;  puis,  faisant 
varier  P  de  la  moitié  de  l’intervalle  de  cette  série ,  on  déterminera  N' 
par  cette  autre  formule  rigoureuse, 

cos  N'  =  cosP' sin  AsinC  -4-  cosAcosC, 

P'  désignant  le  nouvel  angle  horaire:  on  aura,  par  ce  moyen, 
N'  —  N  =  d  N.  Ensuite,  on  calculera  dN  par  la  formule  approchée  ci- 
dessus,  en  prenant  pour  P  et  N  leurs  valeurs  moyennes,  et  s’il  ar¬ 
rive  que  ces  deux  valeurs  s’accordent  à  de  seconde  près^on  sera 
en  droit  de  considérer  la  distance  moyenne,  lue  sur  le  limbe,  comme 
correspondante  à  l’époque  moyenne  des  observations. 

307.  Quand  on  veut  obtenir  le  temps  vrai  avec  une  grande  pré¬ 
cision,  par  des  distances  zénithales  observées  avec  le  cercle  de  Borda , 
on  groupe  les  observations  de  deux  en  deux,  afin  d’avoir  une  distance 
moyenne  et  un  temps  moyen  arithmétique  entre  ceux  des  deux  temps 
donnés  par  la  pendule;  ensuite  on  détermine  l’heure  vraie  corrrspon- 


j  5s  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

dante  et  la  correction  de  la  pendule ,  comme  nous  venons  de  l'ensei¬ 
gner.  Cette  méthode  se  présente  naturellement  à  l’esprit,  et  elle  a 
l’avantage,  malgré  sa  longueur,  défaire  juger  tout  d’abord'tle  la  jus¬ 
tesse  des  résultats  partiels.  Par  exemple,  si  Ton  a  fait  dix  observations 
conjuguées,  on  aura  dix  corrections  de  la  pendule,  dont  le  milieu  sera 
la  correction  pour  l’instant  moyen  entre  toutes  les  observations;  et  à 
moins  d’erreurs  de  calcul ,  ces  dix  corrections  partielles  suivront  la 
marche  connue  de  la  pendule,  c’est-à-dire  qu’elles  croîtront  ou  dimi¬ 
nueront  si  la  pendule  avance  ou  retarde;  qu’ elles  seront  constantes, 
si  la  pendule  est  exactement  réglée  sur  l’astre. 

11  faut  toutefois  faire  abstraction  des  petites  discordances  dues  aux 
observations,  car  on  estime  difficilement  l’instant  précis  du  contact 
dans  une  lunette  qui  grossit  peu;  d’ailleurs  le  mouvement  de  l’astre 
dans  le  sens  vertical  étant  bien  plus  lent  que  le  passage  par  les  bis 
d’une  lunette  méridienne,  il  est  rare  qu’on  puisse  connaître  le  temps 
plus  exactement  qu’à  la  seconde. 

Ces  discordances  ne  viennent  pas  seulement  de  l’incertitude  sur  le 
temps  du  contact;  quelques-unes  résultent  en  partie  des  erreurs  de  la 
division ,  surtout  vers  le  commencement  d’une  série.  Mais  si  une  double 
distance  se  trouve  trop  grande,  la  suivante  sera  très-probablement 
trop  faible,  et  l’on  aura  lieu  d’espérer  que  l’erreur  disparaîtra  presque 
entièrement  du  résultat. 

Telles  sont  en  substance  les  remarques  mêmes  de  Delambre,  sur  la 
méthode  actuelle,  dont  il  a  été  fait  un  fréquent  usage  dans  la  mesure 
delà  méridienne  ( Connaissance  des  Temps  pour  1820,  page  358). 
Mais  ce  savant  astronome  s’est  aperçu  qu’il  pouvait  souvent  se  per¬ 
mettre  de  réunir  les  observations  quatre  à  quatre,  sans  craindre  de 
commettre  une  erreur  qui  passât  un  dixième  de  seconde  de  temps, 
et  que  même  en  partageant  quelquefois  vingt  observations  en  deux 
groupes  de  six  et  en  deux  autres  de  quatre,  les  discordances  étaient 
encore  d’ut*  ordre  inférieur  aux  erreurs  de  l’observation.  Nous  nous 
appuyons  de  son  autorité,  pour  prouver  combien  Ton  doit  être  scru¬ 
puleux  dans  le  calcul  des  observations  astronomiques  faites  avec  le 
cercle  de  Borda. 

508.  Parmi  les  moyens  qu’on  a  proposés  pour  réduire  toutes  les 
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distances  observées,  au  temps  qui  tient  le  milieu  entre  tous  les  temps 
de  la  pendule ,  il  en  est  un  remarquable  par  son  élégance  et  sa  simpli¬ 
cité;  c  est  celui  que  M.  Soldner  a  décrit  dans  les  Éphéfnérides  de  Berlin 
pour  1818.  Le  voici  : 

Soient  H  la  hauteur  du  pôle,  D  la  déclinaison ,  P  l’angle  horaire,  en¬ 
fin  N  la  distance  zénithale  :  on  aura  généralement 

(i)  cosN  =  cosP  cosH  cosD  -+-  sinH  sinD. 


Si  1  on  suppose  que  la  variable  N  reçoive  un  accroissement  quel¬ 
conque  c?N,  1  angle  horaire  P,  qui  est  fonction  de  cette  variable, 
augmentera  de  e?P.  Quant  aux  quantités  H  et  D,  nous  les  considére¬ 
rons  comme  constantes,  quoique  dans  la  réalité  D  varie  tant  soit  peu 
pendant  la  durée  d’une  série;  mais  si,  en  partant  de  l’époque  moyenne, 
il  arrive  que  la  variation  en  déclinaison,  dans  la  première  moitié  de 
la  série,  donne  un  résultat  trop  fort,  elle  en  donnera  un  trop  faible 
dans  la  seconde  moitié;  on  doit  donc  compter  sur  une  compensation 
suffisamment  exacte  à  cet  égard.  Or,  par  le  théorème  de  Taylor,  on  a 
généralement 


dN=:^<JP  +  —  — 

</P  rfP2  I  .  2 


*n«  i)  ”)"■  6tC.  « 

d  P3  i.2.3 


et  à  chaque  distance  zénithale  correspondra  une  série  toute  semblable. 

Admettons  maintenant  qu’aux  angles  horaires  observés  P',  P", 
P  correspondent  les  distances  zénithales  N',  N",  N",...,  N  ") , 

et  que  P  soit  l’angle  horaire  moyen  auquel  correspond  la  distance  zé¬ 
nithale  N.  Supposons  en  outre  que  l’on  ait 


P'  =  P  +  <JP',  P"  =  P  H-  *P",  P'"  =  P  -h  etc., 
N'  =  N  -h  <W,  N"  =  N  -h  <>N",  N'"  =  N  -h  <?N'",  etc.; 


alors ,  à  cause  de 

P  _  P'  -h  P"  -h  P*  -h  . 

. .  poo 

et  de 

n 

n_N'  +  N"  +  N"'  -h  . . 

,  .  Nv« 

II. 


20 


1 54  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

n  étant  le  nombre  des  observations,  il  est  évident  qu’en  prénant  P  pour 
l’angle  horaire  moyen ,  l’on  a 

p  —  •  -H-*P("?  _  p  y  £P 

n  n  ' 

et  par  conséquent  =  o,  1  étant  le  signe  d’une  somme. 

Par  la  même  raison,  si  l’on  désigne  par  G  la  somme  des  distances 
zénithales  observées,  la  moyenne  de  ces  distances  sera 

G  N'  -+-N,/  4-  N** .  .  .  __  ^  <îN 

-  = - —  n  h- y — , 

n  n  *—*  n  1 


c’est-à-dire  que  y  -jj-  sera  la  correction  à  faire  à  la  distance  moyenne 

donnée  par  l’observation  pour  répondre  précisément  à  l’angle  horaire  P 
ou  au  milieu  de  l’intervalle.  Ainsi,  en  bornant  la  série  précédente  (a) au 
terme  du  deuxième  ordre,  ce  qui  est  toujours  suffisant,  on  a  simple¬ 
ment 


ou  ,  faisant  —  =  z ,  on  a  enfin 

7  n 


d'is 

rfP2  2à\  2/ï  > 


(3) 


„  d2 N  2sin2-7<îP 


puisqu’ à  très-peu  près-|^P2  =  asin^^P-  • 

Il  s’agit  actuellement  d’avoir  l’expression  du  coefficient  différentiel 
du  second  ordre,  en  fonction  des  données  du  problème;  or,  en  diffé- 
rentiant  deux  fois  de  suite  l’équation  (i)  ci-dessus,  on  a 


d  N  _  sin  P  cos  H  cos  D 
dV  sinN  * 

d2  N  cosPcosHcosD  cos  N  sin  P  cos  H  cos  D  rfN 

rfP*  sin  N  sin2  N  '  dV 


n  d  N  d  N2 

=  cotP  .  -J5  —  c°tN  .  —, 


et  par  conséquent,  en  fonction  du  coefficient  différentiel  du  premier 


ordre , 

(3') 
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N  =  *-(cotP.^-cotNg)2 


dNJ\ 


On  fera  donc  usage,  pour  calculer  le  temps  vrai,  de  la  distance  zé¬ 
nithale  N  qui  avait  lieu  à  l’instant  moyen  entre  ceux  qu’a  marqués  la 
pendule;  après  quoi  l’on  aura  la  correction  de  cette  péndule,  c’est-à- 
dire  la  différence  du  temps  vrai  de  l’observation  à  l’époque  moyenne 
qu’elle  a  indiquée. 

Quant  à  déterminer  la  somme  ^  (  “^7^")  »  c’est  ce  qui  se  fera  à 

l’aide  de  la  table  XVI ,  dont  nous  expliquerons  la  formation ,  en  par¬ 
lant  des  observations  de  latitude.  Nous  ferons  remarquer  seulement, 
quant  à  présent,  que  les  c^P  en  temps  s’obtiennent  en  prenant  la  diffé¬ 
rence  de  l’instant  moyen  des  observations  à  chacun  des  instants  ob¬ 
servés. 

Une  autre  manière  de  procéder,  selon  M.  Soldner,  est  de  calculer 
l’angle  horaire  d’après  les  trois  données  ^-  =  z,  D  et  H ,  la  déclinaison 
D  étant  toujours  celle  qui  correspond  au  milieu  de  la  série;  mais  cet 
angle  horaire ,  que  nous  appellerons  P,,  n’étant  qu’approché,  et  sa  va¬ 
leur  déduite  de  z  étant  alors  trop  grande,  on  aura  plus  exactement 


P  =  P,  —  </P  =  P,  — 


d  N  sinlN 

sin  P  cos  D  cos  H  ’ 


en  vertu  de  ce  qui  précède.  De  plus,  d  N  représentant  ici 

y,  <m  _  d SP' 
n  dP2  ‘xn  9 

il  n’est  pas  difficile  de  voir  qu’en  dernière  analyse 
(4)  rfP  =  -  (cotP  -  COIN )2 


La  correction  du  temps  approché  sera  donc^.  Il  faut,  dans  le  calcul 

de  cette  dernière  formule,  faire  attention  au  signe  des  lignes  trigono- 
mé  triques. 
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APPLICATION. 

Je  choisirai  pour  exemple  une  des  séries  de  distances  zénithales  du 
centre  du  Soleil,  que  je  pris  en  1822  avec  un  très-bon  cercle  de  Rei- 
chenbach,  à  niveau  mobile,  dans  la  ville  d’Étampes,  dont  la  latitude  , 
déduite  d’opéralions  géodésiques  liées  au  Panthéon ,  est  de  48°26'  1  o"=H, 
et  la  longitude  ouest  de  42*  de  temps. 


Observations  du  soir le  10  août  1822. 


ANGLES  MULTIPLES. 

ANGLES  SIMPLES. 

départ. 

4h  5m39*,2 

5 I 2e 870 

Peu  de  vent. 

6.54,4 

Nuages  par  intervalle. 

8.48,2 

■Baromèt.=oro,7557. 

9.54,4 

Therm.  libre  àl’ombre 

1 1 . 10,0 

=  24°, 5  centigrades. 

i3.44,4 

9i8>7i6 

60*51' 36", 8 

16.27,4 

17.46,2 

19.  9,6 

20.56,2 

22.21 ,8 

H  =12.  23.24,4 

I 336,205 

61.45.  o,45 

Époq. moy.4-  I4*4I  ,33 

De  là  l’angle  observé ,  déduit  de  1 2  observât. ,  N,„  =  6i°45'  o",45 

Réfraction .  H_  1.41  ,83 

Parallaxe .  _  7  ,58 

Distance  zénithale  géocen trique  N,  =  6i°46'34  >7° 


Avant  d’appliquer  à  la  distance  zénithale  la  correction 


Æ  N  ___ 

Zd  n 


rf’N  ^i2sinJ7<îP 
dP?  2mi  n  sin  1"  ’ 
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on  formera  le  tableau  suivant  : 


TEMPS  DU  CHRONOMÈTRE. 

ANGLES  HORAIRES 

«JP. 

FACTEURS 

"  (table  XVI). 

sim"  ' 

4h  5“39s 

_  9»  2S 

l6os,2 

6.54 

7-47 

1 18,9 

8.48 

5.53 

68,0 

9.54 

4-47 

44.9 

1 1 . 10 

3.3i 

24,3 

.3.44 

o.57 

.,8 

16.27 

-h  1-46 

6,1 

17.46 

3.  5 

.8, 7 

l9- 10 

4.29 

39,5 

20.56 

6. .5 

76,7 

22.22 

7.41 

.i5,9 

23.24 

8.43 

i49>2 

Époq.  moy.4  •  14.4. 

Somme. 

....  8a4,=.=y2S“'^P. 

Sin  I 

Dans  ce  tableau,  la  somme  des  c^P  négatifs  diffère  de  2S  de  celle 
des  c^P  positifs,  parce  que  les  fractions  de  seconde,  qui  ne  sont  ici  d’au¬ 
cune  importance,  ont  été  négligées;  et  les  facteurs  correspondants  à  ces 
angles  horaires  ont  été  trouvés  à  l’aide  de  la  table  XVI ,  partie. 

Il  reste  encore,  pour  évaluer  les  coefficients  différentiels^,^-  a 

déterminer  approximativement  l’angle  horaire  moyen  P ,  et  à  calculer 
la  déclinaison  correspondante  du  Soleil.  Or,  on  savait  déjà  quele  chro¬ 
nomètre  retardait  à  peu  près  de  4ra43s  sur  le  temps  vrai  ;  partant 


Époque  moyenne . 4l'14ni4l%3 

Retard  approché . H-  4-43 


Angle  horaire  approché  P  =  2hi9m24s  =  64°5i'. 

Calculant  donc  la  déclinaison  du  Soleil  pour  cette  heure-là ,  a  l’aide 
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de  la  Connaissance  des  Temps ,  et  tenant  compte  des  différences  se¬ 
condes  (art.  240),  on  obtiendra  D  =  i5°38'i8",9. 

Maintenant ,  si  l’on  prend  pour  valeur  deN  celle  de  l’angle  mpyen  N, 
qui  en  diffère  fort  peu,  on  aura,  en  procédant  par  les  logà  5  décimales, 


sin  P  =  9,95674 
cos  H  =  9,82181 
cosD  =  9,98361 
c.  sin  N,  =  0,05498 

)°g^  =  9>8,714  + 

COt  P  —  9,67163 

9.603) 

c.  log  12  =  8,92082  ; 

1,32562  4- 

=  4-21", 17 

-i5  ,88 


log^=  9.634^8- 
cot  N,  =  9*72978 

9,364o6  — 
.  i,83685 


1,20001  — 
=  — 15",88 


Correction  +  5",  29 

Distance  zénithale  géocentrique . =  6i°46'34".7o 

Correction.  ...  —  5  *29 

Distance  zénith,  corresp.  à  l’angle  hor.  P.  .  .  N  =  6i°46'29%4i 


Calculant  ensuite  cet  angle  horaire  P  comme  précédemment,  il 
viendra 

log  sin|P  =  9,7294891  =  32°26'2o",i; 


de  là  P.=  64°52'4o",2 

temps  vrai  4hi9m3o%66 
temps  du chronom.  4-I4*4I>33 
retard  absolu  -h  4m49%33 


temps  vrai  4'T9m3o8,66 
équat.  du  temps  4-5.  5  ,08 

temps  moyen  4*24.  35  ,74 
temps  du  chronom.  4- 1 4*  4 1  >33 

retard  absolu  4- 9ra54s,4i 
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Si  l’on  eût  calculé  l’angle  horaire  P  en  négligeant  la  correction  de 
distance  zénithale  —  5", 29,  on  aurait  trouvé  P  =  64°52'48"=  4h  1  9“3i%  2, 
c’est-à-dire  o%54  de  plus;  telle **est  aussi  la  valeur  de  rifP  donnée  par  la 
formule  (4)  divisée  par  1 5  pour  la  réduire  en  temps. 

309.  Delambre  compare  numériquement  la  méthode  ordinaire  à 
celle  de  M.  Soldner,  et  fait  voir  qu’il  est  presque  aussi  simple  et  tout 
aussi  exact  de  conclure  la  correction  moyenne  de  la  pendule  des  résul¬ 
tats  partiels  fournis  par  les  observations  groupées  quatre  à  quatre. 

Par  exemple,  l’heure  moyenne  entre  vingt  observations  s’est  trouvée 
de  3'  38m36%95  dans  un  lieu  dont  la  distance  du  pôle  au  zénith  est 
de  390io'2o",i;  la  distance  zénithale  moyenne  du  O,  corrigée  de  la 
réfraction  et  de  la  parallaxe,  de  5 1 0 1 4'7 ' ;  la  déclinaison  du  Soleil 
pour  l’instant  moyen,  de  a i°26'4o";  d’où  il  est  aisé  de  conclure,  par 
la  méthode  de  l’art.  301 ,  que  l’heure  correspondante  à  la  distance 


moyenne  était .  31,36ra38s,i3 

mais  l’heure  moyenne  de  la  pendule  était .  3.38.  36  ,95 

donc  la  correction  résultante  serait .  1 . 58  ,82 


En  réunissant  les  observations  quatre  à  quatre,  on  a  eu  ces  résultats 
partiels  : 


NOMBRE 

des 

observât. 

MOYENNES 
des  temps 
de  la  pendule. 

DISTANCE 

zénithale 

réduite. 

DISTANCE 

polaire  0. 

TEMPS 

vrai. 

CORRECTION 

de  la 
pendule. 

4-... 

3h25m3os,g 

49°  7'49"  5 

68°  W  *5"  .2 

3h23m3os,7 

—  2!  0"  y2 

4-  ... 

32.  6,1 

5o .  7.20  ,*o 

68.33.22,6 

3.3o.  5,o 

—  2.1,1 

4-... 

38.2i,5 

5i .  4 •  20,6- 

68.33.2o,o  ; 

3.36. 19,2 

— *2.2,3 

4-... 

45.  1,6 

52.  5.53,8 

68.33.17,5 

3.43.  0,4 

—  2.1,2 

4.... 

52.  4,6 

53.li.  6,3 

68.33.4,5 

3 . 5o .  2,9 

—  2.1,7 

20 

Correction 

moyenne. .  . . 

—  2.1,3 

U  résulte  de  là  que  la  correction  moyenne  de  la  pendule,  corres¬ 
pondante  à  son  heure  moyenne ,  est  plus  exactement  de  2,uts, 3.  Ainsi, 
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dans  Je  cas  actuel ,  les  vingt  observations  réunies  en  un  seul  groupe 
produiraient  2S,5  d’erreur.  En  calculant  meme  les  observations  deux  à 
deux,  pour  resserrer  davantage  les  intervalles,  on  aurait,1* pour  cor¬ 
rection  de  la  pendule,  2mis,  55.  La  formule  de  M.  Soldner  donne  ce 
dernier  résultat  à  ^de  seconde  près. 

Pour  réduire  les  corrections  partielles  à  l’époque  du  milieu  de  la  série, 
il  faut  faire  attention  que  la  pendule  avançait  de  is,67  par  heure  sur  le 
temps  vrai.  Or,  de  l’époque  moyenne  des  vingt  observations  à  l’époque 
moyenne  des  quatre  premières,  il  s’est  écoulé  i3m7s,43  =  1 3m, i ;  on 
dira  donc 

60“*  :  1*567  :  :  i3m,i  :  x  —  o%3. 

Telle  est  l’avance  de  la  pendule  pendant  i3“,  1.  D’après  cela,  les  cinq 
corrections  partielles  précédentes,  réduites  à  l’époque  moyenne  de  la 
série,  seront 

— 

—  2.1  ,3 

—  2. 2  ,3 

—  2. 1  ,0. 

•  —  2.  1  ,3 

Correction  moyenne  —  2mi%3 

Le  Mémoire  de  Delambre  contient  beaucoup  d’autres  détails  que 
nous  nous  dispenserons  de  rapporter  ici  (voyez  la  Connaissance  des 
Temps  de  1820);  mais  il  est  une  remarque  essentielle  que  cet  astro¬ 
nome  n’a  pas  faite,  c’est  que  pour  avoir  rigoureusement  le  temps 
absolu  par  la  méthode  actuelle,  il  faut  non-seulement  procéder  comme 
on  l’a  expliqué  ci-dessus ,  mais  en  outre  s’affranchir  de  l’erreur  qui 
peut  affecter  la  distance  zénithale  observée,  par  suite  de  celle  du  cercle 
répétiteur  (art.  120):  or  on  atteindra  ce  second  but,  quelle  que  soit 
la  cause  de  cette  erreur,  supposée  constante  pour  les  mêmes  distances 
zénithales,  en  observant  le  même  astre  avant  et  après  son  passage  au 
méridien,  et  à  la  même  distance  de  ce  plan.  En  effet,  si  la  pendule  est 
préalablement  assez  bien  réglée  sur  le  temps  sidéral,  l’intervalle  T'— T 
des  observations  a  très -peu  près  correspondantes  sera  exactement 
donné  par  celui  qui  s’est  écoulé  sur  cette  pendule.  Ainsi ,  en  appelant  m 
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Ce  seconc^  intervalle,  et  a  1  erreur  de  l’angle  horaire  produite  par  l’er- 
eur  constante  de  1  instrument,  par  JR  le  temps  sidéral  du  passage  de 

e,a"  muidienî  °n  aura  respectivement ,  pour  les  temps  sidéraux 
e  a  première  et  de  la  seconde  observation , 


d’où 


T  =  JR  -  P  _  T'=A  +  P'.+  a 


et  par  conséquent 


Si  I  erreur  a  est  positive,  comme  nous  venons  de  le  supposer,  les 
distances  zénithales  mesurées  Z,  Z',  et  au  moyen  desquelles  on  a  cal¬ 
cule  les  angles  horaires  P,  P',  ont  été  trouvées  trop  petites  d’une  quan- 

renr  n  T  '  Sj’f'tNd’évaluer-  °r-  °n  »  en  général  cette  formule  diffé- 
rentielle  (art.  306), 

^2  ^ ^  cos  ^  cos  D  sin  P 

.  sinZ  9 


dans  laquelle  H  exprime  la  latitude  de  la  station,  et  D  la  déclinaison 
joreale  de  1  astre.  11  sera  donc  facile  de  connaître  l’erreur  constante  d'L 
du  cercle  répétiteur,  correspondante  à  la  distance  zénithale  Z,  et  due 
a  erreur  «P  =  a  de  l’angle  horaire.  Toutefois  cette  erreur  dZ  serait 
donnée  d  une  maniéré  plus  précise  et  plus  directe  par  la  latitude  ter¬ 
restre,  déterminée  au  moyen  d’observations  d’étoiles  situées  au  nord 
et  au  sud  du  zénith,  et  à  peu  prés  à  la  même  distance  de  ce  point 
(art.  314).  _  r 


La  connaissance  exacte  du  temps  absolu  aux  extrémités  d’un  arc 
de  parallèle  dont  on  cherche  l’amplitude  astronomique,  est  si  impor¬ 
tante,  qu  il  est  indispensable,  à  défaut  de  lunette  méridienne,  de  re 
courir  a  cette  méthode  des  observations  correspondantes,  et  de  faire 
en  outre  usage  du  meme  catalogue  d’étoiles ,  tel  que  celui  de  Maskelyne , 
°u  de  Bessel ,  ou  de  Pond.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  sujet. 
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* 

CHAPITRE  IY. 

DES  OBSERVATIONS  ET  DU  CALCUL  DES  LATITUDES. 


510.  La  latitude  d’un  lieu  terrestre,  ou  la  hauteur  du  pôle,  se  dé¬ 
termine  par  des  hauteurs  du  Soleil  ou  des  étoiles;  mais  on  choisit  ordi¬ 
nairement,  pour  faire  ces  observations,  une  des  étoiles  circom polaires; 
parce  que  si,  pendant  une  longue  nuit,  on  observe  sa  plus  grande  et 
sa  plus  petite  hauteur,  c’est-à-dire  ses  deux  passages  au  méridien ,  la 
demi-somme  de  ces  hauteurs,  diminuées  chacune  delà  réfraction,  sera 
la  hauteur  du  pôle  cherchée. 

La  méthode  actuelle  suppose  que  l’on  a  invariablement  fixé  un 
grand  quart  de  cercle  dans  le  plan  du  méridien,  en  l’adossant  contre 
une  muraille,  instrument  que  l’on  nomme  pour  cette  raison  un  mural  : 
mais  les  ingénieurs-géographes  étant  obligés  d’observer  dans  des  lieux 
où  il  serait  souvent  fort  difficile  et  très  dispendieux  de  faire  établir  un 
pareil  instrument,  se  servent  plus  commodément  du  cercle  répétiteur, 
qui  a  d’ailleurs  l’avantage  exclusif  de  donner,  par  des  observations 
multipliées  et  dans  une  seule  nuit,  la  latitude  avec  une  très-grande 
précision.  A  la  vérité,  les  distances  au  zénith  observées  avec  ce  cercle 
ne  sont  pas  prises  dans  le  plan  du  méridien;  mais  on  les  y  réduit  par 
la  méthode  suivante. 

Correction  des  distances  au  zénith ,  observées  près  du  méridien. 

Soient  Z  Jig.  17)  le  zénith  de  l’observateur,  P  le  pôle,  E  l’étoile 
supposée  très-près  du  méridien  ZP;  PE  sera  la  distance  de  l’étoile  au 
pôle,  ou  le  complément  de  sa  déclinaison,  ZE  sa  distance  au  zénith 
observée. 

Prenons  Pe  =  PE,  Ze  sera  la  distance  au  zénith  telle  quelle  aurait. 
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été  observée  dans  le  méridien;  et  comme,  pour  le  cas  de  la  figure, 
ZE  >  Ze,  soit  ZE  =  Ze  +  x. 

D’ailleurs 

Ze  =  ZP  —  PE  =  (iQ  —  H)  —  (iQ  —  D)  =  D  —  H, 

D  étant  la  déclinaison  de  l’étoile  E,  et  H  la  latitude  du  lieu  Z;  donc 
ZE  =  D  —  H  -h  x. 

Remarquons  maintenant  que  le  triangle  sphérique  ZPE  donne 

çosZE  ±=  cos  PE  cosPZ  -+-  sinPE  sin  PZ  cos  P, 
ou 

cos(D  —  H  x)  =  sinDsinH  -+-  cos  D  cos  H  cosP; 
mais  à  cause  de  cos  P  =1—2  sin24-P,  on  aura 

cos(D  —  H  -+-  x)  =  sinD  sinH  -h  cosD  cosH  —  2CosD  cosH  sin2-|P. 
ou  bien 

cos(D  —  H  -1-  j?)  =  cos(D  —  H  )  —  2c os  D  cos  H  sin 2  -i-  P. 

Soient,  pour  abréger,  —  scosDcosH sin2|P  =  q  et  D  —  H  =  A;  on 
aura 

(i)  cos(A  -h  x)  —  cosA  =  q. 

Parmi  les  méthodes  propres  à  fournir  la  valeur  de  x ,  nous  cboi 
sirons  celle  de  1  art.  102,  qui  est  applicable  en  cette  circonstance, 
puisque  q  est  fonction  .de  x,  et  que  ces  deux  quantités  s’évanouissent 
en  même  teriips.  Il  s’agit  donc,  dans  la  série 


de  remplacer  les  coefficients  différentiels  déduits  de  la  relation  ,  1 
Or,  en  général 

_ _ I  d'x  _  dq  COS  (  A  +  ■*■)  _  cot  (A 

dq  sin  (A  -hjr)’  dq *  sin’ (A  4-  x)  -  ~~  siBï(A-ex), 
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Mais  ici  ces  valeurs  devant  correspondre  à  x  =  o,  on  a,  en  s’arrêtant 
au  coefficient  différentiel  du  second  ordre, 

(d*\  i  -  1 

\dq)  sinA  sin  (  D  —  H  )  * 

/d2x\  _  —  cotA  __  —  cot(D  —  H) 

\dq2)  sin2 A  sin2 ( D  —  H)  ’ 

et  par  conséquent  en  secondes  de  degré , 

=  asin’ÿPcosPcosH  _  ^  (,) 

sin(D  —  H)sini"  2  Lsm(D  —  H)sini  J  •  v 


Le  second  terme  se  calcule  facilement  à  l’aide  du  premier,  qui  le  plus 
souvent  suffit. 

A  la  seule  inspection  de  la  figure,  on  voit  que  la  valeur  de  x,  don¬ 
née  par  la  formule  ci-dessus,  se  retranche  de  la  distance  observée, 
quand  l’étoile  passe  entre  le  pôle  P  et  le  zénith  Z  ;  ainsi  l’on  aZe=ZE  —x. 
Si  au  contraire  elle  passe  au-dessous  du  pôle,  la  valeur  de  x  conser¬ 
vera  les  signes  quelle  a  plus  haut;  mais  au  lieu  de  (D  —  H),  on  mettra 
(Dh-H),  parce  qu’alors  Ze  =  ZP  -h  PE  =  —  (I)  -h  H). 

Enfin,  si  l’étoile  passe  au  midi  du  zénith,  auquel  cas  Ze  =  PE  —  PL 

=  H _ D,  il  faudra  changer  les  signes  de  la  valeur  de  æ,  et  mettre 

H _ D  à  la  place  de  D  —  H;  ainsi  l’on  aurait,  pour  le  Soleil  comme 

pour  une  étoile, 


x  = 


2sin2^PcosD  cos  H 
sin  (H  — D)sin  i" 


2sin2  7  P  cos  D  cos  H~|  - 

sin  (H  —  D)sin  i"  J 


cot(H  — D)  sin 


0) 


en  ayant  cependant  le  soin  de  changer  le  signe  de  D  quand  la  décli¬ 
naison  de  l’astre  est  australe. 

Soit  que  l’on  ait  l’intention  de  calculer  directement  la  valeur  de  x , 
soit  que  l’on  veuille  former  des  tables  de  réduction  pour  les  étoiles 
observées,  il  faudra  connaître  à  fort  peu  près  la  latitude  du  lieu  Si 
donc  elle  ne  peut  être  conclue  des  opérations  géodésiques  (art.  192),  on 
considérera  les  distances  au  zénith  observées  à  l’orient  et  à  l’occident, 
et  fort  près  du  méridien,  comme  ayant  été  prises  dans  le  méridien 
même,  et  l’on  en  conclura  la  latitude  approchée  du  lieu. 
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Supposons,  par  exemple,  que  l’on  sache,  par  la  méthode  de  l'art.  281 

que  e  eure  1  étoile  polaire  passera  au  méridien  un  certain  jour,  et 
que  vers  1  instant  de  ses  passages  supérieur  et  inférieur  on  ait  observé 

LLT  ,Sta"CeS  ,a“  zénith’  ainsi  <l,,e  rétat  du  baromètre  et  du  ther¬ 
momètre,  on  aura  la  latitude  approchée  ainsi  qu’il  suit  : 


c  ,  .  Passage  supérieur.  Passage  inferieur 

Soit,  distance  apparente  au  zénith.  43»,798oi.  .  .  .  47«,6/(25o 

Refraction  vraie .  „  47  ’  ,  ;>0 

.  °  >q|495-  •  •  •  o, 01707 

on  aura,  distance  zénithale  vraie.  .  .  43*, 81296.  .  .  .  47*,65957 

donc,  demi-somme,  ou  distance  vraie  du  pèle  au  zénith. 
donc  enfin,  complém.  de  cette  demi-somme,  ou  latit.  54,76374 


31  î*  l:V  calcul  des  tables  Par  la  formule  donnée  plus  haut  est 
assez  facile;  car  sin’|P  et  sin*|P  étant  les  seules  quantités  variables, 

la  table  Iq“?  qUanid  °n  jUra  16  loSarithme  du  premier  nombre  de 
douta  “  °Santhn*es,  de  to,,s  les  ailtres  nombres  s’obtiendront  en 
ajoutant  successivement  les  différences  des  logarithmes  de  sin»*  P  et 

Prenons  pour  exemple  l’étoile  polaire  qui ,  comme  le  dit  Delambre 
semble  mer.ter  la  préférence  parmi  celles  que  l’on  peut  choisir  pour 
e  observations  de  la  hauteur  du  pôle.  On  déterminera  d’abord  la 
latitude  approchée  pour  le  lieu  de  l’observateur,  par  le  procédé  oré 

rïts»?  U  éClma,SO"  aPPa7nte  de  'étoile,  selon  la  méthode  de 
-  ,  pne  erreiH  c  e  quelques  secondes  sur  chacun  de  ces  élé¬ 
ments  n  est  d  aucune  conséquence. 


Supposons  que  la  latitude  H  =  46W40 

et  que  la  déclinaison  D  =  88.i3.3o 

on  aura  D  —  H  =  4a°  2'5 0 " 

D  +  H  =  i34.24.io . 45°3 5'5o  . 

Ensuite  le  calcul  des  facteurs  constants  de  la  formule  11)  se  fera  ainsi 
qu  il  suit  : 
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Passage  supérieur.  Passage  inférieur 


1.  2 

o,3oio3 

c.  sin  i" 

5,3x443 

n 

cosD 

8,491GI 

cosH 

9,84o37 

3, q4684  • 

.  3,94684 

c.  sin  (D  —  H) 

o 

Vj 

O 

c.  sin(D-bH)  0, 14604 

loga 

—  4?I2093 

loga  -4-  4,09288 

2  loga 

-+-  8,24l86 

2loga  —  8,18576 

logi 

9169897  . 

..........  9.69897 

1.  sin  i" 

4,68557  . 

cot(D  —  H) 

0,04484 

cot(D-hH)  —  9,99094 

logé 

-h  2,67124 

log  b  -h  2,56124. 

Il  ne  s’agit  plus,  pour  calculer  la  table  de  réduction,  tant  pour  le 
passage  supérieur  que  pour  le  passage  inférieur,  que  d’ajouter  succes¬ 
sivement  à  ces  logarithmes  constants  les  différences  logarithmiques 
desin2|P  et  de  sin4 1 P,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  observer,  et 
comme  on  peut  le  voir  par  l’exemple  de  ces  additions,  mis  à  côté  de 
la  table  XV,  2e  partie. 

Pour  le  passage  supérieur  la  réduction  est  soustractive,  parce  que 
le  second  terme,  quoique  positif,  est  toujours  plus  faible  que  le  pre¬ 
mier,  qui,  dans  le  cas  actuel,  est  négatif. 

Pour  le  passage  inférieur  le  premier  terme  est  positif,  et  le  se¬ 
cond  l’est  aussi,  parce  que  D  -h  H  est  toujours  plus  grand  que  9o°  : 
ainsi  la  réduction  est  additive. 

Quoique  pendant  l’observation  d’une  même  étoile,  la  déclinaison  D 
varie  par  la  précession ,  l’aberration  et  la  nutation,  l’on  peut  regarder 
cette  déclinaison  comme  constante,  dans  l’intervalle  de  trois  à  quatre 
mois;  mais  apres  ce  temps  il  faut  refaire  la  table,  ou  la  corriger  par  les 
formules  que  Delambre  a  données  (page  5o  de  son  Mémoire  cité). 

Ce  célèbre  astronome,  à  qui  appartient  la  méthode  précédente, 
prescrit  de  faire  pour  tout  l’intervalle  de  l’observation  d’une  même 
étoile,  un  tableau  qui  donne  de  dix  jours  en  dix  jours  la  position 
apparente  dè  l’étoile,  c’est-à-dire  son  ascension  droite  en  temps,  et 
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sa  distance  au  pôle  à  peu  près  connue,  affectées  l’une  et  l’autre  de  la 
précession ,  de  l’aberration  et  de  la  nutation  (art.  281).  On  conçoit  en 
effet  qu  avec  ce  secours  le  calcul  est  plus  facile  et  moins  sujet  à  erreur. 

On  évite  des  corrections  trop  fortes,  en  observant  peu  de  minutes 
avant  et  après  le  passage  au  méridien. 

Enfin  comme  l’image  d’une  étoile,  vue  dans  les  petites  lunettes,  pa¬ 
rait  être  accompagnée  de  rayons  irréguliers  qui  rendent  incertain  le 
véritable  centre  de  l’astre,  il  en  résulte  souvent  dans  les  latitudes  con¬ 
clues  de  plusieurs  séries  de  distances  zénithales,  des  anomalies  assez 
sensibles.  De  là  vient,  ditM.  Arago  (Conn.  des  Temps  de  1819,  p.  367  , 
que  1  étoile  pourra  ne  pas  avoir  la  même  forme  pour  tous  les  yeux 
Mais  dans  les  lunettes  à  fort  grossissement  l’image  de  l’étoile  se  con¬ 
centre  davantage,  et  quand  on  a  soin  de  ne  point  changer,  dans  tout  le 
cours  des  observations,  la  distance  de  l’objectif  à  l’oculaire,  on  a  bien 
moins  à  craindre  d’obtenir  des  résultats  discordants. 

312.  Il  n’est  pas  nécessaire  de  noter  chaque  distance  au  zénith, 
prise  avec  le  cercle  répétiteur,  parce  que  l’on  perdrait  un  temps  pré¬ 
cieux,  qu’il  convient  au  contraire  d’employer  à  multiplier  les  obser¬ 
vations  autant  que  possible,  sans  cependant  les  faire  avec  précipita¬ 
tion;  mais  l’on  tient  registre  des  instants  des  observations  données  par 
la  pendule  (art.  126),  afin  que  la  comparaison  de  ces  instants  avec 
l’heure  du  passage  de  l’étoile  au  méridien  (art.  281)  donne  les  angles 
horaires  P,  avec  lesquels  on  cherchera  dans  la  table  les  réductions 
correspondantes.  La  somme  de  toutes  ces  réductions,  divisée  par  le 
nombre  des  observations,  sera  la  réduction  moyenne  que  l’on  retran¬ 
chera  (pour  un  passage  supérieur)  de  la  moyenne  entre  toutes  les  dis¬ 
tances  observées,  c  est-à-dire  de  l’arc  total  parcouru,  divisé  par  le 
nombre  des  observations;  le  reste  sera  la  distance  apparence  telle 
qu  elle  aurait  ete  observée  au  méridien.  Ces  remarques  seront  mieux 
saisies,  si  Ion  jette  un  coup  d’œil  sur  le  tableau  suivant,  extrait  du 
Mémoire  cité  de  Delambre. 
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polaire.  Passage  supérieur,  u  décembre  1796. 

Ascension  droite  apparente.  .  .  .  oh5im55s 
La  pendule,  réglée  sur  le  temps 

sidéral  (art.  fl  et  303  ,  retardait  de  o.  1.  o  „  . 

,  '  Barom.  27P0  o1'» 

Passage  au  méridien ,  en  temps  de 

la  pendule .  o.  5o.55  Therm.  —  8° 


ARC  PARCOURU 

réduit  en 

degrés  sexagésimaux. 

INSTANTS 

des  observations 
donnés 

par  la  formule. 

ANGLES  HORAIRES 

en  temps. 

RÉDUCTION 

exprimée 

en  secondes  de  degré . 
(Table  XV,  2e  partie.) 

o°  0'  0" 

oh37m49s 

0h  ,  3m  gs 

—  io"78 

42.53 

8.  2 

4,06 

45.  8 

5.47 

2,11 

47.  s 

3.47 

OS91 

48.39 

2.l6 

0,32 

5o.  16 

().39 

o,o3 

.  52.33 

.1.38 

o,  16 

54.39 

3.44 

o 

00 

00 

56.35 

5.40 

2,o3 

58.55 

8.  0 

4,°3 

61.18 

10.23 

6>77 

5o4  26. 19,62 

63.49 

12.54 

10,46 

Somme  des  réductions .  —  4a  />54 

qu’il  faut  diviser  par  le  nombre  des  observations.  12 

Quotient .  —  3,545 

Distance  moyenne  au  zénith,  entre  les  12  observées.  42°  2/  i,635 

Distance  méridienne  apparente .  ^2.  1.58,090 

(Art.  883)  )  Réfraction  moyenne .  -h  5 1 , 020 

'  (  Correction  de  température .  +  3,5™ 


Distance  polaire. 


H-  3,570 
i.46.22,3io 


Hauteur  de  l’equateur,  ou  colatitude .  43  •  49 •  J4 , 99 

Latitude  d’Évaux .  46-10.45,01 
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Si  la  pendule  était  réglée  sur  le  moyen  mouvement  du  Soleil ,  il  fau¬ 
drait,  après  avoir  cherché  les  angles  horaires  comme  ci-dessus,  les 
augmenter  tous  à  raison  de  iospar  heure,  ou  de  is  pour  6m  (art.  14)  : 
cette  précision  sera  suffisante;  mais,  pour  plus  de  facilité,  on  réglera 
d  avance  la  pendule  sur  le  temps  sidéral ,  quand  on  devra  observer  des 
étoiles. 


313.  Pour  faire  connaître  la  manière  de  former  un  tableau  des  ré¬ 
sultats  d’un  passage,  nous  extrairons  de  la  Base  du  Système  métrique , 
le  suivant,  qui  est  relatif  au  passage  supérieur  de  la  Polaire,  observé  à 
Evaux,  l’un  des  points  de  la  Méridienne. 


1796  et  1797 

- 

LATITUDES 

simples. 

N. 

LATITUDES 

combinées. 

1 1  décembre .  .  . 

12 

46°  10'  45"  01 

12 

46°  1 0'  45”  0 1 

*4 . . 

28 

47,64 

40 

46,85 

t5 . 

24 

46,70 

64 

46,8o 

16 . 

4o 

42,75 

104 

45,24 

*7 . 

24 

46,71 

128 

45, 5i 

2  janvier . 

28 

42, 18 

i56 

44,92 

•7 . 

20 

4°,  29 

176 

44*39 

18 . 

24 

42,  o3 

200 

44>u 

21 . 

10 

39*89 

210 

43,9» 

Dans  ce  tableau,  la  colonne  intitulée  n  désigne  le  nombre  des  ob¬ 
servations  de  chaque  jour;  et  la  colonne  qui  suit  donne  les  résultats 
correspondants,  obtenus  par  la  méthode  précédente.  La  colonne  inti¬ 
tulée  N  indique  le  nombre  des  observations,  comme  si  elles  avaient  été 
laites  sans  interruption  ;  la  dernière  colonne  donne  les  latitudes  com¬ 
binées  ,  ou  les  latitudes  moyennes  correspondantes  aux  nombres  N , 
et  calculées  par  la  règle  de  l’art.  1 18.  Par  exemple,  le  1 1  décembre  , 
la  moyenne  de  12  observations  est  46°io'45",oi  ;  et  le  1 4  décembre, 
la  moyenne  de  28  observations  est  46°io'47",64.  Pour  avoir  le  ré¬ 
sultat  moyen  entre  les  4o  observations,  il  faudra,  d’après  l’article 
II. 
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cité,  et  en  ne  prenant  que  les  chiffres  qui  diffèrent  entre  eux,  écrire 
iax5tf,oi  +  28 X  7", 64  _  274 V4  —  g"  35 

12  +  28  —  4°  '  ’  *  , 

Il  suit  de  là  que  le  résultat  moyen  cherché  est  46°io'46",85  ,  comme 
on  le  voit  par  le  tableau  ci  dessus. 

314.  On  rend  la  latitude  indépendante  de  l’erreur  produite  par  celle 
qui  pourrait  affecter  là  déclinaison,  en  observant  les  deux  passages 
de  l’étoile;  et  Ton  obtient  par  ce  moyen  ses  deux  distances  vraies  au 
zénith,  dont  la  demi-somme  est  le  complément  de  la  latitude  (art.  310). 

En  effet ,  soient  H(m)  la  véritable  latitude  cherchée  ,  A  la  distance  po¬ 
laire  de  l’étoile,  déterminée  par  les  catalogues  (art.  281),  et  supposée 
trop  petite  de  la  quantité  Z(1)  la  distance  zénithale  méridienne,  lors 
du  passage  supérieur;  et  Z(î)  la  distance  zénithale  méridienne  lois  du 
passage  inférieur  ;  on  aura 

pour  le  passage  supérieur,  H(m)  —  90 — (Z(1)  +  À  +  jut) 
pour  le  passage  inférieur,  H(w)=  90  — (Z(î)  — A  —  jtx) 

somme .  2H(m:  =  ’  180  —  (Z(1) +Z(î)) 

{somme  ou  latitude  exacte,  H(w)  =  90  —  £(Z(0  +Z(1)). 

Dans  le  premier  cas,  la  latitude  approchée 

H(0  =  Hlfll)  +  p.  =  90  —  (Z(l)  +  A)  ; 

dans  le  second  cas ,  Ton  a 

H(J)  =  H{-|)  —  fi  =  90  —  (  Z(J)  —  A  )  ; 

de  là 

ainsi,  correction  de  distance  polaire 

#*=*(Hco  — Hw). 

Voici ,  pour  exemple ,  le  résumé  des  passages  de  la  Polaire ,  à  Évaux , 
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Par  a.°  observations  passée  supérieur,  H(1)  =  46°io'43",qi 
r4io  observations  passage  inférieur,  H(1)=  46.10.43  ,20 
620  observations,  milieu  ou  latitude  H  =  46. 10.43  ^555 
différence  (H(1)-H(1))=  +o,’7i 

i  différence  ou  correct,  de  distance  polaire  p=  +  0»)35 

a  dUonner?ara,SOn  Pare‘lle  d6S  paSSaSes  de  P  de  la  Petite  Ourse 
a  donne,  par  un  milieu  entre  55a  observations, 

H  =  46°io'43",io 
or,  par  la  Polaire  on  a  eu.  .  .  .  46.10.43  ,55 

Milieu  entre  1172  observations.  .  46. 10.43  ,32 
Réduction  au  clocher .  _  o  ’gg 

latitude  du  clocher  d’Évaux _ =  46°io'42",  44 

Cette  latitude  .  dépendante  seulement  d’observations  d’étoiles  situées 
d  un  meme  coté  du  zénith,  est  supposée  exempte  de  l’erreur  consterne 
du  cercle  répétiteur;  pareeque  d’autres  observations  de  ce  genre  faite! 
a  Pans  avec  le  même  instrument,  ont  conduit  aux  mêmes  résultats 
soit  en  observant  des  étoiles  au  midi  du  zénith,  soit  en  les  observant 
au  nord  de  ce  point. 

Mais,  nommons  Z  la  distance  méridienne  observée  d’une  étoile 
circoin polaire,  <JZ  l’erreur  de  cette  distance  due  à  celle  du  cercle, 

A  lad'Stance  polaire  apparentede  la  même  étoile  parfaitement*,,,  nue , 

périeiir  ’’  °D  exacte,nenl’  du  passage  su- 

h=9o°— (z  +  dz)— a. 

é,  f.Ppel°?S  Pareillement  Z'  la  distance  méridienne  observée  d’une 
les1  uc  e  au  sud  du  zénith ,  et  très-peu  différente  de  Z  ;  dans  ce  cas 
Z  sera  egalement  son  erreur;  et  si,  en  outre,  A' est  la  distance  polaire 
etoi  e  supposée  moindre  que  90°,  et  tirée  du  même  catalogue  que 
a  >  on  aura  encore  exactement 


H  =  90°  -+. (Z'  -+-  &Z )  —  A'; 
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or,  en  ajoutant  ces  deux  valeurs,  il  vient 

c’est-à-dire  une  latitude  absolue  ou  dégagée  de  l’erreur  de  l’instru¬ 
ment;  et  cette  erreur  a  généralement  pour  expression 


mais  à  Paris  &Z  s’est  trouvé  nul. 

Toutefois,  cette  latitude  absolue  paraît  être  influencée  par  une  attrac¬ 
tion  particulière  assez  énergique  pour  l’écarter  de  plusieurs  secondes  de 
celle  qui  se  manifesterait  sans  cette  cause  accidentelle ,  ainsi  que  De- 
lambre  Ta  remarqué  le  premier,  et  comme  on  le  verra  par  la  suite. 

La  détermination  exacte  des  latitudes  exige  que  nous  disions  encore 
un  mot  du  cercle  répétiteur.  Lorsque  la  lunette  supérieure  de  cet 
instrument  est  bien  équilibrée,  et  qu’il  y  a  néanmoins  un  peu  de  jeu 
dans  le  collet  qui  embrasse  Taxe  d’acier  autour  duquel  tourne  cette 
lunette,  il  en  résulte  que  les  distances  zénithales  sont  affectées  d’une 
erreur  dépendante  de  cette  cause.  On  conçoit  en  effet  que ,  dans  la 
seconde  observation  conjuguée ,  la  lunette  qui  se  trouve  renversée 
touche  Taxe  de  rotation  en  un  point  opposé  à  celui  où  elle  était  en 
contact  lors  de  la  première  observation,  et  que  la  ligne  de  foi  du  ver- 
nier  doit  alors  rétrograder  sur  le  limbe  pour  que  Taxe  optique  se  trouve 
ramené  exactement  sur  l’étoile.  Mais  on  détruit  Terreur  dont  il  s’agit 
en  observant ,  comme  nous  venons  de  le  dire ,  une  latitude  au  moyen 
de  deux  étoiles  situées  Tune  au  nord ,  l’autre  au  sud  du  zénith ,  et  à 
fort  peu  près  à  la  même  distance  de  ce  point,  supposé  toutefois  que  les 
positions  de  ces  deux  étoiles  soient  parfaitement  connues;  car,  dans 
le  premier  cas,  la  latitude  est  trop  grande  de  plusieurs  secondes,  et 
dans  le  second  cas  elle  est  plus  petite  de  la  même  quantité;  d’où  il 
résulte  essentiellement  que  la  demi-somme  des  deux  résultats  est.  la  la¬ 
titude  véritable. 

Ge  procédé  a  en  outre  l’avantage  de  corriger  la  latitude  cherchée 
d’une  autre  erreur  toute  semblable  qui  pourrait  provenir  d’une  flexion 
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cle  la  lunette,  occasionnée  par  le  poids  de  l’objectif  ou  de  l’oculaire. 
C  est  pi  obablement  à  l  une  de  ces  causes ,  ou  à  toutes  deux  ensemble , 
que  sont  dues  en  grande  partie  les  discordances  entre  les  observations 

une  meme  latitude  avec  différents  instruments  d’une  construction 
parfaite. 

Quelques  astronomes  ont  conseillé  d’observer  les  distances  zénithales 
d’un  astre  vu  directement  et  par  réflexion.  Dans  ce  but,  on  se  procure 
une  surface  horizontale  réfléchissante ,  en  mettant  dans  le  vertical  de 
1  astre  et  à  distance  convenable  du  cercle ,  une  cuvette  remjdie  de  mer¬ 
cure  et  garantie  de  l’action  de  l’air,  afin  que  l’image  de  l’étoile  n’y  pa¬ 
raisse  agitée  que  par  sa  propre  scintillation.  Il  s’agit  de  savoir  mainte¬ 
nant  si,  en  prenant  comme  à  l’ordinaire  la  distance  zénithale  de  l’étoile 
vue  directement,  puis  la  distance  zénithale  de  son  image  réfléchie,  ces 
(  eux  angles  seront  affectés  delà  même  erreur,  positive  ou  négative. 
Or,  il  n  est  pas  difficile  de  voir  qu’en  tant  que  l’on  ne  considère  que  le 
jeu  du  collet  de  la  lunette  dont  nous  venons  de  parler,  chacune  de  ces 
distances  zénithales  aura  été  trop  petite  de  la  même  quantité;  ou,  ce 
qui  est  de  même,  la  distance  au  nadir  de  l’étoile  vue  par  réflexion  et 
prise  en  commençant  l’observation  par  la  gauche  (si  le  limbe  est  gradué 
de  gauche  à  droite),  sera  plus  grande  d’un  même  nombre  de  secondes 
que  la  distance  au  zénith  de  l’étoile  sera  plus  petite  :  ainsi  la  latitude 
moyenne  déduite  de  ces  deux  séries  d’observations  sera  tout  à  fait  déga¬ 
gée  de  l’erreur  de  l’instrument. 

Au  surplus ,  on  obtient  directement  la  véritable  hauteur  de  l’étoile 
au-dessus  de  l’horizon ,  en  commençant  par  observer  l’image  réfléchie , 
le  limbe  étant  à  droite  et  la  lunette  étant  à  zéro  ;  puis  en  détachant  cette 
lunette  pour  la  diriger  sur  l’étoile  même,  parce  que  l’arc  parcouru  est 
exactement  le  double  de  la  hauteur  cherchée.  Mais  il  est  tres-ÎUile  de 
prolonger  la  série  jusqu’à  ce  qu’on  ait  au  moins  le  décuple  de  cette  hau¬ 
teur.  De  cette  manière  le  limbe  reste  à  la  droite  de  l’observateur  et  ne 
quitte  jamais  le  vertical  de  l’étoile,  ce  qui  est  un  grand  avantage  dans 
la  pratique. 

Des  observations  de  ce  genre  ont  été  faites  en  1826  à  deux  des 
stations  du  parallèle  de  Paris,  avec  un  très-bon  cercle  astronomique 
de  M.  Gambey ,  et  elles  prouvent  que  les  latitudes  qui  en  ont  été  con- 
c  ues  sont  d  une  grande  précision.  En  effet  la  latitude  de  Longevilfe  , 
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déterminée  par  la  Polaire  vue  directement,  a  été  trou- 


veede . 48°44'i3/',93 

et  vue  par  réflexion  ,  de . 48.44,.  o  ,89 

De  là ,  latitude  moyenne . 48.44.  7  ,40 

Par  trois  étoiles  australes  observées  comme  de  coutume, 

on  a  ei‘ .  48.43.59  ,08 

et  la  Polaire  vue  directement  ayant  donné . 48.44. 1 3  ,92 

il  s’ensuit  que  la  latitude  moyenne  est  de . 48.44.  6  ,5o 


Cest  donc  à  o",9  près  le  même  résultat  que  le  précédent.  (Voyez 
Nouv.  descript.  géomét.  de  la  France ,  tome  II,  page  397.) 

3io.  Quand  on  observe  un  grand  nombre  d  étoiles,  le  calcul  des 
latitudes  s’abrége  considérablement  à  l’aide  des  tables  générales  que 
Delambre  a  données  dans  la  Connaissance  des  Temps  de  l’an  xii.  Nous 
avons  seulement  inséré  ici  deux  de  ces  tables,  parce  qu’elles  suffisent  à  la 
rigueur  :  elles  sont  comprises  sous  le  numéro  XVI,  ireet  2e  partie,  et 

elles  donnent  respectivement  les  facteurs  2sm^P  et  -”n<tP  des  premier 

smi  smi"  r 

et  deuxième  termes  de  la  correction  oc.  Ainsi  le  calcul  sera  réduit  à  celui 
des  autres  facteurs 


cos  D  cos  H  _ 

sin(D  —  H)  ’ 


et 


’  cosDcosH q2 
sin  (  D  —  H)  J 


cot(D-H)=/, 


dépendants  seulement  de  la  déclinaison  et  de  la  latitude. 

Pour  exemple  de  l’usage  de  ces  tables,  cherchons  derechef  la  réduc¬ 
tion  précédente,  obtenue  par  une  table  particulière.  On  aura  d’abord 
en  vertu  des  valeurs  de  D  et  de  H ,  et  en  se  conformant  aux  remarques 
de  l’art.  46, 

logcosD  =  8,49101 
logcosH  =  9,84037 
comp.  logsin(D  —  H)  =  0,17409 

logF=8,5o547  -  alog  F  =  7,01094 

log  cot.  (D  —  H)  =  0,04484 

log /=  7,05578 


livre  cinquième. 

Ensuite  on  achèvera  l’opération  ainsi  qu’il  suit  : 

Angles  horaires. 

l3m  6S. 

8.  2  . 

5.47  . 

3.47 . 

2.16. 
o.39  . 
i.38  .  . 

3.44.  • 

5-4o  .  . 

8.  o  .  . 

10.23  . 

12.54  •  • 
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iog 

comp. 


i327,9.  .  . 
Iog.  12.  .  . 
Iog.  F. .  . 

—  3,544 


Table  XVI,  ire  partie. 

•  .  .  336"q  .  . 

•  •  •  126,7  •  •  • 

•  •  •  65,7  •  • 

•  •  •  28,1  .  . 

•  •  •  10,1  .  . 

•  •  •  0,8  .  . 

5,2  .  . 

•  •  •  27,4  .  . 

•  •  .  63,o  .  . 

•  •  .  125,7  •  • 

•  •  .  211,6... 

. . .  326,7  •  •  • 

-  i327"9 


3,i23.7 

8,92o82 

8,5o547 

o,54946 


Table  XVI,  2e  partie. 

•  •  •  0*27 

•  •  •  0,o4 

•  •  •  0,01 

•  •  •  0,00 

•  •  •  0,00 

•  •  •  0,00 

•  •  *  0,00 
•  .  .  0,00 
•  •  •  0,01 
.  .  .  0,04 


0,26 
o"74‘ 

9,86923. 

8,92o82 

7,05578 
+  0,000  1>, 84583 
—  3,544 

Réduction  =  —  3*544  ; 


log  0,74.  .  . 
log/-- 


c’est-à-dire  que  vis-à-vis  les  douze  angles  horaires,  on  mettra  les  a4 

nombres  que  fournit  la  table  XVI  re  -*•  -- 


x  *"v  ÆM,  1  et  2e  partie,  ayant  ces  angles 

pour  arguments.  La  somme  de  la  première  colonne  sera  -  1Î27  o 
parce  que  1  on  a  observé  le  passage  supérieur  :  cette  somme,  au  con¬ 
traire,  serait  positive  dans  les  passages  observés  au-dessous  du  pôle. 
Quant  a  la  somme  de  la  deuxième  colonne ,  elle  est  toujours  positive, 
et  dans  le  cas  actuel ,  elle  =  +  0,74. 

Au  dessous  des  logarithmes  de  ces  deux  sommes,  écrits  séparément, 
mettra  le  complément  arithmétique  du  logarithme  du  nombre  des 
observations  ,  puis  les  logarithmes  de  F  et  de  /  calculés  ci-dessus. 
n  ln  ,  on  fera  deux  sommes  de  ces  logarithmes,  et  la  réduction  sera 
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—  _.  3", 544  -+-  o",ooo,  c’est-à-dire  qu’elle  sera  réduite  à  son  premier 
terme,  puisque  le  deuxième  est  insensible.  Ce  résultat  est,  à  un  mil¬ 
lième  de  seconde  près,  le  même  que  par  la  table  particulière,  et  la 
méthode  qui  y  conduit  est  à  la  fois  simple  et  rapide.  Si  l’on  construi¬ 
sait  des  tables  sur  les  facteurs  F  et  J ,  on  abrégerait  encore  de  beau¬ 
coup  la  recherche  de  la  réduction  dont  il  s’agit. 

Il  est  essentiel  de  ne  pas  pousser  trop  loin  la  sérié  des  observations, 
parce  que  quand  la  distance  de  l’astre  au  zénith  est  petite  et  que  les 
angles  horaires  sont  un  peu  grands,  la  moindre  erreur  sur  le  temps  de 
l’observation  influe  d’une  manière  sensible  sur  la  réduction,  et  par 
conséquent  sur  la  distance  réduite;  mais  en  cessant  les  observations 
aussitôt  que  la  réduction  s’accroît  de  \  ou  de  j  de  seconde  pour  une 
seconde  de  temps ,  comme  il  arrive  à  quelques  minutes  du  méridien 
et  quand  l’astre  est  fort  élevé,  on  trouve  cette  réduction  avec  la  plus 
grande  exactitude. 

516.  Le  savant  astronome  dont  nous  expliquons  la  méthode  a  cal¬ 
culé  sur  la  formule  sinP  =  que  lon  obtient  en  diffé_ 

renciant  par  rapport  à  P,  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x  (art.  510), 
une  table  qui  fait  connaître  les  valeurs  de  l’angle  horaire  P,  lorsque 
la  réduction  varie  d’une  seconde  de  degré  à  chaque  seconde  de  temps  : 
on  s’assure,  par  ce  moyen,  de  la  durée  que  l’on  peut  donner  aux 
observations.  Nous  engageons  le  lecteur  à  recourir,  pour  de  plus  am¬ 
ples  détails  sur  cet  objet,  à  la  Connaissance  des  Temps  de  l’an  xn 
ou  a  la  Base  du  Système  métrique,  tome  II,  page  2o5. 

La  série  des  observations  devant  être  faite  dans  un  intervalle  de 
temps  fort  court,  on  trouvera  un  grand  avantagea  remarquer  sur  le 
cercle  azimutal  de  l’instrument ,  la  direction  du  vertical  de  l’étoile 
que  l’on  observe ,  afin  de  pouvoir  amener  facilement  cette  étoile  dans 
le  champ  de  la  lunette.  On  calculera  pour  cet  effet  une  table  d’azimut 
pour  différentes  déclinaisons  et  différents  angles  horaires ,  et  l’on  pla¬ 
cera  en  outre,  près  du  cercle,  une  ficelle  horizontale  dans  la  direction 
de  l’alidade  supérieure  lorsqu’elle  sera  pointée  sur  l'astre  ;  cette  ficelle 
indiquera  la  hauteur  de  l’astre  durant  1  observation. 

Reste  à  faire  voir  sur  quelle  formule  on  pourra  établir  une  table 
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'  az,mut'  °r’  dans  le  triang'e  sphérique  ZPE  (fig.  ,7),  on  a  (art.  65) 
cotA=^^_œtPcos(pz); 

07p’_à  TUSe  de  PZ  =  **  -  H-  de  PE  =  _  D  et  de 

2  A  —  V,  cette  formule  se  change  en 

cotV  =  cot  P  sin  H  -  cos  H  Ung  D. 

sin  P  9 

donc  si  l’on  met,  au  lieu  de  cot  V,  sa  valeur _ —  -t  ,  ,  . 

,  ’  a  valeur  -  v>  et  qu  on  réduise 

■  -  -•  - 

tang.aziniutV=r  H  sinP  cotD 

tangH  cosP  cotDip  i  ’ 

i:zrr^;atr  n;  ï re  ron  rrve - — 

qu’on  observe  au-dessous.  "  S'gne  ,nférie,,r  l>our  celles 

Outre  une  ficelle  horizontale  dont  Delambre  faisait  usage  pour  in¬ 
ficelles  lerficales'  ^  ''  empl°yait  ord'nairement  deux  autres 

trumen t  prenant  Z,31]  d“ 

•  allèles  et  distantes  de  *  °^errat,°ns  “'‘J-guées  deux  positions  pa- 
deux  m  •  I  •  ^Ue  ^ues  centimètres  l’une  de  l’autre,  il  faut 

serve  le  Pa";illement  “pactes.  Mais  quand  on  ol- 

plan  de  l’instrnmpnt  *  ’  paFCe  qU  en  y  amenant  ensuite  le 

d’effectuer  les  ré! a'°ns  ^  Jus^u  a  présent  sur  la  manière 
ré  Je  gUr  ,1  t  ™  Indien,  suppose  que  la  pendule  est 

Par  deux  cm  ?  “T  Û  peUt  arriver  ^u  eUe  ne  Ie  soit  Pas. 

entre  dp  GS’  °U  Parce  (ïu’elle  ne  marque  pas  exactement  a4b 
eux  passages  consécutifs  d’une  meme  étoile  au  méridien,  ou 

a3 
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bien  parce  quelle  ne  marque  pas  ohomos  quand  le  point  équinoxial 
passe  au  méridien,  quoique  suivant  le  mouvement  sidéral. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  la  pendule  est  en  retard,  il  faucfra  retrancher 
de  l’ascension  droite  apparente  la  quantité  dont  elle  retarde ,  et  le 
reste  sera  l’heure  du  passage  de  l’étoile  au  méridien  en  temps  de  la 
pendule  ;  c’est  ce  qui  a  eu  lieu  dans  l’exemple  précédent  :  si  elle 
est  en  avance,  on  ajoutera  son  avance  absolue  ;  cela  est  de  toute 
évidence. 

Dans  le  premier  cas,  il  faudra  connaître  de  combien  la  pendule 
avance  ou  retarde  dans  l’espace  de  a4h*  Supposons  un  retard  diurne 
exprimé  par  p  ,  et  que  P'  soit  l’un  des  angles  horaires  trouvés  comme 
ci-dessus;  cet  angle,  donné  en  temps  de  la  pendule,  différera  du  vé¬ 
ritable  angle  horaire  P,  d’une  quantité  proportionnelle  à  p.  On  dira 
donc 


a4h  —  p:  a4b‘.  :  P': P 


_  _24£1  =  P'  -JH-  ; 

24  —  p  24  —  p 


mais  p  étant  toujours  une  petite  quantité  exprimée  en  secondes, 
on  a 

P  ~P  +  86400  —  p  ~  P  (l  H"  86400 -p)  —  p/  (1  +  P  )> 

en  faisant  --  =  p',  pour  abréger. 

Introduisant  cette  valeur  de  P  dans  la  formule  (a),  et  observant 
que  P'  et  p'  sont  très-petits ,  il  viendra 

cos  D  cos  H .  (  ï  H-  2p  '  )  2  sitt2  7  P  '  x  ^ 

*  = - sin(H  —  D)  sin  1  "  +  etC‘  » 

en  effet ,  on  a  sensiblement 


sin|P  =  (i-t-|3')sin|PS  etsin2|P=(i+p')ïsinHP'=(i  +  af>')»in2iP'- 

Tout  cela  suppose  encore  que  la  déclinaison  D  est  constante  durant 
l’observation,  ce  qui  est  vrai  pour  les  étoiles,  mais  non  pas  pour  le 
Soleil.  Voici  alors  comme  on  tient  compte  du  mouvement  de  cet  astre 
en  déclinaison. 
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Soient  PQ  (Jîg.  1 8)  le  méridien  du  lieu,  Z  le  zénith,  et  S  la  position 
du  Soleil  au  commencement  de  l’observation.  Si  cet  astre  décrivait  le 
parallèle  Sr,  la  distance  zénithale  ZS,  réduite  au  méridien  par  la  formule 
précédente,  serait  représentée  par  Z/*;  mais  le  Soleil  parcourant  au 
contraire  l’arc  SS',  rencontre  le  méridien  en  un  points"  différent  de  r. 
La  distance  zénithale  Z  r  est  donc  trop  grande  de  la  quantité  rS"  qu’il 
s  agit  d  évaluer.  Or,  rS"  est  l’ accroissement  de  la  déclinaison  corres¬ 
pondant  à  1  angle  horaire  SPZ,  et  qu’on  peut  supposer  proportionnel 
au  temps.  Ainsi,  connaissant  la  variation  en  déclinaison  pour  im,  on 
multipliera  cette  variation  relative  par  le  nombre  de  minutes  conte¬ 
nues  dans  1  angle  horaire  pour  lequel  on  veut  calculer  l’accroissement 
ce  déclinaison.  Dans  1  hypothèse  de  la  figure,  le  Soleil  se  rapproche 
du  pôle  boréal  :  ainsi  la  correction  /S"  est  soustractive  de  la  distance 
zénithale  avant  midi;  elle  est  au  contraire  additive  à  cette  distance  après 
midi,  puisque  la  distance  méridienne  ZS"  =  Z  r'  -+-  r'S". 

On  abrégera  singulièrement  ce  calcul  en  prenant  négativement  la 
somme  des  angles  horaires  avant  midi ,  et  positivement  celle  des  angles 
horaires  apres  le  passage  ;  puis  divisant  leur  différence  par  leur  nom¬ 
bre,  qui  est  celui  des  observations;  alors  le  quotient  sera  l’angle 
horaire  moyen  par  lequel  on  multipliera  la  variation  en  déclinaison 
pour  im,  afin  d  avoir  la  correction  cherchée.  On  fera  autant  que  pos¬ 
sible  le  même  nombre  d’observations  avant  et  après  le  passage  au 
méridien,  et  à  des  temps  également  éloignés  de  midi.  L’exemple  sui¬ 
vant  éclairera  parfaitement  ce  que  ces  remarques  peuvent  laisser 
à  désirer. 

Observation  et  calcul  dune  latitude  x  par  les  distances 
circomméridicnnes  du  Soleil . 

318.  Le  i5  décembre  1 8 1 3 ,  nous  prîmes,  au  Dépôt  de  la  Guerre, 
des  distances  méridiennes  du  centre  du  Soleil,  et  nous  sûmes,  par  les 
hauteurs  absolues  du  même  jour  et  de  la  veille  (art.  502  que  le 
midi  vrai  fut  annoncé  à  la  pendule  à  i  ih55m47%8  ;  nous  formâmes  en 
conséquence  le  tableau  suivant  : 


23.  . 


8o 
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Passage  au  méridien  à  i  ih55m47s>86>  temps  de  la  pendule. 


NOMBRE 

des 

observât . 

DISTANCE  ZÉNITHALE 

moyenne  apparente 
du 

centre 

du  Soleil. 

INSTANTS 

des  observations 

donnés 

par  la  pendule. 

ANGLES 

horaires 

en  temps 

de  la  pendule 

RÉDUC 
au  ÿné 
en  seconde 

table  XVI, 
ier  terme. 

uons 
idien , 
de  degre. 

table  XVI, 

2e  terme. 

I 

I  ih46m25® 

9“23* 

-  i72"9 

-h  o"û7 

2 

47.21 

8.27 

1 40 , 2 

o,o5 

3 

49.26 

6.22 

79»6 

0,01 

4 

5o.4o 

00 

5i,7 

0,01 

5 

5 1 .  5o 

3.58 

3o,9 

0,00 

6 

53.  9 

2.39 

i3,8 

0,00 

7 

54.26 

1 .22 

3»7 

0,00 

8 

55.32 

0. 16 

°,  I 

0,00 

9 

56. 5i 

— 1.  3 

2,2 

0,00 

io 

3=  7 2° 7'  36", 84 

58.  9 

2.21 

10,8 

0,00 

1 1 

59  .^5 

3.37 

25,7 

0,00 

12 

12.  0.49 

5.  1 

494 

0,01 

i3 

2.  6 

6.18 

77»9 

0,01 

4 

2.59 

7. n 

101 ,3 

0,02 

i5 

6. 16 

10.28 

2l5,  I 

0,11 

16 

7 . 35 

11.47 

272,6 

0,17 

*7 

9.40 

i3.52 

377  4 

°,34 

*  18 

10.45 

4.57 

438,7 

0,46 

*9 

i2.39 

16. 5i 

557,4 

0,75 

n  —  20 

i3.38 

17.50 

624,4 

0,94 

Barom.=  28*K>. 

Therm .  =  -f-  4°  (Réaumur). 

Somme.  .  . 

«x=3245"8 

ny  =  2"  95 

Latitude  approchée  H=  longitude  ouest  M  4*  (en  temps). 


On  trouve ,  dans  la  Connaissance  des  Temps f  la  variation  diurne  en 
déclinaison  de  2 '54"  ;  partant , 

±l  variation  pour  rm  =  o",i2  ; 

cette  dernière  variation  s’affecte  du  signe  H-  lorsque  le  Soleil  va  vers 
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le  nord ,  et  du  signe  —  dans  le  cas  contraire ,  comme  dans  le  cas 
actuel. 

Faisant  la  somme  des  angles  horaires ,  on  a 


de  là 


Avant  midi. 

m  —  37“,  35, 


Après  midi. 
s  =  1  h5 1 1,1 1 6  ; 


angle  horaire  moyen  — — ^  —  3m,69 

multipliant  pas  le  mouvement  en  D,  pour  im  —  o",i2 
on  a  correction  en  déclinaison  =  —  o"  ,44. 


On  sait ,  par  l’art.  502 ,  que  l’avance  de  la  pendule  en  a4b  solaires 
vraies  était  de  29*;  ainsi,  prenant  dans  ce  cas  p  négativement,  011  a 

p  —  —  29®;  d’ailleurs,  en  général,  p '  — 
gatif,  on  a 

p'  = —  o,ooo335,  et  1  -+-  2/3'  =  0,999665. 


mais  p  étant  né- 


On  trouve  en  outre 

facteur  barométrique  —  0,999 


facteur  thermométrique 

=  1 ,060 

produit. . . 

1,0589 

réfraction  moyenne 

1 79">°4 

produit  ou  réfraction  vraie 

3'9",6. 

11  reste  encore  un  élément  essentiel  à  déterminer ,  c’est  la  déclinai¬ 
son  D  du  Soleil  à  midi  vrai,  le  i5  décembre  181 3.  La  Connaissance 
des  Temps  donne  D  =  23°ï7'i5"  pour  le  méridien  de  l’Observatoire 
royal  ;  mais  cette  valeur  n’est  pas  assez  exactement  calculée  pour  la 
faire  servir  à  la  recherche  de  la  vraie  latitude  du  Dépôt  de  la  Guerre  : 
en  effet ,  par  les  Tables  solaires  de  Delambre ,  nous  avons  eu 

(art.  244) 

déclinaison  apparente  D  =  a3°i7,ia//,87. 

D’ailleurs,  H  =  4^.5  i-4o  ; 

et  puisque  la  déclinaison  est  australe,  on  a,  en  la  prenant  négati- 


1 8a 

vement , 
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H  —  D  =  72°8'53". 

Maintenant,  on  calculera  la  réduction  totale  au  méridien  ainsi  quü 
suit  : 

Lcos  D  =  9,96309 

l.cos  H  =  9,8181 5 

l.(i  +a/>')  =  9>99985  îlogF  =  9,6o5o4 

c.  sin  (H  — D)  =  o,o2i43  l.cot(H  — D)  =  o,452o3 

log. F  9,8oa5a  log  f  =  0,05707 

log  n oc  =  3,5il3a  —  log  njr  =  0,46982  -h 

c.log  n  =  8,69897  c.log  n  =  8,69897 

log  ier  terme  =  2,01281  —  log  2e  terme  =  9,22586+. 

Ainsi , 

Ier  terme  = —  i'43",oo 
2e  terme  =  +  o  ,  1 7 

Réduction  au  méridien  =■—  i'42",83. 

En  définitive ,  on  a 

Distance  zénithale  apparente.  .......  â  =  720  7  '36", 84 

Réduction  au  méridien . ....=—  1.42,83 

Correction  en  déclinaison . =—  o  ,44 

Distance  méridienne  apparente . =  720  5.53,57 

Réfraction  vraie . .  3.  9  ,60 

Parallaxe  de  hauteur . =—  8,23 

Distance  méridienne  vraie  géocentrique  .  .  .  =  72.  8.54  ,94 

Déclin,  appar.  du  O  lors  du  passage,  D.  .  =—23.17.12,87 

Latitude  cherchée . =  48°5i'4^'/,o7- 

Il  faudrait  plusieurs  centaines  d’observations  de  ce  genre  pour  être 
bien  certain  d’une  latitude  ;  mais  comme  il  peut  exister  une  petite 
erreur  sur  l’obliquité  de  l’écliptique,  il  est  préférable  de  se  rendre 
indépendant  de  cet  élément,  en  observant  les  deux  passages  de  la 
Polaire,  de  /5  ou  ^  de  la  petite  Ourse,  et  en  outre  des  étoiles  aus¬ 
trales  situées  à  memes  distances  du  zénith  (art.  314).  Quand  les  écarts 
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autour  de  la  moyenne  de  toutes  les  observations  sont  très-petits, 
comme  d  une  seconde,  il  est  probable  alors  que  la  latitude  a  été  déter¬ 
minée  à  ce  degré  de  précision. 

Application  de  In  méthode  précédente  à  la  détermination  de 
l’obliquité  île  l’écliptique. 


319.  Les  distances  méridiennes  du  Soleil,  prises  aux  environs  des 
solstices  et  pendant  plusieurs  jours  de  suite,  font  connaître  l’obliquité 
de  l’écliptique  avec  une  très-grande  précision;  car  ces  distances  diffé¬ 
rant  très-peu  de  la  déclinaison  solsticiale  qui  mesure  cette  obliquité, 
il  est  possible  d  évaluer  rigoureusement  la  correction  qui  leur. est  re¬ 
lative  :  c’est  en  cela  que  consiste  la  réduction  au  solstice. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  méthode,  à  laquelle  nous  ne  nous 
arrêtons  que  par  occasion,  supposons  qu’on  ait  fait  une  série  d’obser¬ 
vations  méridiennes  du  Soleil ,  huit  jours  avant  et  huit  jours  après  le 
solstice,  dans  un  lieu  dont  la  latitude  est  bien  connue,  et  qu’on  veuille 
en  déduire  la  déclinaison  solsticiale. 

Soient  D  la  déclinaison  du  Soleil  donnée  par  l’une  des  séries  d’obser¬ 
vations  dont  il  s’agit,  et  par  le  procédé  expliqué  à  l’art.  318;  «  l’obli¬ 
quité  apparente  de  l’écliptique  déterminée  par  les  tables  (art.  244).  Dans 
cette  hypothèse,  l’excès  de  w  sur  D  est  très-petit,  et  90°  —  O ,  ou 
©  —  9°°»  selon  que  l’observation  précède  ou  suit  le  solstice  d’été, 
sera  aussi  une  quantité  très-petite.  Mais  en  général 

sin  D  =  sin  w  sin  O  ; 

par  conséquent,  pour  le  cas  particulier  que  l’on  considère,  l’on  a,  en 
faisant  w  —  D  =  x,  et  90  —  O  =  u, 

sin  (w  —  x)  =  sin  w  cosm. 

Reste  à  obtenir  x  en  série  qui  procède  suivant  les  puissances  de  11.  Or, 
on  a  d’abord 

sin  (w  —  x)  —  sin  w  =  —  asin  w  sin3  \  u  ; 
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si  donc  on  fait  -  asin  w  sin2|  u  =  g,  on  aura,  par  l’art.  102, 

dx  _  i 

dq  cos(«—  xV 

d7x  _  tang(w—  x)  « 

dq 2  cos*  (w  — x)  ’ 

_  I  +  asin  (<a  —  x)  cos  (&>  —  J?)  tang  (&>  —  J?) . 

~df  —  ~~  cos5  (w  —  x)  ’ 

puis  faisant  x  —  o,  dans  ces  coefficients  différentiels,  il  viendra 

(dx\  _ _  I  \ 

\  dq)  cosw’  cos5w  ’ 

*  fd*x\  i  4-2sinwcpswtangw# 

\dtf)  ~~  cos5w 

de  là,  en  parties  du  rayon, 

x  =  atang  w  sin2  \  u  —  2  tang3  «  sin4  ^  u 

+  »  +  atai,g5  u)  8in‘  ?  •  •  • 

=  atang  u  sin2  \  u  —  atang3  u  sin4  \  u 
-f-  \  (  tang3  w  -h  3tang5  u)  sin#  — 

Si  l’on  mettait  pour  sin  \  u  sa  valeur  en  série,  et  qu’on  réduisît, 
on  tomberait  sur  la  valeur  de  x  donnée  par  Delambre;  mais  il  est 

un  moyen  très- direct  et  très-élémentaire  d’y  parvenir,  c’est  de  pro- 

« 1 

céder  comme  à  l’art.  99.  D’abord,  à  cause  décos  «  =  i , 
on  a 

sin  (a  a:)  =  sin w  (i-f  +  ^4  ~  Ï.3.4.O  +  ■■■)■’ 

ainsi  l’on  peut  supposer  en  général 

w  —  x  =  «  -+-  Am2  -h  B«4  -+-  Cm6  -+-••• 

Or,  pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C, . . il  ne  s’agit  que  de 
prendre  le  sinus  de  chaque  membre  de  cette  série  hypothétique,  puis 
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d  égaler  terme  à  terme  le  développement  du  second  membre  avec 
celui  de  la  première  série.  Effectuant  cette  opération,  il  vient 


et  comme 


sin  (w  —  x)  =  sin  w  cos  (Am2  h-  Bm*  +  Cm6  . . .  ) 
4-  cos  w sin ( Am2  h-  Bm4  -h  Cm6  . . .); 


on  a 


cos  m  = 


sin  ni  —  m  — 


sm  (w  x)  —  sin  w  -+-  A  cos  co  |  m2  —  —  sin  w 

2 

H-  B  COS  w 


u*  —  AB  sin  w 

-+-  C  COS  M 
A3 

—  COS  C«> 


Maintenant,  faisant  la  comparaison  indiquée,  on  trouve 


A  =  —  £  tang  «  , 

B  =  TT  tang  w  H-  j  tang3  w  , 

C=  ~  tTô  tang  «  —  TT  tang3  w  —  tang5  w  ; 

et  enfin ,  en  parties  du  rayon , 


u-x  =  M-itangw.  + 

_  /  tapg*>  tang3  ^  tang3  6 
\  720  24  16  /  *  *  ' 

Si  1  on  voulait  que  u ,  qui  est  la  distance  au  solstice  sur  l’écliptique , 
fut  exprimée  en  unités  de  dizaines  de  minutes,  ce  qui  serait  plus  com¬ 
mode  pour  construire  une  table,  il  faudrait  dire 


io'  : 


‘  60  ' 


600 


Ainsi ,  u  —  600  u  serait  alors  la  quantité  à  mettre  dans  la  série  précé¬ 
dente  à  la  place  de  u  exprimée  en  secondes.  Il  est  entendu  alors  que 
pour  rétablir  l’homogénéité  et  avoir  x  en  secondes  de  degré ,  il  faut  en 
général ,  au  lieu  de  a",  écrire  un  (sin  \")n~* . 
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Les  observations  de  chaque  jour  font  connaître  la  valeur  de  x  avec 
une  très-grande  précision,  c’est-à-dire  ce  qu’il  faut  ajouter  à  la  décli¬ 
naison  apparente  observée  pour  avoir  la  déclinaison  solsticiale;  on 
corrige  ensuite  ce  résultat  de  l’effet  de  la  latitude  du  Soleil  (art.  244), 
et  l’on  obtient  l’obliquité  apparente  de  l’écliptique;  enfin^  on  dégage 
cette  obliquité  de  la  nutation  luni-solaire,  et  l’on  a  l’obliquité  moyenne 
pour  l’époque  de  l’observation.  La  moyenne  de  tous  les  résultats  par¬ 
tiels  exprime  l’obliquité  moyenne  correspondante  à  l’époque  moyenne 
de  la  durée  des  observations. 

On  ne  sait  pas  précisément  à  quoi  tient  la  petite  différence  que  l’on 
trouve  entre  les  résultats  des  observations  solsticiales  d’hiver  et  celles 
d’été;  mais  l’on  est  porté  à  accorder  plus  de  confiance  à  ces  dernières, 
parce  que  le  Soleil  se  trouve  alors  à  une  hauteur  où  l’on  a  bien  moins 
a  craindre  l’influence  de  l’erreur  des  tables  de  réfraction 

Détermination  de  la  latitude  géographique ,  par  les  digressions 
de  la  Polaire. 

520.  La  méthode  la  plus  sure  pour  déterminer  la  latitude  d’un  lieu, 
est  sans  contredit  celle  qui  est  fondée  sur  l’observation  des  deux  pas¬ 
sages  d’une  même  étoile  circompolaire  au  méridien  de  ce  lieu;  cepen¬ 
dant  cet  élément  géographique  se  détermine  encore  avec  beaucoup 
d’exactitude  par  l’observation  de  l’étoile  polaire ,  à  l’époque  de  sa  plus 
grande  digression  orientale  ou  occidentale,  c’est-à-dire  au  moment  de 
son  plus  grand  éloignement  du  méridien ,  surtout  lorsque  la  déclinai¬ 
son  de  cette  étoile  est  bien  connue.  Mais  il  n’est  pas  du  tout  nécessaire 
de  choisir  ce  moment  pour  avoir  une  bonne  latitude,  on  peut  au  con¬ 
traire  observer  l’étoile  en  un  point  quelconque  de  son  parallèle,  en 
choisissant  l’heure  la  plus  favorable  de  la  nuit  lorsque  le  pouvoir 
amplificatif  delà  lunette  du  cercle  ne  permet  pas  de  voir  l’étoile  de  jour. 
M.  Littrow  a  donné  le  premier,  pour  ce  cas  général ,  une  formule  dont 
j’ai  publié  en  i8s3  et  1827  diverses  démonstrations,  mais  à  laquelle  on 
parvient  très-simplement  delà  manière  suivante  : 

Soient  H  la  latitude  cherchée;  A  la  distance  polaire  de  l’étoile;  P 
fangle  horaire  correspondant  à  l’instant  moyen  des  observations;  Z  la 
distance  zénithale  qui  correspond  précisément  à  l’angle  horaire  P;  z  la 
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distance  zénithale  moyenne,  corrigée  de  la  réfraction  et  donnée  par  le 

ré  ’  en  Avisant  1  arc  total  parcouru  par  le  nombre  ra  des 

répétitions  ;  enfin  Z  -f-  w  ~  w  ^ 

très  npiit  r*  ..1  ailquel  cas  u  sera ,  comme  A,  un 

tres-petit  arc.  On  a  d’abord  l’équation 

cos  Z  =  cos  (Z  +  «)  cos  A  -b  sin  (Z  -h  u)  sin  A  cos  P , 

ascendant6  3  ‘T  ^  '*  Va'eUr  de  “  Proeédant  suivant  puissances 

olêÎ  de  ’  61 C  6St  ?  q,,i  Pe,,t  SC  feire  direct“i  mais ,  pour 

£ PlUS  Simi,Ie’  remp,aÇ°nS  Z-“P-  -  -'eu- 


(O 


cosZ  — sinHcos  A -h  cosHsin  AcosP. 


Or  Z  devenant  égal  à  90»-  H  lorsque  la  distance  polaire  A  est  nulle, 
on  peut  supposer,  comme  à  l’art.  99, 

Z  =  90°  —  H  4-  aA  +  /3  A2  h-  yA3-h  .  .  . 
ou,  par  le  théorème  de  Maclaurin, 


(2) 


z=*>"-h 


3eTs  etH  f  6  '  }  'T  Va'eurs  ëénérales  d-  coefficients  différen¬ 
ce  dans  tT  fT  *  *  foiS  A  =° ’  Z  =  9«"  -  H  ,  pour  les  intro- 
duire  dans  cette  dermere  sérié.  Toute  opération  terminée,  on  a 

(rfA)~  C°SP’  (rfÂ7)  =s,n’PtangH,  =«nJPcosP(i-b3umgIH), 
et  par  suite  - 

(s  J  Z=  go®  H  A  cos  P-t- A  a*  sin*  Ptang  H  +  A  A*  sin1  P  cos  tang*HJ. 

c*  résultat  nous  apprend  qu’à  tres-peu  près  H  =  90°  —  Z  —  A  cosP ,  ou , 
ce  qui  est  de  meme,  que 

tang  H  =  cotZ  —  AcosP; 

sin2  Z  7 
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introduisant  cette  valeur  dans  (a'),  on  aura  définitivement ,  en  s’arrêtant 
aux  termes  du  3e  ordre, 

Z  =  90°  —  H  —  A  cos  P  -h  {  A2  sin2  P  cot  Z  —  ±  A3  sin2  P  cosP  ; 

m 

ainsi  il  est  évident  que 

u  —  AcosP  —  \  A2sin2P  cot  Z  -h -|A3  sin2  P  cos  P. 

D’un  autre  côté ,  en  rapportant  toutes  les  observations  à  l’instant  du 
milieu,  on  a  (art.  50S) 

2 ^  d'1’L  2  sin2  -ÿ  (îP 

dP-  2à  n  sin  i  "  1 


n  étant  le  nombre  des  répétitions  :  ainsi  en  différen  fiant  deux  fois 
de  suite  la  série  (a') ,  il  vient 


—  =  A  sin  P  -h  \  A2  sin  2P  cot  z, 


d'Z 

rfâ7 


=  A  cos  P  4-  A2  cos  2P  cot 


Z  , 


et  l’on  a  définitivement 

(H  =90° — z  —  AcosP-h  \  A2  sin  i'sin2  Pcotz  — -|-A3  sin2 1"  sin2  P  cos  P 

^  )  -+-  (sin  A  cos  P  -h  sin2  A  cos  2P  cot  z)  V  -  sin.  7 

'  '  n  sin  1 


Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  calcul,  la  distance  zénithale  z 
constante,  parce  qu’en  effet  elle  varie  très-peu  pendant  la  durée  d’une 
série.  On  évaluera  promptement  les  termes  des  ae  et  3e  ordres,  en  fai¬ 
sant  usage  de  la  table  XVII  qui  donne  les  log.  des  facteurs sin  i"sin2  P, 
i  sin2  1"  sin2  P  cos  P,  et  que  nous  désignerons  respectivement  par 

E,  G.  Nous  ferons  en  outre  Y  — sin’  ^  Sf.  =  p,  facteur  dont  on  trouve 

la  valeur  comme  s’il  s’agissait  d’un  passage  au  méridien ,  et  par  con¬ 
séquent  au  moyen  de  la  table  XVI,  ire  partie. 
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EXEMPLE. 


3  août  1822  ,  vingt  observations  de  la  Polaire  faites  àÉtampes 
nousont  donné  pour  l’époque  moyenne  au  chronomètre  q" ,  6™  3%5 

mais  à  cause  du  retard  de .  9  5i  ?3 

1  heure  du  mdieu  de  l’intervalle,  temps  moyen, 
est  de . 

laquelle  étant  otee  de  1  heure  du  passage  supérieur 

au  méridien,  savoir.  .  .  t  - 

.  15.29.55,0 

on  a  pour  l’angle  horaire  à  l’est,  temps  moyen  .  .  .  “6407 

Ajoutant  la  réduction  au  temps  sidéral  (table  V).  .  +  5q  ’8 

il  vient  pour  l’angle  horaire  en  temps  sidéral  .  .  .  6.  5.  o  ,5 

ou  compté  du  sud  à  l’ouest . P  =  17.54.55  ,5 

et  en  degrés . P  =  263°44'53"; 

quant  à  la  distance  zénithale  moyenne,  corrigée  de  la  réfraction , 


z  —  4i°37'42",24  , 

et  la  distance  polaire  apparente,  tirée  des  Éphémérides  deM.  Schuma- 
cher,  était ,  à  1  époque  de  l’observation , 


A  =  i°38'25',7  =  5903", 7  ; 

enfin  nous  avons  eu 

F  =  172", 14. 

Avec  ces  données,  si  l’on  opère  à  l’aide  des  logarithmes  et  de  la 
table  citee ,  qui  a  pour  argument  T  =  P—  iah  =  5h54m5  qs  5  —  5h54»'q8 , 
on  aura ,  au  moyen  de  la  formule  (3) , 


ier  terme. 

l°g  A  =  3,7711243—  2  log  A 

1  .cos  P  =  8,3394279—  1 . cot  Z 

2,[Io5522-h  JogE 
+  I  28^,98 


2e  terme.  3e  terme. 

=  7,5422+  3  log  A=i,3i33— 

=  0,o5l2  log  G=7, 2325  — 

=  4,384a  875458+ 

1  >9776  +o",o3 

-*-94", 97 


!9° 
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RÉCAPITULATION. 

Ier  terme  -+-  128", 98 

2e  +94  >97  • 

3e  -+-  o  ,o3 

—  u  =  -h  223  ,98  =  3'43,7,98 

Il  s’agit  maintenant  d’évaluer  la  correction  de  latitude , 

(sin  A  cos  P  -+-  sin2  A  cos  2P  cot  z)  F  ; 

or  011  a 

log  sin  1"  =  4>6856  logsin2  1"  =  9,3712 

I.  A  cos  P  =  2,1106 —  1.  A2  cot  z  —  7,5934 

log  F  =  2,2359+  1*  cos  2P  =  9,9996  — 

9,o32i —  log  F  =  2,2339 

9,2001  — 

Ier  terme  =  —  o",  1 1 
2e  terme  = — 0,16 

correct.  =  — 0,27.  .  .  .  .  —  o",27 
-  u =  +  3 '43  ,98 
900—  Z  =  48°22.17  ,76 

lat.  cherchée  H  =  48°26'  i",47 

La  correction  de  latitude  est  ici  presque  nulle,  parce  que  l’obser¬ 
vation  de  la  série  a  été  faite  près  du  cercle  horaire  de  6b  et  dans  un 
très-court  intervalle  de  temps  ;  mais  dans  toute  autre  circonstance, 
cette  correction  ne  serait  pas  à  négliger,  à  moins  qu’on  ne  groupât , 
comme  nous  l’avons  dit,  les  observations  de  4  en  4  ou  de  6  en  6  au  plus. 
On  remarquera  que  la  table  XVII  a  pour  argument 

T  =  P  pour  le  premier  quart  de  cercle , 

T  =  i2h  —  P  pour  le  second  quart , 

T  =  P  —  i2h  pour  le  troisième  quart, 

T  =  a4h  —  P  pour  le  quatrième  quart. 
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c “Vf;1;  cette  méthode  d’observation,  sinon  par  le  calcul  précédent, 
que  MM.  Arago  et  Mathieu  ont  vérifié  la  latitude  de  l’Observatoire, 
avec  le  grand  cercle  astronomique  répétiteur  de  Reichenbach;  latitude 
qu  ils  ont  trouvée  de48«5o'.3>,  comme  Dela.nbre  et  Méchain  l’avaient 
obtenue  avec  un  cercle  répétiteur  de  o“, 43  de  diamètre,  construit  par 

Le  n  ni  i’ 


oil.  Avant  de  quitter  le  sujet  qui  nous  occupe,  nous  ferons  remar- 
quer,  apres  M.  Littrow,  qu’il  est  possible  d’avoir  une  assez  bonne 
.tude  d  un  beu  par  des  hauteurs  d’un  astre  peu  éloigné  du  méridien, 

lors  meme  que  1  on  est  privé  d’une  montre  à  secondes.  11  suffit  pour 
cela  de  faire  usage  du  cercle  azimutal  du  cercle  répétiteur,  ou  du  théo¬ 
dolite  dont  il  a  été  parlé  à  l’art.  VJS,  en  même  temps  qu’on  observe  la 
l 'stance  zénithale  de  l’astre;  parce  que  la  réduction  au  méridien  de 
cette  distance  est  une  fonction  de  l’azimut  correspondant  de  cet  astre, 
et  qu’une  fois  la  distance  méridienne  trouvée  et  la  déclinaison  appa- 
rente  de  l’astre  connue,  la  latitude  cherchée  en  découle  immédiate¬ 
ment.  Voici  d  ailleurs  les  formules  relatives  à  ce  procédé. 

Soient,  comme  précédemment  Z,  le  zénith,  Dla  déclinaison  apparente 
d  un  astre  S  supposé  dans  l’hémisphère  boréal ,  H  la  latitude  cherchée  • 
et  appelons  v  l’azimut  de  l’astre  compté  du  sud  à  l’ouest  et  correspond 
dant  a  sa  distance  zénithale  vraie  Z;  le  triangle  sphérique  ZPS  donnera 


sin D  =  sin H  cosZ  —  cosH  sinZ cose; 


et  si  l’on  observe  à  peu  de  distance  du  méridien ,  la  réduction  a- a  ce  mé¬ 
ridien,  soustractive  de  la  distance  zénithale  vraie  Z,  sera  fonction  de 
I  azimut  e  correspondant.  Alors  le  théorème  de  Maclaurin  donnera, 
dans  la  supposition  que  e  est  un  arc  d’un  petit  nombre  de  degrés, 


\  dv  J  y  cfri*  J  2 


et  comme  les  valeurs  des  coefficients  différentiels,  tirées  de  l’équation 
ci-dessus,  doivent  répondre  à  v  =  o,  l’on  trouvera  sans  peine 


(ï)=«.  »(£)  = 


cos  H  sin  (  H  - 


~  =  M, 


2COS  D 


d’où 
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x  =  Mi>2. 

Maintenant,  si  l’on  a  recueilli  trois  distances  zénithales  de  l’astre, 
corrigées  de  la  réfraction,  savoir,  Z,  Z',  Z",  et  qu’on  nomnre  x',  x" ,  les 
réductions  correspondantes  aux  azimuts  que  de  plus  on  fasse 


f  =  x+  £,  x"  —  x  4-  e', 

et 

t /  =  p  -h  a,  /=(>  +  «', 

on  aura 

pour  la  ire  observation.  .  .  x  =  Mp2, 

pour  la  2e . x' =  M(^-l-a)2, 

pour  la  3e . x"  =  M  (y  -+-  a')2, 

et  il  est  évident  que  les  observations  étant  faites  près  du  méridien,  on 
a  sensiblement  Z'  —  Z  =  e,  Z"  —  Z  =  e'. 

Éliminant  M  et  e  entre  ces  trois  équations,  il  vient 


et  enfin 


• _  e'a2 —  sa' 2 

V  2(«'a — sa7)* 


M  = 


ta!  —  t’a 
aa  '(a  —  a')’ 


.r  = 


(ta'»  — «V)» 

4aa'  (a — a7  )  (g  7a  —  ea7  )  * 


Telle  est  la  réduction  au  méridien  qu’il  fallait  trouver,  et  dont  la 
valeur  numérique  doit  être  ôtée  de  la  première  distance  zénithale  Z 
pour  avoir  la  distance  méridienne  Cette  solution  est  donc  indépen¬ 
dante  tout  à  la  fois  de  la  connaissance  approchée  de  la  latitude  du  lieu 
et  du  temps  exact  de  l’heure  du  passage  de  l’astre  au  méridien.  Elle 
se  recommande  surtout  aux  voyageurs  qui  se  proposent  de  relever  la 
position  géographique  des  lieux  qu’ils  visitent  rapidement. 

Pour  application,  prenons  un  des  exemples  mêmes  de  M.  Littrow; 
c’est-à-dire  supposons  la  déclinaison  apparente  de  la  Polaire  de 
88°2o'  =  D,  et  les  trois  observations  fictives  suivantes, 
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Degrés  du  cercle  azimutal. 

G  =  28°39'47%8 

U'  =r  3o.  14.  2  ,9 
U"  =  3 1.20. 12,2 

on  aura 

Ct'  —  G  =  a  =  -h  94',a5, 

G  '  U  =  a!  =  160,40, 


.93 

Distances  zénith,  vraies  de  l’etoile. 

Z  =  38°33'5o",6 
Z'  =  38.20.23  ,8 
Z"—  38.33.5o  ,6 


V  —  Z  _  g  =  _  1 3', 45 , 
Z"  —  Z  =  e'  =  o. 


De  là,  et  à  cause  de  e'  —  o,  la  réduction  au  méridien  sera 


.r 


—  sa' 2 
4a  (a  —a')' 


et 


De  là, 

on  a, 


loga'  =  2,20520 

2, 20620 

log  c  =  I, I2872  — 

c.log4<%  =  7,42366 
c.iog(a —  a')  =  8,17947  — 

loga:  =  1,14225  -h 

—  &  =  —  13^873  ==  —  o°t3'52",38 
Z=  38.33.5o  ,60 
distance  zénithale  méridienne  ==  38.  i9.58  ,22 

hauteur  méridienne.  .  .  5i.4o.  1  ,78 

otant  la  distance  polaire  de  l’étoile.  ...  ^40 

latitude  cherchée  H  =  5o°  o'  1  ",78 


laquelle  est  seulement  de  .",76  plus  forte  qu’elle  ne  devrait  être,  puis¬ 
que  les  azimuts  ont  été  calculés  pour  la  latitude  de  50";  et  cepen¬ 
dant  les  observations  extrêmes  sont  séparées  par  un  intervalle  de 
2  heures. 

Dans  ce  cas  particulier,  1  azimut  de  la  Polaire,  correspondant  à  la 
première  observation ,  est  ±  (G"  -  G)  ou 


II. 


2a'  =*  8o',2  =  i°2o' 12" compté  du  nord. 
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11  est  inutile  dedire  que,  pourrendre  la  méthode  plus  sûre,  lesangles 
Z  Z'  Z"  G,  G',  G",  devront  être,  chacun,  des  moyennes  entre  quatre 
répétitions  opérées  en  peu  de  minutes;  et  que  cette  méthode  s’applique¬ 
rait  à  tout  autre  astre  quelques  moments  avant  ou  après^on  passage 
au  méridien,  en  ayant  soin  de  rapporter  les  observations  au  centre  de 
cet  astre.  Il  se  présente  dans  les  voyages  scientifiques  plus  d  une  occa¬ 
sion  où  cette  manière  d’opérer  serait  la  seule  qui  pût  être  employée. 

Digression  sur  la  recherche  de  la  constante  de  la  réfraction. 

5 *J2.  Les  observations  de  latitude  par  les  étoiles  circompolaires, 
sont  très-propres,  par  leur  combinaison,  à  faire  connaître  la  constante 
de  la  réfraction.  En  effet,  si  5  et  9'  sont  les  réfractions  aux  distances 
zénithales  apparentes  2  et  *'  de  la  Polaire,  réduites  au  méridien,  on 
aura  en  général ,  d’après  1  art.  248 , 

9  =  Ma  -+7  Na2,  i  (1) 

9'  =  M'a  +  NV  :  j 

et  si  z  est  la  distance  méridienne  lors  du  passage  supérieur,  que  A  et  A' 
soient  les  distances  polaires  apparentes  aux  époques  des  deux  passages, 
on  aura ,  en  désignant  toujours  par  H  la  hauteur  du  pôle  , 

au  passage  supérieur  z  4-0  4-A  =90  —  H, 
au  passage  inférieur  z'  4-  0'  —  A'  =  90  H; 

et  de  là , 

2(90  -  H)  =  2  -t-  s!  -4-  A  -  A'  -i-  (M  +  M')  a  +  (N  +  N')  aa. 

Dans  cette  relation ,  les  seules  inconnues  sont  H  et  a;  car  d’une  part 
A  —  A'  est  la  différence  des  distances  polaires ,  qui  est  toujours  connue 
avec  assez  d’exactitude,  et  qui  est  sensiblement  nulle  lorsque  l’inter¬ 
valle  des  deux  passages  n’est  que  de  i2h;  d’autre  part,  les  coefficients 
MM',  NN'  désignent  des  nombres  connus,  puisqu’ils  dépendent  de  la 
distance  zénithale,  de  la  hauteur  barométrique  et  de  la  température, 
trois  quantités  observées. 

Deux  autres  étoiles  circompolaires,  telles  que  ^  et  Ç  de  la  petite 
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Ourse,  donneraient  deux  autres  relations  pareilles  à  la  précédente; 
ainsi  on  aurait  en  tout,  trois  équations  entre  deux  inconnues.  Mais 
comme  alors  leur  combinaison  peut  se  faire  de  plusieurs  manières,  on 
cno.s't  les  équations  qui  sont  susceptibles  de  procurer  des  valeurs  de  à 
e  de  H  dépendantes  le  moins  possible  des  erreurs  commises  dans  le 
calcul  des  coefficients  MM',  NN'.  Tel  est,  en  peu  de  mots,  le  procédé 

r/rr  arri.Verai*  à  *a  Va‘eUr  de  la  Constante  “•  employée  à 
i  ai  t.  W.  Cette  valeur  étant  trouvée,  on  aura  ensuite  $  et  5',  a  l’aide 
des  relations  (i). 

Il  est  un  autre  moyen  de  déterminer  à  priori  la  réfraction,  pour 
une  hauteur  quelconque;  le  voici  :  F 

i  c6?  !  e(l0q'le  du  solstice  d’été,  on  observe  la  distance  méridienne 
du  Soleil.  Cette  distance,  comptée  depuis  le  zénith  jusqu’au  centre  de 
cet  astre ,  sera  tres-peu  influencée  par  la  réfraction ,  à  cause  de  sa  grande 
hauteur  au-dessus  de  l’horizon;  ainsi,  en  la  diminuant  de  la  parallaxe 
<  e  hauteur  (art.  2.i6),  on  aura  sa  distance  vraie  géocentrique.  Si  donc 
on  connaît  la  latitude  du  liéu  par  les  passages  supérieur  et  inférieur 
e  la  Polaire,  la  colatitude  augmentée  de  la  distance  méridienne  du 
Soleil  sera  sa  distance  polaire,  qu’on  pourra  regarder  comme  cons- 
tante  pendant  l’intervalle  du  soir  au  matin. 

Supposons  maintenant  qu’on  ait  observé  la  distance  zénithale  du 
Soleil,  lorsque  cet  astre  est  près  de  l’horizon;  cette  observation  fera 
connaître  l’angle  horaire  (art.  301);  et  alors,  dans  le  triangle  sphé¬ 
rique  dont  les  sommets  sont  au  pôle,  au  zénith  et  au  SoleiL  on  con¬ 
naîtra  deux  côtés  et  l’angle  compris;  la  distance  zénithale  vraie  sera 
donc  le  troisième  côté  de  ce  triangle  :  enfin  la  différence  de  cette  dis¬ 
tance  à  celle  observée  et  diminuée  de  la  parallaxe  de  hauteur,  sera  la 
réfraction  cherchée. 


ig6 
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CHAPITRE  Y. 

DISCUSSION  DES  ERREURS  COMMISES  SUR  LA  MESURE  DES  DISTANCES  AU 
ZÉNITH,  EU  ÉGARD  A  LA  PETITE  INCLINAISON  DU  CERCLE  ET  AU 
DÉFAUT  DE  PARALLÉLISME  DE  l’aXE  OPTIQUE. 


525.  Quelque  précaution  que  l’on  prenne  pour  bien  disposer  ver¬ 
ticalement  le  limbe  du  cercle,  on  ne  peut  éviter  une  petite  déviation 
qui  cause  quelquefois  deux  à  trois  minutes  sexagésimales  d’erreur 
dans  la  verticalité  de  cet  instrument,  lorsqu’on  observe  les  distances 
des  astres  au  zénith. 

Soit  OH  (Jig.  20)  l’intersection  de  l’horizon  avec  le  plan  vertical 
HZO;  soit  en  outre  HEO  la  position  du  plan  du  limbe  de  l’instrument. 
Les  points  Z,  Z'  étant  également  éloignés  des  extrémités  de  l’hori¬ 
zontale  OH,  l’arc  ZZ'  mesurera  l’angle  O,  ou  l’inclinaison  du  plan  du 
limbe  sur  le  plan  vertical;  alors  si  E  est  le  lieu  apparent  d’une  étoile, 
sa  véritable  distance  au  zénith  Z  sera  représentée  par  l’arc  ZE,  et  non 
par  la  distance  EZ'  observée  sur  l’instrument.  Connaissant  donc  l’arc 
ZZ'  =  I,  et  Z'E  =  Z,  on  aura  l’hypoténuse  du  triangle  sphérique  rec¬ 
tangle  ZZ'E  par  l’équation 

cos  ZE  =  cos  I  cos  Z  ; 

mais  ZE  ne  surpassant  Z'E  que  d’une  quantité  fort  petite  x\  soit 
ZE  =  Z  4-  x,  et  l’on  aura 

(A  cos  Z  4-  jc)  =  cos  Z  cos  I  =  cosZ  —  acosZsin2^!. 

Cette  équation  étant  de  la  forme  de  celle  (1),  traitée  à  l’art.  510,  on 
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a  tout  de  suite 

x  _  acotZ  sin2ÿl  __  2cot3Zsini|I 

sin  i  "  sin  i  "  “*“••• 

Autrement  développant  le  premier  membre  de  l’équation  (À),  il 
vient  d’abord  v 

cos  Z  cos  x  —  sin  Z  sin  x  =  cos  Z  cos  I; 

ensuite 

sin  Z  sin  je*  =  cosZ(cos.r  -  cosl)  =  acosZ  (sin»  j  I  -  sina|  x\ 
Puis,  divisant  les  deux  membres  par  sin  Z,  on  a 

sin  j:  =  2COtZsin2-£l  —  2.cotZ  sin24  x. 

Mais  jc*  étant  fort  petit,  une  première  approximation  donne 
sin  jc*  =  acotZ sina \ I ,  et  sin2±x  =  ^ sin2  x; 

partant, 

sinx  =  2CotZsina~I  —  acot3  Z  sin*|I. 

r.e  premier  terme  du  second  membre  est  toujours  suffisant,  même  en 
supposant  I  d’un  degré;  et  il  est  remarquable  que  plus  la  quantité  Z 
augmente,  plus  l’erreur  x  diminue,  l’inclinaison  I  de  l’instrument 
restant  toutefois  la  mente.  On  peut  s’assurer,  par  exemple,  que  la 
correction  correspondante  à  5'  d’inclinaison  du  cercle  serait  de  o'  ,  jq 
pour  l’étoile  polaire  observée  à  du  zénith,  et  de  3"  à  4"  environ 
pour  Ç  de  la  grande  Ourse  et  de  la  Chèvre.  Il  vaut  donc  mieux,  dans 
les  observations  de  latitude,  et  pour  la  zone  que  nous  habitons,  faire 
usage  des  etodes  ctrcompolaires ;  d’ailleurs,  outre  que  ces  observations 
seront  beaucoup  plus  faciles,  l’erreur  de  la  réfraction  sera  moindre 
que  celle  qui  résulterait  de  l’inclinaison  du  cercle. 

Si  1  on  désigné  par  Z,  Z'  les  distances  observées  et  corrigées  de  la 
réfraction,  et  par  *,  2'  les  distances  vraies  d’une  étoile  circompolaire 
au  zénith,  lors  des  passages  supérieur  et  inférieur;  .r  et  xf  étant  les 
corrections  dues  à  l’inclinaison  du  cercle,  il  est  évident  que  Ion  aura 

z  =  Z  -h  .r, 

=  Z'  -h  J 
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donc  la  distance  du  pôle  au  zénith,  ou 

z'  — |—  z  L!  x'  Z-\-x 

1  ~  2  2  ’ 

mais  dans  le  passage  inférieur,  x'  est  insensible  ;  donc 

latitude  —  90° - —  90°  —  |(Z'  +  Z)  —  -  ; 

donc  enfin  la  latitude  n’est  affectée  que  de  la  moitié  de  l’erreur  pro¬ 
duite  par  l’inclinaison  ;  ce  qui  permet  de  regarder  cette  erreur  comme 
nulle,  surtout  si  l’on  observe  l’étoile  polaire. 

Cherchons  maintenant  l’erreur  commise  par  le  défaut  de  parallé¬ 
lisme  de  l’axe  optique.  Pour  cet  effet,  soit  Z  l’angle  de  la  verticale 
avec  cet  axe  ou  le  rayon  visuel  mené  à  un  objet  quelconque.  Cet  angle 
sera  la  distance  zénithale  telle  quelle  devrait  être  lue  sur  le  limbe; 
maison  lit  au  contraire  Z,,  qui  peut  être  considéré  comme  la  projec¬ 
tion  orthogonale  du  premier,  sur  le  plan  du  limbe.  Si  donc  i  est  l’in¬ 
clinaison  du  rayon  visuel  sur  ce  plan,  on  aura,  comme  ci-dessus,  par 
la  propriété  du  triangle  sphérique  rectangle, 

cos  Z  =  cos  i  cos  Z, . 

Soit  Z  —  ZK  -+-  xK  ;  alors 

cos  (Z,  +x,)  =  cos  i  cosZ,  ; 

d’où  l’on  tire,  comme  à  l’article  précédent , 

sin xt  =  acotZ,  sin2  j  i  —  acot3  Z  sin4  \  i. 

Cette  correction  xt  est  ordinairement  plus  petite  que  la  précédente  x , 
due  à  l’inclinaison  du  limbe,  parce  que  l’on  peut  rendre  i  inférieur  à  I , 
en  réglant  avec  soin  l’axe  optique ,  comme  on  l’a  enseigné  à  l’art.  1 15. 
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CHAPITRE  YI. 

DKS  OBSERVATIONS  AZIMUTALES  ET  DES  CALCULS  QUI  Y  SONT  RELATIFS. 


3-1.  Les  triangles  qui,  par  leur  enchaînement,  déterminent  les 
positions  respectives  des  objets  terrestres,  seraient  orientés  si  l’on 
connaissait  l  inclinaison  de  l’un  quelconque  de  leurs  côtés  sur  la  mé 
ndienne  du  lieu  principal  de  la  carte,  parce  que  de  là  dériveraient  né¬ 
cessairement  les  azimuts  de  tous  les  autres  côtés.  Lorsque  l’on  peut 
aire  placer  au  loin  une  mire  dans  le  plan  du  méridien  céleste,  la  liçne 
menée  de  cette  mire  au  lieu  de  l’observateur  est  en  même  te  mus  Je 
premier  côté  de  la  ligne  méridienne;  donc,  si  l’on  mesure  l’angle  entre 
le  sommet  de  l’un  des  triangles  du  réseau  et  la  mire  dont  il  s’agit,  on 
aura  l’azimut  cherché;  mais  cette  méthode  exigeant  l’usage"  dW 
bonne  lunette  méridienne  établie  dans  un  observatoire,  on  est  sou¬ 
vent  obligé  d'y  suppléer  ainsi  qu’il  suit. 


Azimuts  déduits  des  observations  du  Soleil . 

525.  On  choisit  une  station  dont  la  latitude  soit  exactement  con¬ 
nue;  et  lorsque  le  Soleil  est  près  de  l’horizon ,  on  prend ,  avec  le  cercle 
répétiteur,  sa  distance  angulaire  à  un  objet  terrestre.  O11  calcule  en¬ 
suite  l  azimut  de  cet  astre,  pour  l’heure  vraie  de  l’observation,  et  cet 
azimut  fait  connaître  celui  de  l’objet.  En  effet,  soit  ZP  ( fig .  21)  le 
premier  côté  de  la  méridienne  terrestre ,  ou  l’intersection  du  plan  du 
méridien  céleste  avec  l’horizon  du  lieu  Z;  soient  en  outre  ZS  et  ZG  les 
intersections  respectives  des  verticaux  du  Soleil  S  et  de  l’objet  G  : 
angle  GZS  étant  mesuré,  et  l’azimut  SZP  du  Soleil  étant  déduit  de 


2oo  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

l’heure  de  l’observation,  l’inclinaison  du  côté  ZG  sur  le  méridien  PZ 
sera  connue  et  représentée,  dans  le  cas  de  la  figure,  par  l’angle  GZP. 

L’observation  du  Soleil  est  plus  commode  que  celle  d’une  étoile, 
parce  que  quand  on  prend  un  azimut  pendant  la  nuit,  il  faut,  établir  un 
réverbère  à  l’objet  terrestre,  et  éclairer  les  fils  des  réticules  à  l’aide  de 
réflecteurs  adaptés  aux  objectifs. 

Pour  avoir  un  azimut  indépendant  des  erreurs  produites  par  celles 
de  l’angle  mesuré,  de  la  déclinaison  de  l’astre,  de  la  latitude  du  lieu 
et  du  temps  vrai  donné  par  la  pendule,  il  faut  qu  il  soit  le  résultat 
moyen  entre  d’autres  azimuts  pris, pendant  plusieurs  jours,  et  con¬ 
clus,  autant  qu’il  est  possible,  de  la  comparaison  du  même  objet  ter¬ 
restre  avec  le  Soleil  levant  et  le  Soleil  couchant.  Avant  de  faire  une 
observation  de  ce  genre,  oh  doit  vérifier  scrupuleusement  la  marche 
de  la  pendule,  parce  que  le  temps,  ou  l’angle  horaire  de  l’astre,  est 
tellement  un  des  éléments  essentiels  du  calcul,  qu’une  seconde  d’er¬ 
reur  sur  le  temps  vrai  en  produirait  plusieurs  sur  l’azimut.  Si  la  pen¬ 
dule  est  réglée  sur  le  temps  solaire  moyen ,  on  réduira  en  heure  vraie 
ou  apparente  celle  de  l’observation  donnée  par  cette  pendule,  ainsi 
qu’il  a  été  expliqué  à  l’art.  245;  si  au  contraire  on  en  ignore  la  marche , 
on  l’évaluera  en  prenant  des  hauteurs  correspondantes  ou  absolues  du 
Soleil,  le  jour  et  le  lendemain  de  l’observation. 

Nous  ne  répéter  ons  point  ici  ce  que  nous  avoirs  dit  à  l’art.  126 ,  re¬ 
lativement  à  la  manière  d’obtenir  l’angle  entre  l’objet  terrestre  et  le 
centre  du  Soleil ,  ainsi  que  le  milieu  entre  tous  les  temps  des  observa¬ 
tions  faites  avec  le  cercle  ou  le  théodolite  répétiteur;  mais  nous  re¬ 
marquerons  que  le  succès  dans  la  recherche  actuelle,  comme  dans 
toutes  les  observations  astronomiques,  dépend  aussi  de  l’habileté  des 
observateurs. 

526.  Maintenant  soient  S  (Jig.  ai  )  le  lieu  vrai  du  Soleil ,  S' son  lieu 
apparent;  G  le  lieu  vrai  de  l’objet  terrestre,  G'  son  lieu  apparent; 
Z  le  zénith  de  l’observateur,  P  le  pôle  du  monde,  et  ZP  le  méridien 
céleste. 

L’arc  de  distance  ou  l’angle  S'ZG'  sous  lequel  on  voit  l’image  du  So¬ 
leil  et  celle  de  l’objet  est  connu,  ainsi  que  la  distance  apparente  ZG' 
de  cet  objet  au  zénith.  De  plus,  l’instant  de  l’observation  conclu  de 
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la  pendule  donne  1  angle  horaire  ZPS  de  l’astre,  et  par  suite  on  obtient 
sa  distance  polaire  PS=A.  Enfin,  on  connaît  PZ  =  C,  complément  de 
la  latitude  du  lieu  de  l’observation. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  le  triangle  ZPS,  on  connaît  les  deux 
cùtv  s  A,  C  et  1  angle  P  compris;  on  pourra  donc  déterminer  l’azimut 
PZS  du  Soleil  et  sa  distance  vraie  au  zénith.  Pour  éviter  à  cet  égard 
toute  ambiguité  de  signes,  on  pourra  recourir  à  la  solution  suivante. 

Soit  A  1  azimut  du  centre  du  Soleil ,  compté  du  nord  à  l’est;  S  l’angle 
à  cet  astre  formé  par  son  cercle  de  déclinaison  SP  et  par  le  vertical 
ZS.  On  aura,  par  les  formules  de  Néper,  et  en  vertu  de  la  notation 
ci-dessus , 


(i) 


tang!(A 


s^cotip^-0;, 

2  cos^A-f-C)’ 


ta„gi(A  —  S)  =  cot*p£if£jj. 


Maintenant,  si  N  désigné  la  distance  zénithale  vraie  géocentrique  de 
l’astre,  on  aura 

t.t  sin  P  sin  A 

sinN  = - ; - ; 

sm  A 

mais  pour  n’avoir  aucune  incertitude  sur  l’espèce  de  l'angle  N,  ii 
vaudra  mieux  employer  cette  formule 


(3) 


sin  A  N  =  cos|P 


sinÿ  (A  —  C)  _ 
sinf(A  —  S)’ 


l’une  de  celles  [&)  démontrées  à  l'art  64. 

Si,  comme  à  1  ordinaire,  $  =  la  réfraction,  et  m  =■  la  parallaxe  de 
hauteur  de  1  astre  pour  le  moment  de  l’observation;  la  distance  appa¬ 
rente  du  Soleil  au  zénith,  rapportée  à  la  surface  de  la  Terre  et  au 
centre  de  la  station ,  sera  (art.  256)  *“ 


ZS',  ou  2'  =  N-ô+st; 

alors  dans  le  triangle  sphérique  G'S'Z,  qui  appartient  à  une  sphere 
dont  le  centre  est  au  lieu  de  l’observateur,  on  connaîtra  ZS'  =  dis¬ 
tance  apparente  du  Soleil  au  zénith,  S'G' =  distance  observée  entre 
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cet  astre  et  l’objet  terrestre ,  et  ZG'  =  distance  apparente  de  cet  objet 
au  zénith.  Si  donc  on  fait  ZS'  =  z',  S'G'  =  O,  ZG'  =  z,  on  réduira  à 
l’horizon  l’angle  observé  O,  par  la  méthode  de  l’art.  129,  c’est-à-dire 
qu’en  faisant 


z  -f-  z 1  0 

m  = - - —  z , 


on  aura 


(4) 


.  <  ^ 4  ,  /sin/72  sin/w' 

sm  {  G  ZS',  ou  sin ,  O  =  y  • 


Lorsque  l’observation  azimutale  a  été  faite  à  quelque  distance  du 
centre  de  la  station  ,  l’angle  O'  a  lui-même  besoin  d’une  correction  pour 
être  réduit  à  ce  centre.  Si,  par  exemple  (Jig-  -22),  l’instrument  était  en 
Z,  et  que  l’on  dût  réduire  l’angle  SZM  au  point  F,  on  y  parviendrait  par 
la  formule  donnée  à  l’art.  155;  et  il  est  remarquable  que  la  correction 
se  réduit  à  un  seul  terme  par  la  raison  déjà  exposée  au  même  article  ; 
ainsi ,  la  quantité  à  ajouter  à  l’angle  O'  pour  le  réduire  à  O"  est 

r  sin  (0'  -h  jr)  r  sin  y 

Dsim"  1  Gsini"  ’ 

selon  que  l’astre  est  a  gauche  ou  à  droite  de  l’objet  terrestre. 

Passons  maintenant  aux  applications. 

Éléments  du  calcul  dune  observation  azimutale. 

527.  Le  22  mars  i8o3  au  matin,  à  2m,5  du  fanal  de  Porto-Ferraio 
(île  d’Elbe),  dont  la  latitude  boréale  est  de  ,  nous  avons  ob¬ 

servé  l’angle  entre  le  Soleil  levant  et  le  signal  de  Monte-Capane ,  situé 
vers  l’ouest  (fg.  22);  et  par  un  milieu  pris  entre  six  observations,  cet 
angle  s’est  trouvé  de  i5i°37'22",8  ,  en  même  temps  que  le  milieu  entre 
les  instants  donnés  par  la  pendule  était  de  1 8h3om42%5 ,  comptées  astro¬ 
nomiquement,  c’est-à-dire  d’un  midi  à  l’autre. 

Le  baromètre,  placé  près  de  l’instrument  et  à  l’ombre,  marquait 
27po7Ug>5  =  om>745,  et  le  thermomètre  de  Réaumur  io°{=  10^,91. 

De  plus,  la  distance^  de  Monte-Capane  au  zénith  du  fanal 
=  86°i5'n",88. 
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L  angle  de  direction,  ou  la  distance  angulaire  de  Monte-Capane  au 
centre  du  fanal  =  236°4o'22",8. 

Enfin,  le  logarithme  de  la  distance  itinéraire  de  ces  deux  points 

=  4,i6o6848. 

Les  hauteurs  correspondantes  du  Soleil,  prises  le  21  mars  et  le  len¬ 
demain,  ont  fait  connaître  que  la  pendule  retardait  en  24  heures, 
temps  vrai,  de  o“36%i.  En  effet,  le  21,  elle  était  en  retard  sur  le  midi 
apparent,  de  oh6m8s,3;  et  le  22  mars  elle  retardait  de6ro44s,4  (art.  295). 

Il  suit  de  là  que,  pour  réduire  en  temps  vrai  l’heure  de  l’observa¬ 
tion  il  faut,  i°  ajouter  6m8s,3  à  i8h3om42s,5,  et  la  somme  i8h36ra5o%8 
sera  le  temps  écoulé  sur  la  pendule,  depuis  le  21  mars  à  midi  jusqu’au 
moment  de  l’observation; 

2  .  Trouver  de  combien  la  pendule  retardait  sur  le  temps  vrai,  à 
18  36m5o%8,  et  cela  au  moyen  de  la  proportion 

23h59m23%9:36s,i  i8h36m5o8,8:^r=  27%98; 

3°.  Enfin,  ajouter  27*, 98,  retard  de  la  pendule,  à  i8h36m5os,8,  et 
on  aura  i8h37mi 8%78  pour  le  temps  vrai  cherché. 

En  général,  si  v  et  d  dénotent  respectivement  les  avances  ou  les  re¬ 
tards  de  la  pendule  en  24  heures  et  sur  le  midi,  qui  précède  l’observa¬ 
tion  azimutale  ou  un  phénomène  astronomique  quelconque,  et  que  T 
soit  1  heure  à  laquelle  ce  phénomène  a  été  remarqué,  on  aura 

24h  rfc  v:  +  p;  :t  +  d.x  =  + 

2.4  rt«' 

et  par  conséquent  l’heure  vraie  de  l’observation  sera 


le  signe  supérieur  étant  relatif  à  l’avance,  et  le  signe  inférieur  l’étant 
au  retard  de  la  pendule. 

Cette  règle  suppose  que  le  Soleil  a  une  marche  uniforme  dans 
1  intervalle  de  24h;  si  Ton  voulait  mettre  toute  la  précision  possible 
à  cet  égard ,  ce  serait  le  cas  de  procéder  comme  il  a  été  expliqué  à 
l’art.  298. 


26.. 
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D’un  autre  côté,  la  déclinaison  australe  du  Soleil,  le  21  mars  à 


midi,  à  Porto -Ferraio . =  —  o°  i'59",6 

et  le  changement  en  déclinaison,  pour  le  temps 
vrai  de  l’observation,  calculé  à  raison  de  a3'4i" 
par  24  heures . =  -h  p. 18.22  ,6 

donc  la  déclinaison  boréale  du  Soleil,  lors  de  l’obser¬ 
vation . .  —  o°i6'23",o 

Partant,  la  distance  du  Soleil  au  pôle,  ou  le  complément  de  la  dé¬ 
clinaison . .  =  8g043'  37", 00  =  A 

L’angle  horaire ,  ou  le  complément  à 
24  heures  de  l’heure  vraie  de  l’observation 

=  5h22m4i8,22 . .  =  80.40. 18,  i5  =  P 

Complément  de  la  latitude  du  fanal.  .  .  .  =  47 - 10.54  »°°  =  C 

Distance  entre  le  centre  du  Soleil  et  le  si¬ 
gnal  de  Monte-Capane . =  1 5 1.37. 22  ,80  =  O 

Distance  de  Mon te-Capane  au  zénith.  .  .  =  86.i5.ii  ,88  =  z 


Il  vaudrait  encore  mieux  calculer  la  déclinaison  du  Soleil  pour  le 
moment  de  l’observation,  à  l’aide  des  Tables  du  Soleil  (art.  244).  Dans 
ce  cas,  l’on  calculerait  la  déclinaison  à  midi,  pour  plusieurs  jours  de 
suite,  et  l’on  obtiendrait  la  déclinaison  correspondante  à  une  heure 
quelconque,  par  la  méthode  d’interpolation  de  l’art.  241. 

Toutes  ces  données  étant  recueillies,  on  procédera  de  la  manière 
suivante  aux  calculs  des  azimuts  du  Soleil  et  de  l’objet,  terrestre. 


TYPE  DU  CALCUL.. 


Détermination  de  V azimut  et  de  la  distance  zénithale  apparente  du  Soleil. 

528.  On  aura  l’azimut  A  du  centre  du  Soleil,  compté  du  nord  à 
l’est,  par  ces  deux  formules  : 

(,)  tang|(A+S)  =  cotipg^§j; 
w  ‘ang  { (A-S)  =  cot  |  P  gg-g- 
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colatitude  C  =  47»io'54"  . .  47°io'54" 

distance  polaire  A  =  89.43.37  .  89.43.3, 

A  +  C=  1 36.54.3i  A  —  C  =  4a. 3a.43 

i(A  +  C)=  68.î7.i5,5  i  (A  —  C.)  =  11. 16.21, 5. 

Calculant  maintenant  les  deux  formules  ci-dessus,  on  aura 

F°rm"1''  (')•  Formule  (aj. 

1  !  CA0tVP=  °>°7Ioal5  .  l.cot|P=  o,o7ioai5 

c  T  cosIa  +  C-  *£?%  !  Sin  ?(A_C)=  539674« 

c.  1.  coSî(.A-t-C)=  o,435o463  c.  I.  sin  |  (A  +  C)=  o,o3i4587 

1 .  tang  (A  —  S  )  =  9,66a  1 55o 


I.  tang£(A  +  S)=  o,4754ao6 
de  là 


i  (A  -+-  S)  =  7i°29/5i"5o 
i(A— S)  =  24.40.20,01 
somme  ou  azimut  du  O,  A  =  96.10.11,51 

La  distance  zénithale  apparente  du  centre  du  Soleil  se  trouvera  ainsi 
qu’il  suit. 

Soit  N  la  distance  zénithale  vraie  géocentrique  du  centre  de  cet  astre; 
on  aura 

(3)  sin|N  =  cosl  P -n  4  ~Cl 
"  sin  Ÿ  (A  —  S)’ 

Opérant  par  les  logarithmes,  il  vient 


1.  cos|P  =  9,882 io5o 
I.  sin  |(A- C)  =  9,5596748 
c.  1.  sin  ÿ(A—  S)  =  0,3794 199 

1.  sin  ±  N  =  9,82 1 1 997 
|N  =  4i°  29'32"72 

N  =  82 .  59.  5,44 
parallaxe  (table  X)=  -+-  ‘  8,00 
réfraction  (tabje  VIII)  =  -  7.  3,55 

dist.  appar.  du  O  au  zénith  z'  =  82.  52.  9,89 
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Réduction  à  l’horizon  ,  de  l'angle  observé  entre  le  Soleil  et  l’objet  terrestre. 

L’arc  de  distance  O  ayant  été  observé  dans  un  plan  incliné  à  l’ho¬ 
rizon  ,  il  faut  le  réduire  à  ce  dernier  plan ,  afin  de  pouvoir  lç  comparer 
à  l’azimut  A  du  Soleil.  Or,  les  éléments  de  la  formule  (4)  sont,  d’après 
ce  qui  précède , 


Z  = 

86°i5'i  i"88 

z'  = 

0  = 

82.52.  9,89 
151.37.22,80 

2+z'  +  O  = 

320.44.44,57 

î(z  +  z'+0)= 

160.22.22,28 

z=  - 

-  86.1 5. 11,88 

z'=—  82.52.  9,86 

m  = 

VJ 

.0 

0 

3 

0 

m'=  77.30.12,42 

et  l’on  a 

comp.  log  sin  z 
comp.  log  sin  z' 
log  sin  m 
log  sin  m' 

=  0,0009292 

=  0,0033719 

=  9,9831004 

=  9>9895873 

log  sina  \  O' 
log  sin  {O' 

=  19,9769888 
=  9,9884944 

=  76°52,io,/,2o4  ; 

donc  0'  =  i53044,2o",4i- 

Ainsi  la  distance  angulaire  de  l’objet  terrestre  au  centre  du  Soleil  , 
comptée  sur  l’horizon,  est  de  i  53°44'2o",4i  :  pour  la  réduire  au  centre 
de  la  station  ou  du  fanal  de  Porto-Ferraio ,  voici  le  calcul  qu’il  faut 
effectuer. 

Calcul  de  la  réduction  de  l  angle  observe ,  au  centre  de  la  station. 

Le  Soleil  étant  à  gauche  de  l’objet  terrestre  (Jïg.  22),  on  aura, 
comme  l’on  sait,  pour  la  réduction  cherchée, 

/•sin  (O'-hj), 

D  sin  1  "  9 


livre  cinquième. 

or,  ici  r=  am,5,  O'  -+-  y  =  236°4o'22",8;  donc 
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logr  =  0,3979400 

c.  logsini"  ==  5,3 1 4425 1 

1 .  sin  (O'  -h jr)  =—  9,9219717 

c.logD  =  5,8393i52 


—  i,473652o  =—  29", 76. 

Partant,  et  à  cause  de 


O'  = 
A  = 

l’azimut  approché  du  signal  de  Monte-Capane.  .  .  = 
D  un  autre  côté,  la  réduction  au  centre  étant.  .  .  ~ 

1  azimut  exact  de  Monte-Capane,  compté  du  nord 
à  l’est .  . 


i53°44'2o",4» 

96.  i  o.  11  ,82 

249.54.32  ,23 
—  29  ,76 


249.54.  2  ,47 

l8o 


et  compté  du  sud  à  l’ouest. 


Z  =  69°54'  2", 47 


Si  l’on  comptait  le  même  azimut  du  nord  à 

1  lo°  5' 57", 53. 


l’ouest,  sa  valeur  serait 


529.  Toutes  les  circonstances  du  calcul  seraient  les  mêmes,  si.  au 
heu  du  Soleil ,  on  observait:  une  étoile;  et  l’on  conçoit  que  si  la  pendule 
était  exactement  réglée  sur  les  fixes,  la  différence  entre  le  temps  de 
l’observation  azimutale  et  celui  du  passage  de  l’étoile  au  méridien, 
comptés  sur  la  pendule,  serait  l’angle  horaire  P.  Mais  pour  observer 
ce  passage,  il  faut  être  pourvu  d’une  lunette  méridienne;  sinon,  l’on 
trouvera  l’heure  à  laquelle  l’astre  est  le  plus  élevé  sur  l’horizon,  par 
la  méthode  des  hauteurs  correspondantes  (art.  299)  :  on  connaîtra 
donc  encore,  par  ce  moyen,  l’angle  horaire  P.  Ensuite, -après  avoir 
rassemblé  les  autres  éléments  du  calcul ,  dont  la  déclinaison  de  letoile 
affectée  de  la  précession,  de  la  nutation  et  de  l’aberration  fait  partie, 
on  procédera  absolument  comme  ci-dessus. 

Mais  lorsque  la  pendule  marque  chaque  jour  l’ascension  droite  des 
étoiles  au  moment  de  la  culmination  art.  505),  on  a  sur-le-champ 
1  angle  horaire  de  l’étoile  que  l’on  compare  à  l’objet  terrestre,  en  pre- 
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nant  la  différence  entre  l’heure  même  de  l’observation ,  donnée  par  la 
pendule,  et  l’ascension  droite  de  l’étoile,  convertie  en  temps  à  raison 
de  i5°  par  heure. 

Enfin,  si  la  pendule  n’est  point  réglée,  on  opérera  ainsi  qu’il  a  été 
dit  à  l’art.  505,  et  l’on  calculera  le  temps  sidéral  pour  le  pioment  de 
l’observation.  La  comparaison  de  ce  temps  avec  1  ascension  droite  de 
l’étoile,  donnera  de  même  l’angle  horaire,  que  1  on  réduira  ensuite  en 
degrés,  à  raison  d’une  heure  pour  i5°.  On  pourrait  employer  aussi ,  à 
cet  effet,  le  temps  vrai  de  l’observation,  et  celui  du  passage  de  l’étoile 
au  méridien. 

Lorsqu’en  faisant  usage  du  cercle  répétiteur  ordinaire,  on  prolonge 
la  durée  d’une  observation  azimutale,  il  est  essentiel  de  lire  les  diffé¬ 
rents  multiples  de  l’arc  de  distance,  de  manière  à  pouvoir  grouper  les 
observations  partielles  de  4  en  4  ou  de  6  en  6  au  plus.  Alors  on  cal¬ 
cule  séparément  chaque  groupe  par  le  procède  précédent,  et  la 
moyenne  des  résultats  partiels,  donne  1  azimut  cherche.  La  raison 
à  donner  à  cet  égard  est  la  même  que  celle  sur  laquelle  est  fondée  la  re¬ 
marque  de  l’art.  507. 

Enfin,  si,  pour  ne  pas  se  tromper,  l’on  observait  toujours  le  même 
bord  du  Soleil,  on  augmenterait  ou  l’on  diminuerait  l’arc  de  distance 
du  demi-diamètre  de  cet  astre;  car  l’angle  entre  le  centre  du  Soleil  et 
l’objet  terrestre  est  celui  que  l’on  considère  dans  le  calcul  ci-dessus. 

Des  azimuts  donnés  par  la  Polaire ,  et  observés  avec  le  cercle  ré¬ 
pétiteur. 

550.  Quelle  que  soit  l’habileté  des  observateurs,  il  existe  presque 
toujours  entre  les  azimuts  du  Soleil,  pris  au  cercle  répétiteur  et  aux 
deux  époques  les  plus  favorables  delà  journée,  des  discordances  qui 
produisent  sur  les  résultats  définitifs  des  incertitudes  de  plusieurs  se¬ 
condes  :  aussi  les  géomètres  ont-ils  conseillé  d’observer  en  pareil  cas  la 
Polaire;  parce  que  d’une  part,  elle  est,  relativement  à  notre  zone,  à 
une  hauteur  qui  ne  fait  pas  craindre  des  réfractions  extraordinaires; 
que  d’autre  part,  son  mouvement  en  azimut  est  peu  sensible  quand 
elle  approche  le  plus  possible  du  cercle  de  6  heures,  ce  qui  exige  alors 
que  le  signal  auquel  on  la  rapporte  soit  éloigné  de  90  degrés  du  mé- 
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ridien,  ou  à  peu  de  chose  près;  enfin,  parce  que  le  temps  n’a  plus  sur 
la  détermination  de  1  azimut  la  même  influence  que  dans  les  observa¬ 
tions  du  Soleil.  La  méthode  que  Legendre  a  exposée  à  ce  sujet,  dans 
les  Mémoires  de  I  Académie  des  Sciences  (année  1787),  revient  à  peu 
près  à  ce  qui  suit. 

Après  avoir  placé  un  réverbère  au  signal  dont  on  veut  connaître 
1  azimut,  on  mesurera,  avec  le  cercle  répétiteur,  l’arc  de  distance  entre 
1  objet  terrestre  et  l’étoile,  quelques  instants  avant  et  après  l’époque 
de  la  plus  petite  ou  de  la  plus  grande  longueur  de  cet  arc,  comme 
quand  on  prend  des  distances  méridiennes.  On  notera  l'heure,  la  mi¬ 
nute,  la  seconde  et  fraction  de  seconde  de  chaque  observation,  et 
1  époque  moyenne  en  temps  de  la  pendule  répondra  à  l’arc  moyen  dé¬ 
terminé  sur  le  limbe,  si  la  série  est  de  courte  durée,  comme  d’une 
demi-heure  au  plus.  Ensuite  on  prendra  la  distance  zénithale  appa¬ 
rente  du  réverbère;  enfin  on  recueillera,  comme  à  l’ordinaire,  tous 
les  éléments  relatifs  à  la  réduction  au  centre  de  la  station,  s’il  y  a 
lieu. 

Cette  manière  d’observer  les  azimuts  a  une  grande  analogie  avec  les 
observations  de  latitude;  aussi  le  calcul  des  réductions  de  distances 
est-il  à  peu  près  le  même  dans  l’un  et  dans  l’autre  cas;  c’est  ce  que  l’on 
va  prouver. 

531.  Supposons  premièrement  que  la  réfraction  soit  nulle,  que  2 
( Jlg •  23)  soit  le  zénith  de  la  station,  R  le  réverbère,  P  le  pôle,  EE7 
le  parallèle  de  l’étoile;  représentons  par  A  la  distance  polaire  EP  de 
cette  étoile,  par  R  la  distance  du  réverbère  au  pôle,  par  RE  la  plus 
courte  distance  entre  toutes  celles  RE',  RE",  etc.;  enfin,  faisons 
RE"  =  RE  -4-m  =  R  —  A  +  «.  Le  triangle  RZP,  dans  lequel  on  con¬ 
naîtra  les  deux  côtés  ZP  =2  90°  —  latitude,  RZ  =  distance  du  réverbère 
au  zénith,  et  à  fort  peu  près  le  côté  RP  =  arc  de  distance  =  RE  A, 
donnera  approximativement  l’angle  horaire  RPZ,  ou  l’heure  à  la¬ 
quelle  l’étoile  E  passera  au  méridien  du  signal  R.  On  aura  donc  les 
angles  horaires  E"PE,...,  comptés  depuis  l’époque  de  ce  passage,  en 
soustrayant  de  l’heure  de  l’observation,  lorsque  l’étoile  était  en  E  , 
celle  de  ce  même  passage. 

II. 
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Cela  posé ,  soit  p  T  un  de  ces  angles  horaires;  le  triangle  RE"  P  donnera 

cos  RE"  =  cos  PE"  cos  PR  4-  sin  PE"  sin  PR  cos  p, 

1 

cos  (R  —  A  4-  u)  =  cos  A  cos  R  4-  sin  A  sin  R  cos  p. 


Développant  le  premier  membre  dans  l’hypothèse  que  u  est  fort  pe¬ 
tit,  et  ne  conservant  que  les  premières  puissances,  on  aura,  comme 
à  l’art.  310, 


u 


asinAsinRsin '\p  _  ±  psin A sinR cnf  sin  ^  ... 

sin  i  "  sin  (R  —  A)  2  L  sin  i  "  sin  (  R  —  a)  J 


Telle  est  la  quantité  qu’il  faut  ôter  de  chacune  des  distances  obser¬ 
vées  RE",...,  pour  les  réduire  à  ce  qu’elles  deviennent  au  moment  de  la 
plus  courte  distance  de  l’étoile  au  réverbère;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  la  distance  moyenne  mesurée  sur  le  limbe,  on  ôte  la  somme 
des  u  divisée  par  leur  nombre,  et  le  reste  est  la  plus  courte  distance 
cherchée  RE.  Cette  plus  courte  distance  étant  trouvée,  on  l’augmen¬ 
tera  de  A;  puis,  pour  déterminer  l’azimut  RZP  du  réverbère,  Ton  ré¬ 
soudra  le  triangle  RPZ,  dans  lequel  les  trois  côtés  sont  connus.  Si  la 
plus  courte  distance  RE,  trouvée  par  ce  calcul,  différait  trop  de  celle 
qui  a  servi  dans  le  calcul  approximatif  de  l’angle  horaire  RPZ,  on  re¬ 
commencerait  toutes  les  opérations  précédentes  avec  celte  nouvelle 
distance,  et  cette  seconde  fois,  la  nouvelle  valeur  de  l’angle  horaire 
serait  exacte. 

Remarquons  pourtant  que  l’azimut  approché  RZP  et  l’angle  ho¬ 
raire  RPZ  se  trouveraient  encore,  en  observant  la  distance  Re  au  mo¬ 
ment  où  l’étoile  passe  au  méridien  PZ ,  et  en  résolvant  d’abord  le  triangle 
ReZ,  dont  on  connaîtrait  les  trois  côtés  RZ,  eZ=PZ— Pe=G— A  et  Re; 
ensuite  le  triangle  RPZ  qui  serait  donné  par  les  deux  côtés  RZ,  PZ  et 
l’angle  compris. 

Dans  tout  ce  qu’on  vient  de  dire,  on  n’a  point  eu  égard  à  la  réfrac¬ 
tion  ;  cependant ,  il  est  évident  qu’elle  affecte  la  position  du  pôle  et 
celle  de  l’étoile,  et  qu’en  élevant  tout  le  parallèle  de  cet  astre,  elle 
en  altère  la  figure.  Pour  tenir  compte  de  ce  déplacement  dans  le 
calcul  précédent,  il  ne  s’agit  que  de  rapporter  toutes  les  distances 
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aux  lieux  apparents  du  pôle,  de  l’étoile  et  du  réverbère,  parce  que 
l’arc  de  distance  entre  ces  deux  derniers  objets  est  lui-mème  un  arc 
apparent  :  or,  il  est  remarquable  que  les  points  des  plus  grandes  di¬ 
gressions  de  l’étoile  et  le  pôle  sont  élevés  par  la  réfraction ,  de  la  même 
quantité;  et  que  comme  on  observe  cette  étoile  à  très-peu  de  distance 
de  ces  mêmes  points,  l’on  peut  supposer  la  réfraction  constante  pour 
tout  1  arc  apparent  décrit  pendant  la  courte  durée  des  observations, 
et  considérer  même  cet  arc  comme  faisant  partie  d’un  cercle  ayant 
pour  centre  le  pôle  apparent. 

I)  après  cela,  soient  P  [Jig.  24)  le  pôle  vrai,  P'  le  pôle  apparent  ; 
E  le  lieu  vrai  dans  le  méridien  du  réverbère  ou  de  R,  E'  son  lieu  appa¬ 
rent,  6  la  refraction  dans  la  région  du  pôle.  Soient  en  outre 

ZP  =  C,  ZP'  =  (y  =  C  —  6,  PE  ==  A  ,  ZE=N;  ZE'=N-0; 

enfin  l’azimut  PZE  de  l’étoile  =  A.  Le  triangle  sphérique  ZEP  donne 
cos  A  =  cos  C  cos  N  -1-  sin  C  sin  N  cos  A. 


Différentiaht ,  en  faisant  tout  varier  excepté  A ,  on  a 

—  sin  A.dA  =  —  sin  G  cos  N.dC  —  sin  N  cosG.(/N 
-+-  cos  C  sin  N  cos  A.dC 
-+-  sin  C  cos  N  cos  A.efN  ; 

mais  dC  =  0  et  dZ,  =  6  par  hypothèse  ;  donc 

sin  A.dA  =  6  sin  (C  -h  N)  —  0  cos  A  sin  (C  -+-  N), 

__  8  sin  (CH- N)  (1 — cos  A) _ 20  sin  (C  +  N)  sin2  -j-  A 

sin  A  sin  A  — 


Il  est  évident ,  à  la  seule  inspection  de  la  figure,  que  quand  G  di¬ 
minue,  A  devient  A'  =  P'E',«t  qu’on  a  A'  <  A;  ainsi,  6  et  d\  sont 
de  même  signe,  et  l’on  a  A'  =  A  —  dA.  Partant, 


»  ,  A  20  sin  (CH- N)  •  o  1  a 
A  =  A - H - -  sin3  \  A  , 


sin  A 
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formule  dans  laquelle  il  faudra  prendre  0  positivement,  pour  avoir  la 
valeur  du  rayon  A'  de  l’arc  apparent  décrit  par  l’étoile ,  pendant  la  du¬ 
rée  des  observations. 

Soit  maintenant  G'  l’arc  moyen  de  distance  entre  les  lieux  appa¬ 
rents  R'  de  l’objet  terrestre  et  E 7  de  la  polaire;  la  plus  courte  distance 
apparente  de  R'  au  pôle  apparent  P'  sera  G'  -f-  A'  —  R'.  Soit  en 
outre  p'  l’angle  horaire  de  l’étoile,  compté  du  méridien  apparent  du 
signal;  on  aura,  parce  qui  précède,  et  en  rapportant  tous  les  calculs 
aux  positions  apparentes ,  ainsi  qu’on  l’a  déjà  dit, 


A7  —  A 


20  sin  (C  -f-  N  ) 


sin2  \  A, 


2  sin  A'  sin  R'  sin2  \  p  ' 
sin  (R'  —  A'  )  sin  i  " 


—  etc. 


La  première  formule  exige  que  l’on  connaisse  non-seulement  la  dis¬ 
tance  zénithale  vraie  ZE  =  N,  ou,  pour  mieux  dire,  la  moyenne  entre 
toutes  celles  qui  ont  lieu  durant  l’observation  de  la  série,  mais  encore 
l’angle  A  qui  représente  l’azimut  PZE  du  vertical  dans  lequel  se 
trouve  l’étoile.  Pour  cet  effet,  l’on  résoudra  le  triangle  ZPE  dans  le¬ 
quel  on  connaît  les  deux  côtés  ZP,  PE,  ainsi  que  l’angle  compris  ZPE, 
c’est-à-dire  l’angle  horaire  moyen.  Mais  dans  notre  climat ,  l’angle  A 
étant  fort  petit,  et  variant  très  peu  pendant  la  durée  de  la  série,  si, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit ,  l’azimut  du  réverbère  diffère  peu  de  90°  , 
la  différence  de  A'  à  A  sera  très-petite.  La  méthode  d’observation  ac¬ 
tuelle  aura  donc  toute  la  précision  requise. 

11  résulte  de  ce  qui  précède,  que  la  véritable  distance  apparente  R' 
est  égale  à  l’arc  moyen  G',  diminué  de  la  moyenne  des  u,  et  aug¬ 
menté  de  A'.  Telle  est  la  distance  qu’il  faut  définitivement  employer 
dans  la  résolution  du  triangle  sphérique  R'P'Z,  pour  avoir  Tazimut 
R'ZP'. 

Si  la  pendule  n’est  pas  exactement  réglée  sur  le  temps  sidéral, 
comme  nous  lavons  supposé  tacitement  ci-dessus  ,  on  aura,  ainsi  qu’il 
a  été  démontré  à  1  art.  317 , 


sin  A' sin  R'.  (1  H- p7)  2sina  7  P  _ 

sin  (R'  — A')  *  sin  i" 


et 


P'  = 


__P _ 

4oo  —  0  ’ 


p  étant  le  retard  diurne  de  la  pendule,  exprimé  en  secondes.  11  n’est 
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pas  besoin  de  faire  remarquer  que  la  valeur  de  u  s’obtiendra  au  moyen 
des  tables  de  réduction  au  méridien  (art.  515),  et  que  l’angle  horaire 
moyen  employé  dans  le  calcul  de  l'azimut  A  ,  doit,  pour  plus  de  pré¬ 
cision,  être  corrigé  de  la  variation  de  la  pendule. 

552.  Le  calcul  des  azimuts  par  la  Polaire  observée  en  un  point 
quelconque  de  son  parallèle,  s’effectue  de  deux  autres  manières  que 
voici . 

Ire  solution.  Soient  A  l'azimut  de  cet  astre  compté  du  nord,  et 
comme  ci-dessus  A  sa  distance  au  pôle;  P  l’angle  horaire  correspon¬ 
dant,  H  la  latitude  du  lieu  de  l’observation.  Cela  posé,  le  triangle  sphé¬ 
rique  ZPE  dans  lequel  un  angle  et  son  côté  opposé  sont  très-petits, 
étant  traité  par  la  méthode  de  l’art.  99  ,  on  a 


A  = 


AsinP  A2sinPcosP  tangH 


,  A3sinPcos*P 


cos  H 


cos  H 
A’sinP 

'  "côsïT  tano  U .  .  .  , 


(4  tang2  II  -h  i) 


ou,  représentant  par  une  seule  lettre  les  coefficients  de  la  distance  po¬ 
laire  , 

A  =  - — -p  H-  yA2  sinPcosP  -+-  oA3  sinP  cos2 P  —  eA3  sin  P.. ., 


série  d’autant  plus  facile  à  évaluer  que  les  log.  des  coefficients  y,  o\  e 
sont  renfermés  dans  la  table  XVIII ,  qui  a  pour  argument  la  latitude  H 
de  la  station. 

En  comptant  1  angle  horaire  P  =  t  —  yR  à  partir  du  méridien  supé¬ 
rieur,  tant  a  la  digression  occidentale  qu’à  la  digression  orientale,  on 
prendra  le  second  terme  négatif  siP>qo°,  puisque  alois  cos  P  est 
négatif. 

Mais  il  faut  faire  attention  que  l’azimut  A  de  l’étoile  répondra  à  l'époque 
moyenne  des  observations  si  P  est  l’angle  horaire  moyen,  et  non  pas  à  l’arc 
de  distance  Gm  conclu  de  celui  que  la  lunette  a  parcouru  sur  le  limbe, 
divisé  par  le  nombre  des  répétitions.  11  sera  donc  nécessaire  d'appli¬ 
quer  à  cet  azimut  A  une  correction  ^  ~  ^  *011*  a  fait 


9 


2  14  traité  de  géodésie. 

semblable  à  celle  de  la  distance  zénithale  N  (art.  508).  Ainsi,  en  tirant 
de  la  série  ci-dessus  la  valeur  du  coefficient  différentiel ,  et  bornant 
l’approximation  au  terme  du  troisième  ordre,  l’azimut  corrigé  sera 


A  m 


=  A  — 


A  sin  P  2sina  j  3P 
cos  H  n  sin  i  " 


L’arc  de  distance  Gin  qui  est  donné  par  le  cercle  répétiteur  ordinaire, 
est  incliné  à  l’horizon;  pour  en  avoir  la  projection  horizontale  gOT,  il 
faut  nécessairement  connaître  la  distance  au  zénith  de  l’objet  terrestre 
et  celle  de  l’étoile  à  l’époque  moyenne.  Or  cette  dernière  a  pour  ex¬ 
pression  (art.  520) 

N=90°  — H  — AcosP-t-|A2sin2P  tangH  -i- A3  sin2  P  cos  P  (| -h  tang2H) 

ou,  plus  simplement,  en  supprimant  les  termes  du  troisième  ordre  qui 
n’excèdent  pas  3"  dans  les  cas  extrêmes, 

N  =  90°  —  H  —  A  cos  P  -4-  \  A2  sin2  P  tang  H . 

En  diminuant  ensuite  cette  distance  zénithale  vraie  de  la  réfraction,  on 
aura  la  distance  zénithale  apparente  qui  servira,  avec  celle  de  l’objet 
terrestre,  pour  réduire  à  l’horizon  l’arc  de  distance  G^; 

application. 

Le  7  mars  1793,  Méchain  orienta  les  triangles  de  la  méridienne  de 
France,  en  observant  plusieurs  fois  à  Montjouy,  avec  un  cercle  répéti¬ 
teur  construit  par  Lenoir,  l’angle  entre  la  Polaire  et  le  réverbère  de  la 
Sierra-Morella,  vers  l’époque  de  la  plus  grande  digression  occidentale. 
Sa  pendule  réglée  sur  le  temps  moyen,  n’ayant  pu  être  placée  auprès 
du  cercle,  il  fit  usage,  pour  connaître  le  temps  des  observations,  d’un 
chronomètre  qui  retardait  de  3m6%5  sur  la  pendule.  Voici  l’une  de  ses 
séries,  extraite  de  la  base  du  Système  métrique  décimal >  tome  II, 
page  1 37 ,  et  pour  laquelle  les  angles  horaires  e?P  seront  comptés  à  par¬ 
tir  de  l’époque  moyenne. 
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TEMPS 

de 

la  pendule. 

ANGLES  HORAIRES 

JP. 

Temps  moyen. 

ANGLES  HORAIRES  REDUCTION 

JP.  |  à 

Temps  sidéral.  l’époque  moyenne. 

7h  *4m  9s5 

7.17.19.5 

7.20.40.5 

7.23.46.5 

—  4'  49" 5 
1.39,5 

-h  I  41 >5 

4  •  47  »  5 

—  4'5o"  :  45"q 

>-4o  5,3 

-I-  i-42  i  5,6 

4-48  j  45,2 

Époq.moy.  7.18.59,0  =  /.  Somme  _  ,02>ü 

Le  quart  =  25 , 5  =  j 

La  valeur  de  F  _  ^  __l_  servira  à  corriger  l’azimut  A  de  l’étoile. 

d  après  ce  quia  été  dit  ci-dessus  ;  mais  il  s’agit  avant  tout  de  connaître 
1  angle  horaire  P  en  temps  sidéral.  Or  on  a 


Époque  moyenne  t . —  7hi8m59%o 

Heure  du  passage  au  méridien.  .  -  1.34.  2  ,8  temps  de  la  pendule 

Angle  horaire  moyen .  5.44.56  ,2  temps  moyen 

Réduct.  au  temps  sidéral  (tab.  V).  -+-  56  ,0 

Angle  horaire  P . =  5h45m5as, 2  temps  sidéral  ; 

et  en  degrés , 

P  =  86°28'3\ 

A  la  meme  époque,  la  position  apparente  de  l’étoile  était 
AV  =  oh5om29s,3, 

D  =  i°47'43",4  =  6463", 4; 

et  l’on  avait  d’ailleurs , 

Latitude  de  la  station . H  _  4 i°2i'44 

Arc  moyen  de  distance  entre  le  réverbère  et  l’étoile.  G,„  =  ioo.a3.5i 
Distance  zénithale  du  réverbère . .  —  89.  5.4o 

Avec  ces  données  et  le  secours  de  la  table  XVIII,  on  procédera  ainsi 
qu’il  suit. 
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Calcul  de  l’azimut  A. 

log  A  =  3,8io46io  -H  log  7  =  4^,75488—1—  log<î=g,63i5o  +  lügt  =  8,90804  — 
sin  P  =  9,999 1741  2  log  A  —  7  ,62092  3  log  A  =3  i  ,43 1 38  31ogA=  i,43i38 

c.  cos  H  =0,1246221  sinP  =  9, 99917  sinP  =  9, 99917  sinPîfcg,  99917 

3,9342572+  cosP  =  8,78968  2cosP  =  7,57936  0,33859  — 

+  8595", 22  1, i6465  H-  844747+  -2", 18 

+  i4",6i  +o",o4 

Ces  quatre  termes  réunis  donnent 

azimut  A  =  8607", 6g  =  2°23'27",69, 

et  tel  est  aussi  le  résultat  auquel  conduiraient  les  analogies  de  Néper 
art.  328),  parce  qu’elles  sont  applicables  avec  succès  vers  les  époques 
des  plus  grandes  digressions. 


Calcul  de  la  correction  d’azimut. 


lügAÊB  =  3>93^6- 

iogsin  1"  =  4,68557 
logF  =  1, 4o654 


Partant 


log  correct.  0,02637  — 


A  =  2°23'27/,,69 

correction.  .  —  1  ,06 

Azimut  moyen  Am  ==  2.23.26  ,63  compté  du  nord  à  l’ouest 

ou  i77.36.33  ,5y  compté  du  sud  à  l’ouest. 


Calcul  de  la  distance  zénithale  de  l’étoile. 


log  A  =  3,8io46  — 
cos  P  =  8,78968 

2,60014  — 

—  398",  24 
+  88  ,82 

—  3og  ,42 


*°gi  =  9^9897  + 
2  log  A  =  7,62092 
sin  1"  =  4,68557 
2  sin  P  =  9,99834 
tangH  =  9,94470 
i,g4B5o  + 

+  88", 82 
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Ainsi,  la  co-latitude . 

ier  et  2e  terme . 

Distance  zénithale  vraie. 

Réfraction  (table  VIII) . 

Distance  zénithale  apparente  de  la  Polaire. 
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90°  —  H  =  48°38'i6> 
-  3o9",4  =  ~  5.  9,4 

N  =  48.33.  6  ,6 
-  i.4,4 

z'  ==  48°32'  2",  2 


Réduction  de  l’arc  de  distance  à  l’horizon. 


Il  reste  à  trouver  comme  il  suit  la  projection  horizontale  de  l’arc 
de  distance  Gm. 

Distance  zénith,  du  réverb.  z  —  89°  5' 40" 

Idem  de  l’étoile.  .  .  .  z'  =*  48.32.  2 

Arc  mesuré . G,„  =  ioo!a3.5i 

Somme .  a38.  1.33 


Demi-somme.  .  . 
Reste . 


119.  0.46,5 

89.  5.4o 

=  29.55.  6  ,5 


11 90  o' 46  , 5 

48.32.  2  ,0 
tri=  70.28.44  ,5 


sin/72  =  9,6978979 

sinm'  =  9,9742902 
c.sin^  =  o,oooo54o 
c.sinz'  =  o,i253i64 

Somme.  .  .  =  7^^5585 

Demi-somme  =  log  sin|  g,„  =  9,898779a  =  5a«aa'55",4 

arc  de  distance  horizontale  =  io4.45.5o  ,8 

donc  enfin 


Aw 

-  cr 

üm 

Azimut  de  position  du  ré¬ 
verbère  . 

Réduction  au  centre  .... 
Azimut  cherché . z 

ou 

II. 


i77°36'33",4 

104.45 . 5o  ,8 

72.50.42  ,6  compté  du  sud  à  l’ouest. 
-  *5,4 

72.50.27  ,2  compté  de  même, 

107.  9 . 32  ,8  compté  du  nord  à  l’ouest. 
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C’est  effectivement,  à  un  dixième  de  seconde  près,  ce  que  Méchain  a  ob¬ 
tenu  par  un  procédé  différent. 

11e  solution.  Si  l’on  veut  rapporter  tous  les  angles  horaires  observés 
P'P"...  au  méridien  apparent  du  réverbère,  quelle  que  soit  d’ailleurs  la 
position  de  la  Polaire  dans  son  orbite  apparente,  on  calculera  l’angle 
<p  que  le  méridien  fait  avec  celui  de  la  station ,  à  l’aide  du  triangle 
sphérique  ZPR  dans  lequel  on  connaît  la  distance  zénithale  ZR  =  'z, 
la  colatitude  C, ,  c’est-à-dire  C  =  90°  —  H  diminuée  de  la  réfraction ,  et 
approximativement  l’azimut  RZP  =  1800  —  A.  Si  au  contraire  cet 
azimut  était  tout  à  fait  inconnu  et  que  les  observations  eussent  eu  lieu, 
comme  dans  l’exemple  précédent ,  à  l’époque  de  la  plus  courte  dis¬ 
tance  de  l’étoile  au  réverbere,  op  ferait  Rt  =  G,„  -h  A, ,  ou  ,  ce  qui 
revient  au  même,  011  désignerait  par  K,  l’arc  apparent  RP  qui  repré¬ 
sente  le  troisième  côté  du  triangle  ZPR  ,  et  qui  se  compose  de  l’arc  me¬ 
suré  G,n  et  de  la  distance  polaire  A  affectée  de  la  réfraction.  On  pourra, 
par  conséquent,  déterminer  l’angle  RPZ  =  9  de  ce  triangle,  et  par  suite 
l’heure  sidérale  du  passage  de  l’étoile  au  méridien  apparent  du  réver¬ 
bère ,  laquelle  est,  dans  le  cas  actuel,  égale  à  l’ascension  droite  de 
l’étoile  augmentée  de  l’angle  9.  Enfin  la  différence  de  cette  heure  à  l’é¬ 
poque  moyenne  des  observations  sera  l’angle  horaire  moyen  P,  compté 
à  partir  de  ce  méridien  apparent,  et  les  différences  àV  de  tous  les 
temps  de  la  pendule  au  temps  correspondant  à  l’angle  horaire  moven 
seront,  comme  à  l’art.  512,  les  éléments  des  réductions  des  distances 
observées  au  méridien  dont  il  s’agit.  Ces  calculs  préliminaires  étant 
faits ,  on  évaluera  les  deux  formules 


x=i\{  sina  \  P-f-  -j  A*  sin  1"  sin2  P  cotGm— j  A  J  sin2  i"sin2P  cos  P,  (t) 
=  (sin  A,  cosP  +  sin2  A,  cos  2P  cot  (2) 

qui  sont  parfaitement  semblables  à  celles  relatives  à  la  détermination 
de  la  latitude  par  les  observations  de  la  même  étoile,  et  qui  résultent 
de  la  propriété  du  triangle  sphérique  ZPE  dans  lequel  le  côté  PE  =  A, 
est  tres-petit  à  l’égard  des  deux  autres.  Elles  seront  générales  si  l’on 
compte  l’angle  horaire  P  à  partir  de  la  plus  courte  distance  de  l’étoile 
au  réverbere  et  depuis  o  jusqu’à  36o°.  Ensuite  on  aura,  pour  la  plus 
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courte  distance  K,  du  réverbère  au  pôle  apparent, 

k,=g.  +  a,-(*+2£). 


D’après  l’article  précédent,  on  a 

distance  zénithale  du  réverbère.  .  z  =  89°  5'4o'  ,0 

colatitude  —  réfraction . G,  =  48  37  1 1  *6 

etàPeuPrès . K,  »  ,oa.,o.  s!o 

lorsqu’on  résout  le  triangle  RZP  dans  lequel  on  sait  déjà  que  l’angle 
•  P  _  107093  environ.  En  ajoutant  G,„  =  ioo°23'5i"à  la  distance 
P°  airelr  I°^7'43,/,  on  trouverait  K,  =  io2°ii'34";  mais  il  est  à  peu 
près  indifférent  d’employer  ici  l’une  ou  l’autre  valeur. 

Si  l’on  fait  usage  des  trois  données  précédentes,  on  trouvera  l’angle 
horaire  f  opposé  à  z . =  ^*5» 

et  en  temps  sidéral .  .  ^  ~ — - - 


Diminuant  cet  angle  de  l’accélération  des  fixes  (table 
IV),  savoir . 


D  ailleurs,  temps  moyen  du  passage  au  méridien  de 
Montjouy . 

Donc  temps  moyen  du  passage  au  méridien  apparent 
du  réverbère . 

Et  comme  la  pendule  retardait  de . 

le  passage  au  méridien  du  réverbère ,  en  temps  de  la 
pendule . 

D’un  autre  côté,  l’époque  moyenne  des  observations 
a  eu  lieu  à . 


Réduction  au  temps  sidéral 

Angle  horaire  moyen  en  temps  sidéral  . 
et  en  arc . 


:  5hll 

m  9%° 

5°  ,9 

5. 10 

-.8,. 

1.47 

.39  ,2 

6.57 , 

.57  ,3 

i3 

.36,4 

M4. 

20  ,9 

7. 18 . 

59  ,0 

o.34  • 

38 , 10 

.  -f- 

5,69 

P  =  o1'34”43»,79 
P  =  8»4o'55",7 
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Un  autre  élément  des  formules  (i)  et  (2)  est  la  distance  polaire  A 
affectée  de  la  réfraction  et  représentée  par  A,.  Or,  en  désignant  par  $  la 
réfraction  à  la  hauteur  du  pôle,  par  A  l’azimut  de  l’étoile,  compté  du 
nord ,  et  par  N  la  distance  zénithale ,  calculés  l’un  et  l’autre  pour  l’é¬ 
poque  moyenne  (page  2 16),  on  a ,  d’après  ce  qui  a  été  démontré  précé¬ 
demment, 


A(=A_^ç^s|nHAr) 


Dans  cette  formule,  N  =  48°33'6",  C  =  48°38'i6",  0  =  i'4",42  , 
A  =  i°47'43",4,  A=  2°23'28",  et  Ton  trouve  A,  —  A  =c?A  =—  T',8; 

partant  A,  =  i°4f4i",6. 


Calculant  ensuite  les  formules  (1)  et  (2),  dans  la  seconde  des- 
quelles  log  £  =  log  F  =  i,4o654,  on  a,  au  moyen  de  la 

table  XVII ,  la  série  des  opérations  suivantes. 


Évaluation  de  x  (table  XVII  ). 


log  2  =  o,3oio3oo-h  2  log  A,  =  7,6207-h 
log  A,  =  3,8io3435  log  E  =  2,7422 
2I.  sin-^P  =  7,7581240  cot  Gm  —  9,2636 — 
1, 8694975 -f-  9,6265  — 

■*“  o", 42 

ier  terme  -f-  74%o4 
2e  terme  —  o  ,4a 
3e  terme  —  o  ,o5 


3  log  A,  =  i,43to  — 
log  G  =  7,2466 

8,6776  — 
—  o",o5 


x  =-h  73,57 


(*)  On  aurait  l’effet  dG  de  la  réfraction  0  sur  l’arc  de  distance  apparent  G„,  au  moyen 
de  cette  formule 


G*  -f-  dG  =  Gm  -+- 


0  COS  Z 

^^■-8eotG„cotN,. 
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Calcul  de 


la  correction 


'& 


sinA,  =  8,49387+ 

cos  p  =  9>99499 
8,49086+ 
f°gF  =  1, 4o654 
9,89740+ 
=  +  0^,790 

—  O  ,004 
=  +  °  >786 


2  si»  A,  =  6,99174  + 
cos  aP  =  9,97975 
COt  Grn  =  Q,  26361  — 
6,235io  — 
log  F  =  i,4o634 
7,64164  — 


Formule  (3). 


Enfin,  distance  mesurée . Gm  =  ioo°23'5i",o 

distance  polaire . A,  =  1.47.41,6 

G,,*  -+-  A,  =  102.11.32,6 

-  réduction  (*+2v)  •  . . =  -  1 . 14 ,4 

distance  apparente  du  signal  au  pôle .  R,  =  102.10.18,2 

On  connaît  maintenant  les  trois  côtés  du  triangle  sphérique  appa¬ 
rent  RZP ,  savoir  : 

R,  ==  I02°I0'l8",2  , 

z  =  89.  5.4o,o, 

C,  =  48.37.11,6. 


Ainsi,  en  désignant  par  <7  leur  demi-somme,  on  aura  l’azimut  Z,  de 
position  du  reverbère,  compté  du  sud  à  l’ouest,  au  moyen  de  cette 
formule  connue 


sin  \  Z, 


—  z)sin(<r — C,). 
sin  z  sin  C, 


et  tout  calcul  fait,  on  trouve 


Z, 

Ajoutant  la  réduction  au  centre  de  la  station . 

l’azimut  définitif . Z 


=  '0709'17\6 

h-  1 5  ,4 


=  *07.9.33,0 
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Nous  retrouvons  donc,  à  deux  dixièmes  de  seconde  près,  le  même 
résultat  que  par  la  première  solution. 

355.  Une  question  importante  à  traiter  est  celle  de  savoir  dans 
quelles  circonstances  il  faut  observer,  pour  parvenir  aux  résultats  les 
plus  exacts.  Voici,  en  peu  de  mots,  comment  Delambre  est  arrivé  aux 
règles  qu’il  s’était  tracées  à  cet  égard. 

Soient  A  ( Jig .  21)  l’azimut  SZP  de  l’astre,  A'  celui  du  signal  G,  et 
O'  l’angle  de  deux  verticaux  Z S,  ZG. 

Le  triangle  sphérique  PSZ  donnera,  en  vertu  de  la  notation  de 
l’art.  328, 

sin  P  sin  A  =  sin  N  sin  A , 

et  par  la  propriété  du  triangle  GZS,  on  aura ,  en  désignant  par  G'  l’arc 
de  distance  S'  G', 

cos  G'  =  cos  z  cos  z'  H-  sin  z  sin  z'  cos  O'. 


D’ailleurs,  à  cause  de  A'=A-0',  on  a 

dA'  =  dA  —  dCy  ; 


puis  différentiant  les  deux  formules  ci-dessus,  en  faisant  tout  varier, 
on  trouvera,  en  dernière  analyse , 


dA '  =  dP  cot  P  tang  A  -+- 
dN  cot  N  tang  A  — 

—  dz  cot  z  cot  O'  — 
-h  cfecotz'coséc  O' 


dA  cot  A  tang  A 
dQf'  sin  G' 
sinz  sin  z'  sin  O' 

dz'  cot  z'  cot  O' 
dz'  cot  z  coséc  O'. 


Il  résulte  de  cette  formule  différentielle, 

i°.  Que  le  premier  terme,  qui  est  le  plus  considérable ,  et  qui  est 
relatif  à  l’erreur  de  la  pendule,  aura  peu  d’influence  sur  l’azimut,  si 
l’on  observe  l’astre  loin  du  premier  vertical ,  c’est-à-dire  du  point  où 
A  =  90°.  Ainsi,  relativement  à  la  Polaire,  ce  terme  est  fort  petit  ; 

20.  Que  comme  P  =  90°  au  cercle  de  6  heures,  et  que  par  consé- 
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quent  cot  P  o  y  il  est  nécessaire  de  mesurer  l’arc  de  distance  G' 
>  j?eU  avant  et  UIÎ  Peu  après  le  passage  de  l’astre  au  cercle  dont  il 

à  très  npii  '*  *a  a  '^r,  *e  S1'3’"al  dans  1  horizon  autant  que  possible,  et 
vM  de  VMn’ afin  **  -  "*~ 

clinaison^et  P<7  anéantir  les  erreurs  dA  et  dS  commises  sur  la  dé- 

ïrver  le  r  a  ,nce  “"“h*’6  de  V“tre’  11  nécessaire dob 
server  alternativement  le  matin  et  le  soir;  car  tang  A  changeant  de 

'  X  Une0b“"  ài’a^-  ~  erreurs  sedé^u.ro^nÎ 

frSti  Que  aS  te,;m?  en  dZ  et  dz‘  dépendants  du  changement  de  ré- 
fraction  pendant  la  durée  d’une  série,  seront  nuis  si  O'Jpo»; 

nh!  ,  f  "lqUe  re,TeUr  dG‘ de  *’arc  de  distance  s’anéantira  en  multi- 
pJiant  les  observations. 

Lorsqu’un  astre  se  trouve  dans  le  premier  vertical ,  on  a 
cos  P  ==  cot  H  cot  û  ; 


ainsi  en  résolvant  cette  équation  par  rapporta  l’angle  horaire  P  on 
connaîtra  heure  a  laquelle  ce  phénomène  arrivera ,  et  l’on  pourra 
par  conséquent,  éviter  d’observer  en  ce  moment  même.  (Forez,  pour 
plus  de  details,  la  Base  du  Système  métrique  décimal,  tome  II, 
page  i5a.) 


Azimuts  observés  au  théodolite  répétiteur. 

534.  Les  observations  azimutales  sont  beaucoup  plus  faciles  lors¬ 
qu  on  emploie  un  bon  théodolite  répétiteur,  et  les  calculs  qui  en  dé¬ 
pendent  se  simplifient  même,  parce  que  l’angle  entre  l’objet  terrestre  et 
astre  étant  naturellement  réduit  à  l’horizon ,  il  est  inutile  d“e  recueilli¬ 
es  éléments  de  la  réduction  à  ce  plan.  Si  on  observe  le  Soleil  à  son 
ever  ou  a  son  coucher ,  on  peut  mettre  alternativement  ses  deux  bords 
en  contact  avec  le  fil  vertical  de  la  lunette,  afin  d’éluder  son  demi- 
yametre,  mais  il  est  nécessaire  que  ces  deux  observations  se  fassent 
\ana  e  nloms  de  temps  possible ,  parce  que  le  demi-diamètre  azimutal 
t  h  o  eil  change  d  autant  plus  que  cet  astre  est  plus  élevé  au-dessus 
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de  l’horizon.  En  procédant  de  la  sorte ,  la  moyenne  des  deux  époques, 
en  temps  de  la  pendule,  correspondra  sensiblement  à  Tare  moyen  ou 
à  l’angle  entre  l’objet  terrestre  et  le  centre  du  Soleil ,  lequel  est  égal  à 
la  demi-somme  des  deux  angles  observés.  Ainsi ,  l’azimut  de  ce  centre, 
qu’on  obtiendra  par  la  méthode  de  calcul  expliquée  ci-dessus^art.  328), 
fera  connaître  celui  de  l’objet  terrestre. 

Autrement,  l'on  calculera  l’azimut  du  centre  du  Soleil,  correspon¬ 
dant  au  temps  de  l’observation  de  l’un  des  bords,  et  pour  avoir  l’azi- 
mut  du  bord  observé,  l’on  ajoutera  à  celui  du  centre,  ou  l’on  en  re¬ 
tranchera  l’azimut  du  diamètre  horizontal  apparent ,  selon  la  position 
de  ce  centre  à  l’égard  du  bord  observé;  après  quoi  l’on  aura,  par 
addition  ou  soustraction,  l’azimut  du  signal.  Enfin,  la  moyenne  des 
deux  résultats  provenant  de  l’observation  de  chaque  bord  donnera 
l’azimut  le  plus  probable  de  ce  même  signal.  On  en  verra  plus  loin  un 
exemple. 

Pour  faire  une  application  de  la  ire  solution  précédente  au  cas  actuel , 
nous  choisirons  une  des  séries  prises  avec  un  théodolite  doublement 
répétiteur  par  M.  le  colonel  Corabœuf,  à  l’extrémité  occidentale  du 
grand  réseau  trigonométrique  que  cet  ancien  ingénieur-géographe  et 
M.  le  commandant  Peytier  ont  mesuré  le  long  des  Pyrénées,  à  l’effet 
de  comparer  entre  eux  les  niveaux  des  deux  mers. 

Le  16  octobre  1828  au  soir,  l’angle  observé  sur  la  tour  de  Borda, 
près  de  Bayonne,  entre  le  réverbère  de  Montfort  et  la  Polaire,  prise  à 
l’époque  de  son  élongation  orientale,  a  été  trouvé  de  89°  1 6' 3", 3  par 
dix  répétitions;  l’époque  moyenne  correspondante,  à  la  pendule,  était  de 
5l'35m46%8.  Cette  pendule ,  réglée  sur  le  temps  moyen,  avançait  à  cette 
époque  de  2mi9%2  ;  et  la  somme  des  réductions,  à  l’époque  moyenne, 
était  de  782";  déplus,  la  latitude  de  la  station,  ou  H  =  43°42'43",  et 
sa  longitude  occidentale  en  temps  =ohi3m369. 

D’un  autre  côté,  d’après  le  Nautical  Almanac ,  la  position  appa¬ 
rente  de  la  Polaire,  pour  le  moment  de  l’observation,  était 

AV  —  iho“2is,i7, 

A  =  i°36'i2",28  =  5772",  28; 

et  le  temps  moyen  correspondant  au  temps  sidéral  ihora2is,  17,  ou  au 


moment  du 
suit  : 
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passage  au  méridien  supérieur,  se  détermine  comme  il 


labié  I,  le  1 6  octobre . 

Table  II  (1828) . ’ 

Table  III . 

Mouvement  dû  à  la  diff.  des  mérid. 

Ascension  droite  moyenne  à  midi. 
Temps  sidéral . 

(On  ajoute  2^  pour  pouvoir  effectuer 
la  soustraction.) 


.  i3h36m  8%43 

•  .  +  3.43,63 

+*  0,28 

•  +  2  ,23 

.  —  1 3. 39. 54  ,~5^ 

1.  0.21  ,1-7 


N 
42 
41 3 
455 


Temps  moyen  approché .  1 1 .  ao .  a6 ,60 

Correction  (table  IV) .  _  ,  5,  ^ 

Temps  moyen  astronomique.  .  .  .  1  i.i8.35  ,i3 

Avance  de  la  pendule .  2.19  ,20 

Heure  du  passage ,  à  la  pendule.  .  .  1 1 .20 . 54  ,33 

Époque  moyenne . .  5.35.46  ,80 

Angle  horaire  temps  moyen.  .  *  .  .  5.45.  y  ,53 

Réduction  au  temps  sidéral .  -t-  56  ,69 

Angle  horaire  en  temps  sidéral  P=  5.46.  4,22 

Et  en  degrés,  P  =  86°3i'3",3  =  86°3i',o5 


Ayant  les  éléments  de  la  formule  (A=...)v  art.  552,  et  Targument 
H  de  la  table  XVIII  qui  s’y  rapporte ,  on  trouvera 
Azimut  de  la  Polaire.  .  A  =  7971V»  -f-i  2",  95  +0",  o3  —  i%89 

=  2°i3'  2", 09 

Correction  d’azimut.  .  2  —  =  _  3  jQ2 

Azimut  corrigé  ....  \m  =T 2.  I2.59  ~ 

Ou, du sudàl’ouest,  i8o+A,„  =  18a. 12.59  ,07 

Arc  mesuré .  gm  =  89.16.  3  ,5o 

Azimut  de  position.  .  .  2^71.29.  2  ,37 

Réduction  au  centre.  .  _  !  5  , 3 

Azimut  du  réverbère  de 

Montfort .  Z=  ‘xyi0*# ky" du  sud  à  l’ouest. 

U.  29* 
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Les  limites  étroites  entre  lesquelles  de  pareils  résultats  sont  renfer¬ 
més  (voyez  Nouvelle  Description  géométrique  de  la  France,  tome  II 
page  5oo),  prouvent  que  les  observations  de  ce  genre  sont,  comme  celles 
de  latitude ,  susceptibles  de  beaucoup  de  précision ,  lorsque  les  cir¬ 
constances  atmosphériques  ont  été  favorables,  et  qu’on  a  ^u  soin  de 
bien  caler  le  niveau  de  l’âxe  de  rotation  de  la  lunette  mobile.  En  effet, 
la  condition  essentielle  à  remplir  avec  le  théodolite  répétiteur  de 
Gambey,  c’est  que  l’axe  optique  dirigé  surletoile,  dans  les  observa¬ 
tions  paires,  prenne,  par  rapport  à  une  ligne  horizontale  menée  dans 
le  plan  déterminé  par  -cet  axe  et  celui  de  rotation ,  une  inclinaison 
égale,  mais  directement  opposée  à  celle  qu’il  avait  dans  les  observa¬ 
tions  impaires;  car  si,  dans  le  premier  cas,  l’angle  mesuré  est  trop 
petit ,  dans  le  second  cas  il  sera  trop  grand  précisément  de  la  même 
quantité.  En  général ,  l’erreur  de  l’azimut  provenant  de  l’inclinaison  i 
de  l’axe  de  rotation  et  du  petit  angle  y  de  l’axe  optique  apparent  sur 
Taxe  optique  normal ,  est 


*  désignant  la  distance  zénithale  de  l’étoile.  Dans  cette  formule  de 
correction,  les  signes  supérieurs  répondent  à  l’observation  impaire,  et 
les  signes  inférieurs  à  l’observation  paire,  ou  vice  versa  (art.  125) 
On  remarquera  que jr  est  constant,  et  que  i  l’est  également,  si  l’on  a 
soin  de  ramener  toujours  la  bulle  du  niveau  dans  ses  mêmes  repères  , 
à  l’aide  de  l’une  des  vis  du  pied  située  au-dessous  de  l’axe  de  rotation 
Quant  à  la  distance  zénithale  elle  varie  d’une  quantité  si  petite  dans 
l’intervalle  de  deux  minutes  environ  que  durent  deux  observations 
qu’on  peut  pareillement  la  considérer  comme  constante  :  il  est  donc 
alors  évident  que  la  correction  d’azimut  est  nulle. 

Le  baron  de  Zach ,  dans  son  ouvrage  sur  \' Attraction  des  montagnes, 
tome  I ,  page  1 5 1  et  suivantes ,  propose  de  déterminer  les  azimuts  par 
une  méthode  qui  a  beaucoup  d’analogie  avec  celles  des  hauteurs 
correspondantes,  et  qui  est  fort  simple.  Elle  consiste  à  observer, 
avec  le  théodolile  répétiteur,  l’angle  entre  un  objet  terrestre  et  une 
étoile,  quelques  instants  avant  et  après  son  passage  au  méridien  •  car 
s’il  arrive  que  l’époque  moyenne  des  observations  soit  précisément  le 
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temps  du  passage,  J  angle  moyen  correspondant  sera  l’azimut  cherché, 
j  l.  S  S  1  e^lstc  llne  différence  entre  l’époque  moyenne  dont  il  s’agit  et 
e  eraps  du  passage,  on  déterminera  la  correction  d’azimut,  en  la 
supposant  proportionnelle  au  temps.  Prenons  pour  exemple  les  obser¬ 
vations  memes  de  de  Zach,  savoir  : 


NOMBRE 

des 

répétitions. 

TEMPS 

du 

chronomètre. 

angle  multiple 
entre  Sirius 
et  un  objet  terrestre. 

I 

6h42miosO 

22°  3g'  55" 

2 

43.48,0 

44*52. 5o 

3 

44*58,o 

66.46.20 

4 

46.  7,5 

88 . 20 . 3o 

5 

47.29,5 

1 og . 3 1 . 40 

6 

48.40,5 

1 3o . 23 . 3o 

7 

49*49»° 

i  5o .  56 . 20 

8 

5o.58,5 

1 7 1 .  g . 5o 

9 

52.56,o 

igo.5o.55  . 

10 

54.11,0 

2x0 . 1 1 .  0 

1 1 

56.36,o 

22g.  7 . 3o 

12 

56.53,o 

247.42.20 

i3 

57. 58,o 

265.5g.3o 

*4 

5g. 10,0 

!. 

283.56.25 

1  Époque  moyenne ..  .  6.50.46,07 

20. 16.53,2 

I  Passage  de  Sirius  au 

_  283.56.25 

méridien. . . 

>4 

Différence. 

U  résulte  de  là  que  l  arc  moyen  20°i6'53,2  ou  l’azimut  approché, 
correspond  à  l’époque  moyenne  6h5om46s, 07;  que  depuis  la  première 
observation  jusqu’à  cette  époque  moyenne,  il  s’est  écoulé  8m36s,07, 
et  que  pendant  cet  intervalle  l’azimut  de  l’étoile  a  changé  de 
ao°i6/53",2  =  2°23'i",8.  Ainsi  la  variation  en  azimut, 
pendant  les  i4s,82  ,  se  trouvera  en  disant 

5i6*,o7  •  858 1", 8  ;  :  i4%82  :  x  —  246", 44* 


29.. 
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Or,  le  signal  était  à  l’occident  de  Sirius;  on  a  donc 


Azimut  observé  à  l’époque  moyenne .  =  20°i6'53",20 

Correction . 4.  6  ,44 

Azimut  du  signal  compté  du  sud  à  l’ouest,  ...  =  ao°ao£59,,,64 


Mais  l’exactitude  de  cette  méthode  tient  à  deux  choses  :  première¬ 
ment,  l’heure  du  passage  est  supposée  exactement  connue;  en  second 
lieu,  le  mouvement  azimutal  aux  environs  du  méridien  est  sensible¬ 
ment  uniforme.  Cependant,  si  dans  l’exemple  précédent  il  existait  une 
incertitude  d’une  seconde  sur  le  temps  du  passage,  il  est  visible  que 
T  azimut  ne  serait  connu  qu’à  16"  près.  Une  pareille  incertitude  n’est 
pas  probable,  si  l’on  détermine  l’heure  du  passage  avec  beaucoup  de 
soin,  par  la  méthode  de  l’art.  503,  ou  si  l’ascension  droite  est  bien 
connue  (art.  281  );  mais  en  n’admettant  qu’un  quart  de  seconde 
d’erreur,  on  ne  sera  encore  sûr  de  l’azimut  qu’à  l\'  près.  Cherchons 
donc  quelles  sont  les  circonstances  les  plus  favorables  à  ce  genre  d’ob¬ 
servation. 

335.  Supposons  un  triangle  sphérique  ZPE  (  fig .  17),  dans  lequel 
Z  est  le  zénith,  P  le  pôle  élevé,  E  l’étoile;  et  faisons  ZE  =  N,  ZP  =  C,. 
EP  =  A.  Ce  triangle  donnera 

sin  N  sin  A  =  sin  P  sin  A  ; 

différentiant,  en  regardant  A  comme  constant,  on  aura 

r/N  cos  N  sin  A  -+-  dk  cos  A  sin  N  =  dP  cos  P  sin  A . 


Mais,  comme  nous  supposons  ici  les  observations  faites  très-près  du 
méridien ,  la  distance  zénithale  N  est  presque  constante,  et  cos  P  ainsi 
que  cos  A  diffèrent  très-peu  de  l’unité  ;  on  a  donc  simplement 


ou  à  fort  peu  près 


dA  =  dP^, 

sin  N  ’ 


d\  =  dV 

sin  (A  —  C) 


Ce  résultat  nous  apprend  en  effet  que  quand  un  astre  est  à  une  très- 
petite  distance  du  méridien,  la  variation  en  azimut  est  proportion¬ 
nelle  au  temps  dP  :  nous  voyons  en  outre  qu’une  erreur  sur  le  temps 
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du  passage  a  une  grande  influence  sur  l’azimut,  si  le  zénith  est  entre 
1  astre  et  le  pôle;  mais  que  cette  influence  est  bien  moindre  au  pas¬ 
sage  inférieur,  parce  qu’alors 


dA  = 


d  P  sin  A 
sin  (A-+-C)* 


Nous  ne  croyons  pas  devoir,  d’après  cela,  conseiller  l’emploi  ex¬ 
clusif  de  la  méthode  actuelle,  si  Ton  veut  apporter  la  plus  grande 
précision  possible  dans  l’orientation  d’un  réseau  trigonométrique  de 
premier  ordre.  Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  cette  méthode  se¬ 
rait  encore  plus  simple,  et  tout-à-fait  indépendante  du  temps,  si  les 
observations  étaient  exactement  correspondantes. 


De  l  instrument  des  passages  ,  et  de  son  usage  pour  observer  les 
azimuts. 

35G.  Le  cercle  répétiteur  et  le  théodolite  ne  sont  pas  les  seuls  ins¬ 
truments  dont  on  se  sert  pour  déterminer  les  azimuts.  La  lunette  des 
passages,  d’un  mètre  de  longueur  au  moins,  remplit  le  même  objet 
avec  la  plus  grande  facilité  et  la  plus  grande  exactitude,  quand  elle 
réunit  toutes  les  conditions  requises,  et  qu’elle  est  solidement  établie 
sur  un  massif  de  pierre. 

Cette  lunette  astronomique,  dont  nous  avons  déjà  parlé  à  l’art,  loi), 
porte  un  micromètre  fixe ,  ordinairement  composé  de  cinq  fils  paral¬ 
lèles,  et  d  un  sixième  horizontal  qui  les  coupe  à  angles  droits  par  le 
milieu.  Elle  est  montée  perpendiculairement  sur  un  axe  dont  les  ex¬ 
trémités,  ayant  la  forme  de  tourillons,  sont  parfaitement  calibrées  et 
leposent  sur  deux  coussinets  solidement  fixés  à  deux  blocs  de  pierre 
d  un  très-grand  poids,  auxquels  on  donne  la  plus  parfaite  stabilité. 
L’un  des  coussinets  s’élève  ou  s’abaisse  verticalement  en  faisant  tour¬ 
ner  la  vis  qui  y  est  adaptée;  l’autre  coussinet  se  meut  horizontale¬ 
ment  en  avant  ou  en  arrière  au  moyen  d’une  autre  vis  qui  y  est  fixée  : 
c  est  a  1  aide?  de  celle-ci  qu’on  amène  exactement  l’axe  optique  de  la 
lunette  sur  un  point  fixe  quelconque  dans  l’horizon. 

Le  mouvement  de  rotation  que  l’on  imprime  à  l’axe  est  d’autant 
plus  doux,  que  le  frottement  des  tourillons  sur  les  coussinets  est  plus 
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faible.  On  diminue  ce  frottement  en  plaçant  d’une  manière  convenable 
des  contre-poids  qui  supportent  l’axe. 

Une  alidade  qui  se  meut  avec  la  lunette  marque,  sur  un  demi-cercle 
gradué  et  attaché  à  l’un  des  bras  de  l’axe  de  rotation,  la  distance  zéni¬ 
thale  de  l’astre  sur  lequel  on  pointe. 

L’instrument  des  passages  est  parfaitement  rectifié,  i°  quand  son 
axe  de  rotation  est  exactement  horizontal  ;  20  quand  Taxe  optique  de 
la  limette  décrit  rigoureusement  un  plan  vertical  ;  3°  quand  le  fil  trans¬ 
versal  est  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  coupe  à  angles  droits  les  cinq 
autres  fils  placés  à  égale  distance  entre  eux. 

On  satisfait  à  la  première  condition ,  en  suspendant  à  l’axe  un  niveau 
à  bulle  d’air,  et  procédant  comme  il  a  été  dit  à  l’art.  125.  On  s’assure 
que  1  axe  optique  est  perpendiculaire  à  l’axe  de  rotation ,  en  dirigeant 
le  fil  méridien  ou  du  milieu,  sur  un  objet  bien  distinct  à  l’horizon, 
par  exemple,  sur  le  milieu  d’une  plaque  noire  percée  d’un  trou  cir¬ 
culaire  et  se  projetant  dans  le  ciel;  car  si,  après  avoir  retourné 
l’axe  de  rotation  bout  pour  bout,  le  fil  du  milieu  passe  encore  par  le 
centre  de  la  plaque  ou  de  la  mire,  l’axe  optique  sera  vérifié;  mais  s’il 
y  a  une  petite  déviation ,  on  la  fera  disparaître  ainsi  qu’il  a  été  dit  à 
l’article  précité. 

Enfin,  ces  deux  vérifications  faites,  on  verra  si,  dans  le  mouve¬ 
ment  vertical  donné  à  la  lunette,  les  fils  cachent  les  mêmes  points  im¬ 
mobiles.  Dans  ce  cas,  ces  fils  seront  bien  parallèles;  et  lorsque  la 
lunette  sera  à  très-peu  près  dans  le  méridien,  on  sera  sûr  que  le  fil 
transversal  du  micromètre  est  horizontal,  si  une  étoile  loin  du  pôle  le 
parcourt  dans  toute  son  étendue  sans  le  quitter. 

537.  Pour  faire  servir  la  lunette  des  passages  à  la  détermination  des 
azimuts,  il  suffirait,  à  l’aide  de  cet  instrument,  de  placer  exactement 
une  mire  dans  le  méridien,  parce  qu’alors  l’angle  entre  cette  mire  et  le 
sommet  d’un  des  triangles  du  réseau  serait  l’azimut  cherché,  si  le  lieu 
de  l’observation  était  lui-mème  un  des  points  de  ce  réseau 

Supposons  qu’on  ait  calculé  l’heure  du  passage  d’une  étoile  au  mé¬ 
ridien  (art.  281),  de  Sirius  par  exemple,  et  qu’on  ait  une  pendule 
réglée  sur  le  temps  sidéral  (art.  503)  ;  on  dirigera  la  lunette  méridienne 
sur  cette  étoile,  à  l’instant  de  sa  médiation  marqué  par  la  pendule,  et 
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l’on  fera  ensuite  placer  au  sud  une  mire  d’une  manière  stable  dans  la 
direction  de  1  axe  optique,  à  la  plus  grande  distance  possible  du  lieu 
«l  ou  1  on  observe.  Pour  déterminer  la  position  de  cette  mire,  on  pourra 
se  servii  dune  plaque  sur  laquelle  on  aura  marqué  plusieurs  lignes 
verticales  équidistantes  et  numérotées,  afin  de  savoir  à  quel  point  cor¬ 
respond  l’axe  optique.  Cette  opération  préliminaire  étant  faite,  on  choi¬ 
sira  parmi  les  étoiles  celles  qui  ont  une  petite  déclinaison,  et  l’on 
observera  plusieurs  jours  de  suite  leurs  passages  aux  cinq  fils  du  mi¬ 
cromètre,  ayant  soin  de  vérifier  auparavant  si  l’axe  optique  de  la  lu¬ 
nette  passe  par  le  point  de  mire.  Dans  le  cas  où  il  s’en  écarterait,  on 
y  ramènerait  en  donnant  un  mouvement  azimutal  à  l’axe  de  rotation  , 
sans  détruire  toutefois  l’horizontalité  de  cet  axe;  ou  si  l’on  n’avait  pas 
e  temps  de  faire  cette  rectification,  on  noterait  le  petit  écart , -qu’on 
évaluerait  ensuite  facilement  en  secondes ,  à  l’aide  de  la  distance  connue 
de  la  mire  au  lieu  de  l’observation.  De  cette  manière  on  obtiendra, 
par  les  différences  des  temps  des  passages  des  étoiles,  celles  de  leurs 
ascensions  droites  apparentes. 

Un  autre  moyen  d’amener  la  lunette  dans  le  méridien,  est  d'observer 
une  étoile  circompolaire  à  son  passage  supérieur,  puis  à  son  passage  in¬ 
férieur,  ou  réciproquement.  Si  l’intervalle  est  exactement  de  i2  heures 
sidérales,  l’axe  optique  delà  lunette  passant  par  le  fil  du  milieu  est 
dans  le  méridien;  si  au  contraire  l’intervalle  est  moindre  qu’une  demi- 
révolution  ,  la  lunette  dévie  du  nord  à  l’ouest  dans  le  premier  cas,  ou  du 
noid  à  1  est  dans  le  second  cas.  Il  faudra  donc  alors  imprimer  à  l’ins¬ 
trument  un  petit  mouvement  azimutal,  et  répéter  l’observation  et  la 
correction  jusqu’à  ce  que  le  parallèle  de  l’étoile  soit  partagé  en  deux 
parties  égales.  Cela  fait ,  il  ne  s’agira  plus  que  de  placer  la  mire  dans  la 
direction  indiquée  parla  lunette;  encore  sera-t-il  nécessaire  de  déter¬ 
miner,  comme  nous  1  enseignerons  bientôt,  la  petite  déviation  dont 
cette  mire  pourrait  encore  être  affectée. 

3«j8.  Dans  la  supposition  que  les  cinq  fils  sont  à  égale  distance  les 
uns  des  autres,  le  cinquième  des  temps  marqués  par  la  pendule,  lors¬ 
qu  une  étoile  passait  derrière  chacun  de  ces  fils,  est  l’époque  moyenne 
de  son  passage  au  fil  du  milieu.  Cette  moyenne  arithmétique  est  pré- 
1<  iable  à  une  observation  unique,  puisqu’on  peut  espérer  que  les  er- 
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reurs  commises  sur  le  temps  et  sur  le  pointé  se  compensent  en  partie. 
Mais  si  les  distances  des  fils  sont  inégales,  la  moyenne  arithmétique  des 
cinq  observations  ne  correspondra  pas  au  fil  du  milieu,  ou,  ce  qui  est 
de  même ,  au  vertical  de  la  mire.  Pour  lors  on  procédera  ainsi  qu’il 
suit ,  afin  de  connaître  l’intervalle  des  fils.  , 

Il  est  d’abord  aisé  de  comprendre  que  l’intervalle  d’un  fil  à  l’autre, 
mesuré  sur  le  fil  transversal  ou  équatorial ,  intercepte  à  l’équateur  cé¬ 
leste  un  très-petit  arc  de  cercle.  Or,  pour  trouver  le  temps  qu’une  étoile 
située  dans  cette  région  met  à  parcourir  cet  intervalle  a ,  supposé 
évalué  en  parties  du  rayon  de  l’équateur  pris  pour  unité,  on  dira 

/h  . .  .  24a 

OlT.  .  24  . .  a  ;  t  =  — —  ; 

-  27T 


-  étant  la  demi-circonférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  l’unité, 
et  t  désignant  le  temps  cherché. 

Le  même  intervalle  des  fils  étant  dirigé  sur  un  parallèle  quelconque 
à  l’équateur,  sera  de  même  la  corde  d’un  très-petit  arc  de  ce  parallèle, 
supposé  d’ailleurs  éloigné  du  pôle.  Ainsi  l’on  trouvera  le  temps  qu’une 
étoile  mettrait  pour  décrire  l’arc  a  de  ce  parallèle,  en  disant 

m cos D  :  24»  ::  a  :  r' = 


D  désignant  la  déclinaison  boréale  du  parallèle  que  décrit  l’étoile,  et 
par  conséquent  cosD  étant  le  rayon  de  ce  cercle. 

De  là 


T  ^  ,  T  T 

—  =COsD-  OU  T  = - ~  =  -7-7, 

1  cosD  sm  A 


en  dénotant  par  A  la  distance  polaire;  c’est-à-dire  que  l’intervalle  des 
fils  en  temps,  hors  de  l’équateur,  est  égal  à  l’intervalle  équatorial  di¬ 
visé  par  le  sinus  de  la  distance  polaire. 

En  supposant  donc  qu’on  ait  observé  une  centaine  de  passages  aux 
cinq  fils,  on  aura,  pour  chacun  des  quatre  intervalles,  cent  valeurs 
de  t  :  alors  la  moyenne  sera  l’intervalle  dont  on  fera  usage  pour  ré¬ 
duire  au  fil  méridien  l’observation  faite  à  l’un  des  fils  latéraux.  Mais 
voici  comment  Delambre  rend  cette  réduction  inutile,  lorsque  l’obser¬ 
vation  est  complète. 
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Soit  M  1  observation  au  fil  du  milieu ,  les  cinq  fils  donneront 

M  -  a 
M  -  b 
M 

M  -h  c 
M  -h  d 

la  moyenne  des  cinq  temps  donnerait  M  —  -+•  »  à  laquelle 

il  faudrait  ajouter  -+-  (— g h  ,  pour  une  étoile  dans  l’équateur, 

a  —  d  b  —  c  t 

011  5  sinA  Pour  une  étoile  quelconque,  afin  d’avoir  l’heure 

moyenne  du  passage  au  fil  du  milieu. 

Notez  bien  que  les  valeurs  de  a,  b,  c,  d  sont  des  moyennes  obtenues 
par  le  procédé  qu’on  vient  d’expliquer;  mais  il  sera  beaucoup  plus 
simple  de  rendre  les  fils  équidistants. 

Par  exemple,  le  ier  janvier  1809,  une  observation  deRigel,  faite 
à  l’Observatoire  royal  de  Paris,  à  la  lunette  méridienne,  a  donné 

au  fil  I . 5h  5m48%5 

au  fil  II .  6.6,1  l7*'6 

au  fil  III . 5.  6.23,5  l7  A 

au  fil  IV .  6.4,, o 

au  fil  V .  6.58,5  ’5 

Somme.  .  3im57*,6 

Moy.,  ou  passage  au  méridien..  5h  6m23%32. 

Les  quatre  intervalles  sont  i7%6;  17», 4;  i7%5;  i7s,5s  et  par  un 
milieu  17% 5.  Il  suit  de  là  que  si,  à  une  autre  époque,  l’on  n’avait  pu 
faire  qu  une  observation  de  Rigel  au  cinquième  fil,  on  la  réduirait 
au  fil  du  milieu,  en  otant  deux  fois  17*, 5,  ou  35s  de  l’heure  du  passage 
à  ce  fil. 

Lorsqu’on  observe  le  Soleil ,  on  note  successivement  tous  les  in¬ 
stants  des  passages  du  premier  et  du  second  bord  à  chacun  des  fils  et 

IL  3o 


234  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

l’on  prend  le  milieu  arithmétique  de  tous  les  instants,  pour  avoir  l’é¬ 
poque  du  passage  du  centre  au  fil  méridien  ;  c’est  ce  qu’on  voit  par  le 
tableau  suivant  : 


Le  12  août  1809,  passage  du  Soleil  au 


Ier  fil. 

25m27s,4 

27.39 ,4 

2e  fil. 
25œ45*,5 
27.57  ,5 

3e  fil.  1 

9h26œ  3», 5 

9.28.15,4 

4e  fil.  I 
26m22s,0 
28.33,5  1 

5e  fil.  *1 
26m4o%2 
28.51,5  1 

Ier  bord. 
2e  bord. 

Somme . . . .  1 3 .  6,8 
Moyenne  .  26.33  ,4 

i3.43  ,0 
26.5i ,5 

0. i4- 18,9 
9.27.  9,45 

14.55.5 

27.27.5 

i5.3i,7 

1  27.45,85 

1  Centre. 

Prenant  le  milieu  des  cinq  moyennes,  on  a,  pour  le  passage  du 
centre  au  méridien,  9h27m9s,59. 


559.  Passons  maintenant  au  calcul  de  la  déviation  de  la  mire,  sup¬ 
posée  au  sud  de  la  station,  la  lunette  méridienne  étant  d’ailleurs  par¬ 
faitement  rectifiée. 

Soient  Zifig.iS)  le  zénith  du  lieu  de  l’observateur,  ZA  le  vertical  que 
décrit  la  lunette ,  P  le  pôle ,  et  supposons  que  l’objectif  soit  tourné  du 
côté  du  sud.  La  déviation  orientale  de  la  lunette  sera  représentée  par 
l’angle  sphérique  MZH ,  qu’il  s’agit  de  trouver  à  l’aide  de  l’observation 
des  passages  des  astres  A,  B,  au  fil  du  milieu  de  la  lunette. 

Nommons  H  [Jig.  26)  la  latitude  du  lieu  Z,  et  désignons  par  A  la 
distance  polaire  de  l’astre  A;  le  triangle  sphérique  ZPA ,  dans  lequel 
P  est  l’angle  horaire,  et  V  l’azimut  de  l’astre  compté  du  sud,  donnera 
(art.  65), 

sin  A  sinP _ 

tang  ^  sin  A  sin  H  cos  P  —  cos  A  cos  H  1 

ou  bien,  faisant  V  =  1800  —  A,  on  trouvera  aisément,  en  comptant 
l’ azimut  du  nord  à  l’ouest , 

_  sin  A  sin  P _ t 

tang  .  Cos  (H-hA)  -f-2sin  A  sin  H  sin*  \  P  ’ 

mais  pour  un  passage  à  la  lunette,  très-près  du  méridien,  P  est  ex¬ 
trêmement  petit ,  et  l’on  a  simplement 

P  sin  A  _  (  t  —  m.  )  sin  A 

A  =  cos ( H H-A)  —  cos  (H  +  A)  1 
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formule  dans  laquelle  t  désigne  l’heure  sidérale  de  l’observation  et 
celle  du  passage  au  méridien  supérieur  ou  de  la  culmination.  Telle 
est  la  relation  qui  existe  entre  la  déviation  A  de  la  mire  et  la  diffé¬ 
rence  des  temps  des  passages  au  milieu  du  fil  de  la  lunette  et  au 
véritable  méridien. 

Mais  traitons  la  question  dans  toute  sa  généralité,  c’est-à-dire  cher¬ 
chons  une  formule  relative  au  cas  de  non-rectification  exacte  de  la  lu¬ 
nette  méridienne;  car  il  peut  arriver,  i°  que  l’axe  optique  normal  ou 
la  ligne  perpendiculaire  à  l’axe  de  rotation,  ramenée  à  l’horizon,  soit 
tout  à  fait  hors  du  méridien  et  du  vertical  de  la  mire,  et  que  sa  dé¬ 
viation  horizontale  soit  généralement  x ;  20  que  l’axe  optique  apparent 
fasse  avec  l’axe  optique  normal  un  petit  angle  y-  3°  enfin  que;  l’axe 
de  rotation  soit  incliné  à  l’horizon.  Cela  posé,  si  les  déviations  x ,  y 
sont  occidentales,  et  que  de  plus  l’extrémité  orientale  du  niveau  soit  la 
plus  basse,  la  déviation  x  de  l’axe  optique  normal  se  composera  de 
l’angle  A,  donné  par  l’axe  optique  apparent  dirigé  sur  l’étoile,  et  de  deux 
corrections  dA,  dA ',  l’une  dépendant  de  l’inclinaison  i  de  l’axe  de 
rotation  donnée  par  les  parties  du  niveau,  l’autre  provenant  de 
l’erreur  y  de  l’axe  optique  apparent.  Or  il  est  facile  de  voir  que  la 

première  correction  est  dA  —  — ' -  ,  ou  ,  dans  ce  cas  particulier ,  de 

dA  =  i  tang  (H  -h A),  puisqu’à  très-peu  près  N  =  90°  —  H  — A.  En 
effet ,  dans  le  triangle  sphérique  OVE  dont  les  sommets  des  angles  sont 
à  l’extrémité  ouest  de  l’axe  de  rotation,  au  zénith  V  et  à  l’étoile  E, 
on  a  OV  =  90° — 1,  VE  =  N,  l’angle  compris  OVE,  =  90°  -h  dA ,  et 
OE  —  90°;  ainsi,  à  cause  de 

cosOE  =  cosOV  cos  VE  -hsinOV  sinVE  cosOVE, 
il  est  évident  que 

sin  i  cos  N  —  cos  i  sin  N  sin  dA  —  o , 

ou  simplement 

=  ''  ta"S  (H+A)> 

VU  la  petitesse  des  angles  dA  et  i. 

Quant  à  la  seconde  correction  dA',  il  est  encore  plus  facile  de  s’assu- 
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/VA'  —  _  ^  _  — _ ± _ 

sin  N  cos  (  H  -h  A  )’ 

Partant ,  l’azimut  de  l’axe  optique  normal ,  donné  par  un  passage  su¬ 
périeur,  sera 

x—  A  -h  dk  -+-  dA'y 

c’est-à-dire 

(')  X  =^^PÎ)+  'tang  (H  +  i)-coS(H4-i)’ 

en  ne  tenant  pas  compte  toutefois  de  l’aberration  diurne,  à  cause  de 
son  extrême  petitesse. 

Cette  expression  se  change  en  celle-ci  : 

x  cos  (  H  -t-  A ) p  t  i~  sin  (H  -4-  A)  _  y 

sin  A  _  sin  A  sin  A  ’ 


et  une  autre  étoile  donnerait  pareillement  à  son  passage  supérieur 

x  cos  (H H- A')  _  p,  i  sin  (H  +  A')  __  y  # 
sin  A'  sin  A'  sin  A'  ’ 


soustrayant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  puis  elfectuant  les 
transformations  et  réductions  qui  se  présentent  d’elles-mêmes,  et  re¬ 
marquant  que  P  =  t  —  AV  ,  P '  =  t  '  —  fo! ,  on  aura ,  en  secondes  de  de¬ 
gré  ,  par  deux  passages  supérieurs , 


j » 


_  15Q' — a\  —  ( t’  —  v)]  sin  A  sinA/ 

c  cos  H  sin  (A'  —  A) 


-  i  tang  H  — 


j  cos-j-(A'H- A)  , 

cos  H  cosy(A' — A) 


formule  générale  que  Delambre  n’a  pas  donnée  explicitement,  mais 
qu’on  peut  facilement  déduire  des  formules  qu’il  a  publiées  dans  la 
Conn.  des  Temps  pour  1810,  p.  409  et  [\\  1,  en  les  corrigeant  cepen¬ 
dant  d’une  petite  erreur  de  calcul  assez  apparente.  En  observant  plu¬ 
sieurs  fois  les  mêmes  étoiles  au  fil  du  milieu  de  la  lunette ,  on  aura  une 
suite  de  valeurs  données  par  cette  formule ,  et  la  moyenne  arithmé¬ 
tique  sera  évidemment  de  cette  forme  : 

x  —  B  —jrC. 
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Si  J  une  des  deux  étoiles  passait  au  méridien  inférieur  ou  au-dessous 
du  pôle,  la  seconde,  par  exemple,  on  ferait  A'  négatif,  et  l’on  aurait 


f  3 )  ^ *5  [av  — iR —  (t'  —  r)]  sin  A  sin  A' 

cos  H  sin  (A  -(-  A') 


- 1  tangH  —  rcosj(^-A') 

°  cosH  cosÿ  (A+ A  ! 


Si  les  deux  étoiles  étaient  observées  au  méridien  inférieur,  on  pren¬ 
drait  A  et  A'  négativement  dans  la  formule  (2).  Enfin  l’on  aurait  x 
par  les  deux  passages  d’une  même  étoile  circompolaire ,  en  faisant 
yR'  —  JK=  i2h  et  A'  =—  A  dans  cette  même  formule,  c’est-à-dire 


(4) 


x  =  l5Oh  —  (*'— 01 
2  cos  H  cot  A 


i  tang  H  — 


cos  H  cos  A  ' 


Les  deux  passages  T,  T'  d’une  autre  étoile  dont  la  distance  polaire 
serait  A',  donneraient  pareillement 


x 


i5  [12h  — (T'— T)] 
2  cos  H  cot  A' 


-+-  i  tang  H  — 


cos  H  cos  A" 


Enfin  i  on  combinera  les  doubles  passages  de  ces  deux  étoiles  en 
chassant  les  dénominateurs  2  cos  II  cot  A,  2  cos  H  cot  A',  et  en  sous¬ 
trayant  les  deux  résultats  l’un  de  l’autre,  ce  qui  donnera,  en  définitive, 


(5) 


æ  __  1  5  [T  '  —  T  —  (  f  '  —  t )]  sin  A  sin  A ' 
2  cos  H  sin  (A' —  A) 


i  tang  H 


y  cos  7  (A'  -(- A) 
cos  H  cosÿ  (A' — Aï  ’ 


valeur  indépendante  des  ascensions  droites,  et  qui  suppose  que  t  et  T 
sont  des  passages  supérieurs.  Si  ces  passages  ont  lieu  à  quelques  mi¬ 
nutes  1  un  de  1  autre,  les  intervalles  t  —  T,  T'  —  £',  exprimé?  en  temps 
sidéraux,  ne  seront  point  influencés  par  l’irrégularité  de  la  marche  de  la 
pendule,  et  si  de  plus  A'  diffère  de  A  de  plusieurs  degrés,  on  aura  la 
déviation  x  avec  beaucoup  de  précision.  Cette  dernière  formule  con¬ 
viendra  à  deux  passages  opposés  t ,  T  et  t\  T',  en  y  prenant  négative¬ 
ment  la  distance  polaire  A'  de  l’étoile  qui  passera  au  méridien  inférieur 
à  peu  d  intervalle  du  passage  supérieur  de  l’autre  étoile.  Telle  est  la 
méthode  d  observation  de  M.  Butt,  que  M.  Biot  a  appliquée,  en  fé¬ 
vrier  i8a5,  aux  trois  premières  étoiles  de  la  petite  Ourse,  pour  dé¬ 
terminer  un  azimut,  près  de  Fiume,  à  l’extrémité  orientale  du  pa- 
rallèle  moyei^ (Comi.  des  Temps,  i83o,  page  70. 
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On  voit  par  la  qu’à  la  rigueur  trois  étoiles  suffisent  pour  déterminer 
la  déviation  x  de  Taxe  optique  normal  et  l’inclinaison  ou  Terreur  y 
de  Taxe  optique  apparent;  en  sorte  que  si  celui-ci  est  toujours  dirigé 
exactement  sur  la  mire  avant  les  observations,  x-by  sera  l’azimut  ou  la 
déviation  même  de  cette  mire.  Si  au  contraire  on  a  soin,  comme  le  con¬ 
seille  Delambre,  d’établir  une  parfaite  coïncidence  entre  1  axe  optique 
normal ,  Taxe  optique  apparent  et  la  mire ,  à  l’origine  des  observations , 
Terreur  y  sera  nulle  et  le  petit  angle  x  sera  la  déviation  de  la  mire. 

Le  premier  terme  de  l’équation  (2)  sera  déterminé  d  autant  plus 
exactement  que  P  —  P/=AV —  AV —  ( t '  —  sera  mieux  connu.  Or  la 
bonté  des  catalogues  actuels  ne  laisse  aucun  doute  sur  la  différence 
AV  —  AV  des  ascensions  droites  d’un  grand  nombre  d’étoiles,  et  si 
l’intervalle  t'  —  t  des  passages  à  la  lunette  est  fort  court,  il  sera  exempt 
de  l’irrégularité  de  la  pendule  et  des  variations  atmosphériques.  On 
n’aura  donc  à  craindre  que  Terreur  commise  sur  t  t  en  évaluant 
l’instant  précis  où  l’étoile  traverse  le  fil  central,  erreur  qui  peut  être 
détruite  ou  doublée  au  second  passage.  En  la  supposant  de  1  de  temps 
ou  de  1 5"  en  arc ,  Terreur  correspondante  de  l’azimut  sera  évidem¬ 
ment,  pour  deux  étoiles  observées  à  leur  passage  supérieur, 

‘  j  i5"sinAsin&'  _  4  m 

dx  =  cos  H  sin  (b! — Âj  ’ 

ou ,  pour  un  passage  supérieur  et  un  passage  inférieur , 

1 5"  sin  A  sin  À'  _  , . 

.  *  1  X  cos  H  sin  (V-f-A) 

ou  enfin  pour  les  deux  passages  d’une  même  étoile, 


2  cos  H  cot  b  J  ’ 

Cette  valeur  de  dx  est  donc  le  facteur  par  lequel  il  faudrait  multiplier 
Terreur  dV  si  elle  était  différente  de  is  de  temps,  pour  avoir  la  correc¬ 
tion  absolue  de  la  déviation  x.  Ce  facteur  est  d’autant  plus  utile  à  con¬ 
naître  numériquement,  qu’il  indique  le  degré  de  confiance  que  mérite  la 
combinaison  de  deux  étoiles ,  effectuée  dans  le  but  d  obtenir  exacte- 
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ment  l’azimut  de  la  mire.  C’est  ainsi  que  l’on  reconnaît  qu’à  la  latitude 
de  45°  1  erreur  d’une  seconde ,  sur  l’intervalle  des  passages  de  la  Po¬ 
laire  ,  amène  seulement  une  correction  de  o",3  en  arc  à  l’azimut,  tandis 
que,  par  la  combinaison  d’Arcturus  et  de  27  supérieur  de  la  petite 
Ourse ,  elle  donne  lieu  à  une  correction  de  près  de  8". 

Quant  à  la  valeur  de  y  ,  comme  elle  est  au-dessous  d’une  demi-se¬ 
conde  de  degré  lorsqu’on  a  disposé  le  mieux  possible  l’axe  optique 
apparent  perpendiculairement  à  celui  de  rotation,  il  est  assez  douteux 
qu  on  l’obtienne  de  la  sorte  avec  précision ,  soit  à  cause  de  son  extrême 
petitesse,  soit  parce  qu’il  11’est  pas  certain  qu’elle  demeure  constante 
pendant  la  durée  des  observations,  c’est-à-dire  pendant  plusieurs  jours 
de  suite  :  aussi  nous  parait-il  convenable  de  rectifier  complètement  la 
lunette  avant  les  observations  de  chaque  jour,  opération  qui  n  est  ni 
longue  ni  difficile ,  et  par  suite  de  laquelle  il  est  permis  le  plus  souvent 
de  s  en  tenir  au  premier  terme  de  .r.  Par  exemple  cette  déviation  , 
donnée  par  les  doubles  passages  d’une  même  étoile,  étant 

oc  —  l5[12h~  (f/~  Q] 

2  cos  H  co  t  A  ’ 

et  ne  dépendant  point  de  l’ascension  droite,  sera  d’autant  plus  exacte 
que  cot  A  sera  plus  grand.  Delambre ,  à  qui  est  due  cette  méthode  , 
indique  la  Polaire,  d,  |3,  7  de  la  petite  Ourse  et  7  de  Céphée,  parce 
qu’on  11’a  rien  à  craindre  de  l’irrégularité  de  la  pendule.  Astronomie , 
tome  1,  page  43 1.)  On  fera  bien  alors  de  placer  la  mire  au  nord  delà 
station. 


APPLICATIONS. 

540.  Supposons  qu’à  la  latitude  de  48°5o'  on  ait  placé  vers  le  nord  . 
à  environ  2000“  de  distance,  une  mire  méridienne;  on  en  trouvera  la 
déviation  ainsi  qu’il  suit,  parla  combinaison  de  deux  étoiles  passant 
au  méridien  à  peu  d’intervalle  l’une  de  l’autre. 
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2  4° 


Formule  (3). 


X  DE  LA  PETITE  OURSE. 

Z  DE  LA  GRANDE  OURSE. 

Passage  supérieur. 

Passage  inférieur. 

temps  sidér.  /R  =  oh59mi9%26 

temps  sidér.  Æ.  =  oh46m  5S,4° 

à  la  lunette  t  =  1.  o.34,oo 

à  la  lunette  t’  =  0.^6.19,39 

t  —  jR  =  0.  1  . 14  >74 

ÆP—  t'=—  0.  0.13,99 

M—t'  =  -  i3 ,99 

A  =  i“37'  8" 

=  0.  1.  0,75 

A'  =  33.  1.57 

par  suite 

log  60", 75  =  1,78355 

cos  \  (A'  — A)  =  9,98347 

sin  A  =  8,45 104 

c. cos  |  (A' -h  A)  =  0,02017 

sin  A'  =  9,7365o 

c.cos  H  =  0,18161 

c.cos  H  =  0,18161 

o,i8525 

c.sin  (A' H- A)  =  0,24522 

=  i,53i9 

0,39792  =  a*,75  en  temps, 
1 , 1 7609 

1,57401  =  37", 5  en  arc. 


De  là  ,  en  secondes  de  degré , 

Déviât,  occid.  x  —  3f,5  H-  i(i,i436)  —  y  (1 ,53 19). 

Quoique,  dans  cet  exemple,  les  temps  des  observations  soient  affec¬ 
tés  de  l’avance  ou  de  l’équation  de  la  pendule,  il  est  évident  que  la 
déviation  en  est  absolument  indépendante.  Si  l’on  veut  maintenant 
trouver  cette  avance,  on  cherchera  la  correction  d P  par  l’une  ou 
l’autre  étoile  ;  ainsi  le  passage  supérieur  de  la  Polaire  donnera ,  en 
prenant  x  en  secondes  de  temps, 


^p, *  cos  (  H  A') 

sin  A 


=56%34, 


et  le  passage  inferieur  de  la  seconde  etoile 
x  cos  (  H  —  A' 


d  P'=- 


—  sin  A' 


=  -  4%4i; 
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mais 


t  =  ih  om34*,oo 
dP  =  -  56,34 


Passage  au  inérid.  temps  de 

la  pendule . =0.59.37,66 

Temps  sidéral . A  =  0.59.19,26 

Avance . 


t'  =  oh46mi9%39 
dP'  —  -+-  4 ,41 


0.46. a3  ,80 

jR'  =  8.46.  5,4o 

18 ,40 


U  est  à  remarquer  que  la  combinaison  de  ces  deux  étoiles  est  plus 
propre  a  faire  connaître  la  déviation  x  qu’à  donner  exactement  l’avance 
ou  c  retard  de  la  pendule.  Dans  ce  dernier  cas,  les  étoiles  zodiacales 
sont  préféi ables  aux  autres,  parce  que  leur  mouvement  diurne  d’o- 
rient  en  occident  est  très-rapide.  En  observant  donc  chaque  jour  aux 
cinq  fils  du  réticulé  un  grand  nombre  de  ces  étoiles  situées  au  nord  et 
au  sud  de  1  équateur ,  on  connaîtra  parfaitement  l’état  de  la  pendule  et 
sa  mai  che  diurne.  Telle  est  la  méthode  par  excellence  suivie  dans  tous 
les  observatoires. 


341.  Nous  avons  dit  (art.  4)  que  pour  s’assurer  si  la  marche  diurne 
d’une  pendule  suit  exactement  le  temps  sidéral ,  il  suffisait  d’observer 
les  passages  consécutifs  d’une  étoile  dans  un  vertical  quelconque;  mais 
cette  observation  ne  fait  pas  connaître  son  avance  absolue  ou  son  retard 
(art.  304).  En  supposant  qu’il  s’agisse  d’un  retard  absolu  p,  que  la 
variation  diurne  soit  nulle,  et  que  la  lunette  soit  bien  rectifiée ,  on  aura, 
lors  du  passage  d’une  première  étoile, 

(*')  /5-M  —  =  æ  (cosHcot  A  —  sinH), 

et  lors  du  passage  d’une  seconde  étoile , 

(O  P  -P  *'  ~  A'  =  x  (cos  H  cot  A'-  sin  H  )  ; 

d  où  il  suit,  comme  précédemment, 


00 

ii. 


x fo' —  t' —  (a  —  t )]  sin  A  sin  A' 

cos  H  sin  (A' —  A) 


3i 
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Connaissant  x ,  on  aura  p  par  l’une  ou  l’autre  équation  d’où  dérive 
celle-ci. 

Choisissons  pour  exemple  les  observations  que  Delambre  a  em¬ 
ployées  lui-mème  pour  expliquer  sa  méthode  (  Connaissance  des 
Temps  de  1 792).  ** 

Le  i3  août  1789,  ce  savant  astronome  n’ayant,  pas  eu  le  temps  de 
remettre  sa  lunette  des  passages  sur  la  mire  méridienne ,  en  calcula  la 
déviation ,  par  les  passages  de  2a %  et  de  a  du  Cygne. 


Passage  observé  de  2a X . 

Ascension  droite  apparente  calculée.  . 

Différence.  . . 


Passage  observé  de  a  du  Cygne.  .  .  . 
Ascension  droite  apparente  calculée. 

Différence . 


de  là 


R'  —  (Æ.  ~  t)  = 


t  —  2 o1*  6m3o®,5o 
R  ==  20.  6 . 24  ,o5 
t — vR  —  -+-  6®, 4  5 

^=20,,34“,2I%8o 
Æ/  =  20.34.  18  ,20 
tr — R'  =  -t-  3®, 60 

2®, 85. 


D’ailleurs  on  avait  alors 


A=io3°ii',  A'=45°3o',  H  =  48°5o'r 


et  par  conséquent 


A'  — A=+57°4i'; 


par  suite  la  formule  (2)  ou  (2')  donnera 

_  -h  2%85  sin  b  sin  A'  _ 

X  -h  cos  H  sin  (A' — A)  1 

et  par  logarithmes ,  on  aura 

log  2®, 85  =  0,45484  ■+■ 
sin  A  =  9,98840 
sin  A'=  9,85324 
c.  cosH  =  o,i8i6i 
c.  sin  (A'— A)  =  0,07309  — 

log  x  =  o,55i  18  =  —  3®, 5578 
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U  déviation  x  de  la  mire  méridienne  était  donc  occidentale  et  de  3\558 
en  temps;  ce  qui  fait  53", 37  en  arc. 

On  aura  maintenant  le  retard  absolu  p ,  à  l’époque  des  observations , 
par  les  deux  formules  (1',  1");  la  première ,  relative  au  passage  de  20:%, 
devient,  en  y  mettant  pour  x  sa  valeur  en  temps, 


p-.fa-t  +  x  =-68,45-h38,23=-  3% 22 ; 


la  seconde  formule,  relative  au  passage  de  a  du  Cygne,  donne 
p  =  M’-t'+x  ÜSg+S)  =  _  3S6o+o»,38  =  - 


Dans  ce  calcul,  les  seconds  termes  3% 2 3  et  o%38  sont  positifs,  parce 
que  cos  (A  h- H)  et  cos  (A' -h  H)  sont  négatifs  de  même  que  x.  Ainsi, 
la  valeur  de  p  étant  elle-même  négative,  exprime  une  avance  au  lieu 
d’un  retard  que  nous  avions  supposé  d’abord. 

<>42.  Le  moyen  de  se  familiariser  avec  les  méthodes  et  d’en  appré¬ 
cier  l’exactitude ,  est  d’en  faire  diverses  applications  :  nous  choisirons 
en  conséquence,  pour  dernier  exemple,  les  deux  passages  de  la 
Chevre  observés  à  Paris  par  Delambre,  le  ier  août  1789. 

Passage  inférieur  à  la  lunette  à .  i7hi,ni8%8  =  t\ 

Passage  supérieur  12  heures  après,  ou  à.  .  5himi8s,6  =  /. 

On  avait  d’ailleurs 

A  =  44°i5',  H=48°5o'; 

de  là  ,t'-t=  1 2ho”o»,2 ,  et  ensuite  la  formule  (5)  donne  et»  temps , 


ainsi  l’on  a  en  arc 


> Satang  A  _ 

2  cos  h  °o4o; 


X  =  —  2",  25. 


On 


Juge>  par  le  signe  de  x,  que  la  déviation  était  occidentale  quand 

3i. . 
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l’objectif  était  tourné  vers  le  sud  ,  comme  nous  l’avons  supposé  dans  les 
formules  précédentes  :  elle  serait  au  contraire  orientale ,  si  l’on  tour¬ 
nait  l’objectif  vers  le  nord.  Mais  pour  obtenir  cette  déviation  avec  une 
grande  exactitude ,  il  faut  faire  de  nombreuses  observations. 

■* 

543.  Il  est  des  ingénieurs  qui ,  au  lieu  d’employer  une  mire  méri¬ 
dienne  pour  orienter  une  chaîne  de  triangles,  observent  le  passage  des 
astres  par  le  vertical  d’un  signal  quelconque  ;  mais  alors  le  succès  de 
cette  méthode  dépend  trop  du  temps  et  de  la  déclinaison  de  l’astre 
qu’on  observe  (art.  335).  Quoi  qu’il  en  soit,  voici  le  calcul  complet 
d’une  observation  de  ce  genre  faite ,  le  ier  avril  i  8ii  ,  à  Amsterdam. 

Le  général  Krayenhof,  ayant  dirigé  sa  lunette  sur  le  signal  de  Haarlem, 
observa  au  fil  du  milieu  le  passage  des  deux  bords  du  Soleil  ;  l’observa¬ 
tion  du  bord  oriental  apparent  eut  lieu  à  6h2m4s  du  soir,  en  temps  du 
chronomètre,  et  celle  du  bord  occidental  à  6h4m48s.  Dans  le  même  mo¬ 
ment,  le  baromètre  marquait  om,rj6,  et  le  thermomètre  centigrade 
— 1 4g  ?  on  demande  l’azimut  de  Haarlem  sur  l’horizon  d’Amsterdam  , 
sachant  en  outre  que 

la  latitude  nord  d’Amsterdam  H  =  52°22'i7", 
que  la  longitude  orientale.  .  =  2.33.  o  ; 

que  le  retard  du  chronomètre  en  24  heures  solaires  vraies  =  i8*,4  ; 

enfin,  que  son  avance  absolue  sur  le  midi  vrai,  au  ier  avril  =4™  4S,56. 

Solution.  Lorsqu’un  astre  est  loin  du  méridien ,  son  mouvement  en 
azimut  ne  peut  plus  à  la  rigueur  être  considéré  comme  proportionnel 
au  temps,  dans  de  courts  intervalles.  Ainsi,  au  lieu  de  prendre  la 
moyenne  des  temps  des  passages  des  deux  bords  du  Soleil  pour  l’heure 
du  passage  du  centre  au  signal  ou  au  fil  du  milieu ,  nous  calculerons 
l’azimut  du  centre  du  Soleil ,  compté  du  nord  vers  l’ouest,  pour  le  mo¬ 
ment  de  l’observation  du  bord  occidental  vrai;  et  de  cet  angle,  nous 
retrancherons  la  correction  due  au  demi-diamètre  horizontal  du  Soleil, 
pour  avoir  l’azimut  du  signal.  Cependant,  le  temps  que  le  diamètre  de 
cet  astre  reste  sous  le  fil  est  si  court,  qu’on  pourrait  encore  sans  incon¬ 
vénient  faire  usage  de  la  méthode  dont  il  s’agit. 

Cela  posé,  on  aura  l’heure  vraie  de  l’observation,  en  retranchant 
d’abord  du  temps  du  chronomètre  l’avance  de  la  pendule  sur  le  midi 
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vrai;  ainsi 

heure  de  l’observation  6'1  2m  4%oo  en  temps  du  chronomètre 
avance  absolue.  ...  —  4.  4  ,56 

reste .  5h57m59s,44 

Mais  le  retard  diurne  est  de  i8*,4;  donc  le  retard  à  5l’57m59s,44  s’ob¬ 
tiendra  par  cette  proportion  : 


24h- 18%4  :  i8s,4  :  :  5,966  :  *  =  4s,57. 

Ajoutant  4S>^7  à  5h57m59s,44>  on  a  pour  l’heure  vraie  de  l’observation 
5h58m4%oi.  Réduisant  ce  temps  en  degrés,  on  a  l’angle  horaire 

P=  89°3i'o",i5. 

Au  même  instant,  l’on  comptait  à  Paris  5h47m52s,oi  puisque  Amster¬ 
dam  est  à  l’est  de  cette  ville,  et  que  la  différence  des  méridiens  est  de 
2°33'  ou  iorai2s  en  temps.  Calculant  par  conséquent  la  déclinaison  du 
Soleil  pour  5l,47m52%oi ,  on  trouve  (art.  259) 

D  =  4°^3'48,/,32  boréale. 


Il  s’agit  maintenant  de  déterminer  l’azimut  A  du  centre  du  Soleil. 
Employons,  comme  à  l’art.  526,  les  formules  de  Néper,  savoir  : 


tang  -|(  A  +  S)  =  cot  |  P 
tang  { (  A  —  S)  =  cot  ±  P 


cos  !  (  H  —  D  ) 
sini(H-hD) 
sin  j  (H  — D) 
cos  j(H-f-D) 


S  étant  l’angle  au  Soleil  (  fig .  26).  Si  la  déclinaison  du  Soteil  était  aus¬ 
trale,  il  faudrait  la  prendre  négativement,  et  par  conséquent  changer 
le  signe  de  D  dans  ces  formules. 


246 


TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 


TYPE  DU  CALCUL. 


|H  =  26°i i'  8",5o, 

|D  =  2.11.54,16, 
|  P  =  44.45.3o  ,07, 

log  cos  -f  (H  —  D)  =  9,9607730 
c.  logsinY(H-hD)  =  0,3229595 
1 .  cot  ^  P  =  o,oo36633 
log  tang  \  (A  -h  S)  =  0,2873958 


~  =  ^3»59',4",34, 

-  -+  D  =  28.23.  2  ,66, 

2 

log  sin  {  (H  -D)  =  9,6090973 
c.  logcosi(H+D)=  o,o556255 

• . =  o,oo36633 

log  tang  \  ( A  —  S)  =  9,668386 1 
i(A-hS)  =  62°42'3i"36 


a\A  ~~  k  j  —  24.09.  7,91 
Azimut  compté  du  nord  vers  l’ouest...  A  =  87.41.39,27 


Tel  est  l’azimut  du  centre  du  Soleil,  lorsque  le  bord  oriental  appa¬ 
rent  ou  le  bord  occidental  vrai  est  dans  le  vertical  du  signal  ;  mais  il 
faut  avoir  l’azimut  de  ce  bord.  Pour  cela,  l’on  cherchera  la  correction 
due  au  demi-diamètre  horizontal  SO  du  Soleil ,  laquelle  est  égale  à 
l’angle  OZS  formé  par  les  plans  verticaux  ZS,  ZO.  Calculons  d’abord 
ZS,  ou  la  distance  zénithale  vraie  géocentrique  du  Soleil,  à  l’aide  delà 
règle  de»  quatre  sinus,  savoir  : 


sin  ZS  = 


sin  P  sin  SP 
sin  A 


sin  P  cos  D 
sin  A 


=  sin  N 


log  sin  P  =  9,9999845 
1.  cos  D  =  9,998720 ï 
c.  log  sin  A  =  o,ooo35 1 8 

1.  sin  N  =  9,9990564  ZS  =  86°i3,32",i4. 


Ajoutant  à  cette  distance  zénithale  la  parallaxe  de  hauteur  du  Soleil , 
qui  est  8", 77,  on  a  86°i3'4o",9i ,  pour  la  distance  zénithale  vraie  rap¬ 
portée  au  lieu  même  de  l’observation.  Il  s’agit  maintenant  d’avoir  la 
distance  zénithale  apparente  ;  or,  la  table  des  réfractions  ayant  pour 
argument  la  distance  vraie ,  on  trouvera ,  en  procédant  comme  à 
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l’art  254 , 
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Réfraction  vraie . *  _  _  j 

Mais  distance  zénithale  vraie . N  =  86°  1 3.40,9 

Donc  distance  zénithale  apparente  cherchée.  =86.  2.  0,4  =  z' 


Il  résulte  de  là  que  dans  le  triangle  sphérique  OZS,  qu’on  peut 
supposer  rectangle  en  O,  l’on  connaît  le  côté  ZS  et  le  côté  ()S  = 
i6’i  ’3,=  a  *  (Connaissance  des  Temps  de  1 8 1 1 ,  ier  avril);  donc  pour 
avoir  l’angle  en  Z  ou  la  correction  d’azimut ,  c’est-à-dire  le  demi-dia¬ 
mètre  azimutal  du  Soleil ,  on  dira 


1  :  sin  ZS  :  :  sin .  correction  :  sin  OS , 

sin.  correction  =  SI"  f  ; 

sin: 

log  sin  \  c?  =  7,668433a 
c.  log  sin  z'  =  0,00104 16 
1.  sin. correction  =  7,6694748 
c.  sin  i"  =  5,3i44a5i 

log  correction  =  2,9838999  =  96V', 6  =  i6'3",6. 

Comme  on  a  réellement  observé  le  bord  occidental ,  cette  correction 
est  soustractive  de  l’azimut  du  centre  du  Soleil  ;  ainsi 

Azimut  du  Soleil . 

Correction . 

Azimut  du  signal,  compté  du  nord  à  l’ouest . 

Réduction  au  centre  de  la  station . 

Azimut  définitif.  .  .  . 

Quoique  les  azimuts  soient  très-faciles  à  observer  de  cette  manière,  il 
est  cependant  douteux  qu’on  puisse  jamais  les  obtenir  avec  la  précision 
que  procurent  les  méthodes  des  art.  532  et  336. 


87°4i'39",27 

—  16.  3  ,60 

87°25'35'/,67 
-+-  o  ,70 

87.25.3 6  ,37 


d’où 
de  là 
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CHAPITRE  Y II. 

DE  LA  MESURE  ASTRONOMIQUE  DES  LONGITUDES  TERRESTRES. 


1°.  Par  le  moyen  d’un  garde-temps ,  et  par  les  passages  de  la  Lune 
à  différents  méridiens. 

344.  La  position  d’un  lieu  sur  la  Terre  dépendant  à  la  fois  de  sa 
latitude  et  de  sa  longitude,  il  convient  de  faire  connaître  les  méthodes 
que  l’on  emploie  avec  succès  pour  déterminer  ce  second  élément  géo¬ 
graphique. 

Lorsqu’il  s’agit  de  déterminer  la  différence  en  longitude  de  deux 
lieux  fort  voisins,  les  bonnes  montres  marines  ou  les  chronomètres 
qui,  comme  ceux  de  Berthoud,  conservent  une  marche  à  très-peu  près 
uniforme  pendant  plusieurs  mois,  peuvent  être  employés  de  préférence 
pour  cet  objet.  Si  donc,  dans  un  certain  lieu,  une  telle  montre  était 
exactement  réglée  sur  le  moyen  mouvement  du  Soleil ,  et  que  dans  un 
autre  lieu  le  midi  moyen  arrivât  à  1 1  heures  comptées  sur  cette  montre , 
la  différence  en  longitude  serait  d’une  heure  moyenne  ou  de  1 5°,  et  le 
second  lieu  serait  évidemment  à  l’est  du  premier. 

Il  n’est  pas  toujours  possible  de  déterminer  l’instant  précis  du  midi  ; 
cela  d’ailleurs  n’est  pas  nécessaire ,  puisque  l’on  peut  trouver  le  temps 
vrai  pour  tout  autre  moment  du  jour  (art.  301).  Supposons  donc  qu’a- 
pres  avoir  réglé  une  montre  à  l’Observatoire  de  Paris,  on  ait  pris,  dans 
un  autre  lieu,  des  hauteurs  absolues  du  Soleil  avant  son  passage  au 
méridien,  et  calculé  l’heure  vraie,  puis  le  temps  moyen  de  l’observa¬ 
tion  art.  302);  la  différence  de  ce  temps  avec  l’heure  marquée  par  la 
montre,  lors  de  l’observation ,  sera ,  comme  ci-dessus,  la  différence  des 
deux  méridiens. 
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r  eS  fjeuxe^emP^es  suivants  fixeront  encore  mieux  les  idées  à  ce  sujet, 
avri  i8o/j,  à  43°i7'  de  latitude  nord,  et  par  /|0°i5'  de  Ion- 
g  ude  occidentale  estimée,  on  a  trouvé,  pour  la  distance  du  centre 
sur  1  *1  311  Ze"Ith’  69°ao'aa">o5,  au  moment  où  la  montre,  réglée 
,  empS  à  Paris’  marquait  7b8”3o%86  du  soir.  A  cette 

il  suit  jPTe’  ,a  l!rcllna,SOn  du  Soleil  était  de  4°4>'5",2  (article  301); 

I  e  a  et  de  1  ar,,cle  cité»  q»r  le  temps  vrai  de  l’observation, 

dans  il*  r  "  °U  *  CS’eSt  faite’  était  4l,a3-a4So6.  Mais  l’on  trouve 
ans  ia  Connaissance  des  Temps,  que  le  i»  avril  180A,  le  temps 
moyen  au  midi  vrai  égalait  n*13ni^os  r.  ».  * 

de  t 8*  /,  on  /  i  ^  ^7  ,2,  et  que  cette  quantité  diminuait 

elle  ava^  H  4  eUT:e  °nC’à7b4"24%o6’  temI)s  vrai  compté  à  Paris, 
elle  avmt  diminue  de5»,4o,  et  alors  le  temps  moyen  n’était  en  avance 

__  Vrai’  au  moment  de  l’observation ,  que  de  oh3m57%2 —  5*,4o 

o  3m5is,8o.  Cela  posé, 

Temps  moyen  compté  à  Paris,  au  moment  de  l’ob¬ 
servation.  .  .  _ 

.  , .  7h  8m3os,86 

•  équation  du  temps  soustractive,  parce  que  Je  temps 

moyen  est  en  avance  sur  Je  temps  vrai .  —  3  5i  80 

Temps  vrai  compté  à  Paris .  ^  4.39,06 

temps  vrai  de  1  observation  par  rapport  au  méri- 
ndien  du  lieu  où  elle  s’est  faite .  4.23.24  ,06 

Différence  de  longitude,  en  temps .  2b4imi5s  00 

Donc,  longitude  occidentale  du  lieu  de  l’observa¬ 
tion,  par  rapport  au  méridien  de  Paris . =4o°i8'45" 

mf,l!°dt|’  l  on  s,,Ppose  connaitre  déjà  à  peu  près  la  diffé- 
ence  de  longitude  cherchée,  et  il  est  rare  que  l’on  n’ait  pas  une  don- 
nee  satisfaisante  n  égard.  D’ailleurs  on  pourra,  dans  un  premier 
aïeul,  employer  la  déclinaison  du  Soleil  pour  le  jour  deïobserva- 
.on  et  pour  midi  à  Paris  :  dans  l’exemple  ci-dessus,  cette  déclinaison 
ea  e  4  4  a  •  Lorsqu  on  aura  trouvé  ainsi  la  différence  de  lon- 
approc  ee,  on  recommencera  le  calcul,  en  faisant  à  la  décli¬ 
naison  du  Soleil  la  correction  due  à  cette  différence. 

1  •  e  gai  de-temps  avait  une  petite  variation  diurne,  il  ne  faudrait 
point  négliger  d  en  tenir  compte,  et  à  cet  égard  il  est  très-important 
IL  32 
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que  le  temps  écoulé  entre  cette  observation  et  celle  qui  sert  à  faire 
connaître  l’état  du  chronomètre  ne  soit  que  d’un  petit  nombre  de  jours; 
car  de  quelque  perfection  que  soit  doué  cet  instrument ,  il  est  très-rare 
que  la  variation  diurne  soit  longtemps  constante. 

Par  exemple,  supposons  qu’un  observateur  ait  reconnu  ,"îe  26  mai 
i84o,  que  son  chronomètre,  à  Toulon,  retardait  de  3m  1 7*  sur  le  midi 
vrai ,  ou ,  ce  qui  est  de  même ,  était  alors  d’accord  avec  le  temps  moyen , 
mais  qu’il  avait  une  avance  diurne  de  35,4î  que  ce  même  observateur, 
se  trouvant  à  Alger  dix  jours  après ,  se  soit  assuré  que  son  chrono¬ 
métré  marquait  i7hi7m29s,75  à  5b8m47s  du  soir,  temps  moyen;  on  de¬ 
mande  quelle  est  la  différence  des  méridiens  des  deux  lieux  de  station. 


Solution.  L’heure  actuelle  du 

étant . 

on  ôte . 

On  ôte  en  outre . 


chronomètre,  comptée  de  minuit, 
i7hi7m29s>75 

ii.56.43  >°°  ^  est  l’heure  de  la  ire  époque 
(t.  m.)  comptée  de  même. 

34 , 00  quantité  dont  le  chron  a  avancé 
en  10  jours. 


Il  reste 


5.20. 12  ,75  pour  l’angle  horaire  approché  à 
Toulon  le  5  juin; 


et  comme  la  variai,  pour  est. 


—  °  ,75 


on  a  l’heure  moyenne  de  Toulon.  =  5.  20. 12  ;oo  correspondante  à 

l’heure  moyenne  d’Alger .  =  8,47  »°° 

De  là ,  différence  des  méridiens .  . .  =  0*11  “25s,oo  Alger  étant  à  l’ouest  de  Toulon , 

parce  que  la  première  heure  est  plus  grande  que  la  seconde. 


Mais  la  longitude  de  Toulon,  comptée  du  méridien  de  Paris.  —  ohi4m22s  (est) 

Différence  des  méridiens  ci-dessus .  =  +  o.  n  .25 

Donc  longitude  d’Alger .  “  2m57 


C’est  en  effet  le  résultat  déduit  d’observations  faites  en  i837,  par  M.  le 
capitaine  Bérard,  correspondant  de  l’Institut. 

On  déterminerait  les  différences  de  longitude  plus  commodément 
par  l’observation  d’une  étoile,  si  la  montre  était  réglée  sur  le  temps 
sidéral;  et  si  l’intervalle  de  temps  entre  les  observations  était  court, 
il  serait  permis  de  supposer  insensibles  les  variations  de  la  précession, 
de  l’aberration  et  de  la  nutation  sur  la  position  apparente  de  cette 
étoile. 
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Si  J  °n  se  servait  de  cet  expédient  pour  déterminer  la  différence  des 
mu  i  iens  t  ts  extrémités  d  un  arc  de  parallèle,  l’on  mettrait  en  compa- 
aison  eux  ou  trois  chronomètres  excellents,  et  Ton  aurait  soin  qu’ils 
Il  éprouvassent  aucune  secousse  dans  le  transport.  Ceux  que  M.  Motel , 
ar  iste  français,  exécute  pour  la  marine,  sont  fort  estimés.  Feu  Breeuet 
avait  imagine  de  renfermer  deux  mouvements  dans  la  même  boite",  et 
<le  les  régulariser  l’un  par  l’autre,  afin  d’obtenir  par  ce  moyen  une 

marche  plus  uniforme  et  plus  indépendante  des  mouvements  du  vais- 
seau  (*). 

345.  Un  des  meilleurs  procédés  pour  déterminer  la  différence  en 
ngituc  e  ce  ceux  ieux  éloignés,  consiste  dans  les  observations  réité- 
rees  des  passages  de  la  Lune  au  méridien  ,  quoiqu’elles  soient  assez 
difficiles  a  faire,  que  les  moindres  circonstances  puissent  les  rendre 
défectueuses  ,  et  que  celles  correspondantes  aux  quadratures  condui¬ 
sent  a  des  résultats  qui  ne  sont  pas  très-concordants.  Il  est  à  remar¬ 
quer  d’abord  que  l’on  compte  la  même  heure  sidérale  en  deux  lieux 
quelconques  de  la  Terre,  lorsqu’une  étoile  passe  successivement  au 
méridien  de  chaque  lieu  :  si  donc  la  Lune  n’était  douée,  comme  les 
étoiles,  que  du  mouvement  diurne  d’orient  en  occident,  elle  ne  pour¬ 
rait  nullement  servir  à  procurer  par  ce  moyen  la  différence  en  longi¬ 
tude,  mais  à  cause  de  la  rapidité  de  son  mouvement  propre  et  direct 
en  ascension  droite ,  les  différences  des  temps  de  son  passage  et  de  celui 
d’une  étoile  en  deux  méridiens,  diffèrent  sensiblement  entre  elles  d’une 
quantité  qui  est  précisément  la  mesure  de  ce  mouvement,  les  observa¬ 
toires  fussent-ils  même  peu  distants  l’un  de  l’autre,  comme  le  sont ,  par 
exemple,  ceux  de  Paris  et  de  Greenwich.  Ainsi,  en  supposant  que  a 
soit,  en  temps  sidéral,  le  mouvement  de  la  Lune  en  ascension  droite, 
observée  de  cette  manière  dans  l’intervalle  de  deux  passages,  et  qu ecl 
exprime  la  différence  cherchée  des  longitudes,  estimée  de  même  en 


(*)  M.  Daussy  a  exposé  une  nouv  elle  méthode  pour  atténuer,  le  plus  qu’il  est  possible , 
1  effet  des  irrégularités  de  la  marche  des  chronomètres  sur  la  détermination  des  lon¬ 
gitudes  par  leur  moyen  ;  elle  fait  partie  des  Additions  à  la  Connaissance  des  Tenins 
pour  i843.  H 
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heures  sidérales  ,  a  -hd  sera  le  temps  physique  réellement  écoulé  entre 
les  deux  passages.  Or,  par  les  Ephémérides,  on  trouve  que  la  Lune, 
à  l’époque  correspondante  au  milieu  des  temps  des  deux  observations 
comparées,  avait  un  mouvement  en  ascension  droite  de  A  degrés  pen¬ 
dant  une  heure  de  temps  solaire  moyen  :  ce  mouvement  sera  *lonc  de 
h 

-  Polir  une  heure  sidérale,  en  désignant  par  <7  le  nombre  1,0027379 

qui  exprime  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  une  durée  de  temps 
moyen  pour  la  convertir  en  temps  sidéral.  (Art.  14.)  Par  conséquent, 
dans  le  nombre  d’heures  a  -\-d,  la  Lune  aura  parcouru  en  ascen¬ 
sion  droite  un  arc  de  ( a-\-d )  -  degrés.  Mais  cet  arc  ou  différence  d’as¬ 
cension  droite  a  aussi  pour  mesure  a.  i5°,  pujsqu’en  vertu  du  mou¬ 
vement  diurne  de  la  sphère  céleste,  un  point  de  l’équateur  décrit 
un  arc  de  i5°  dans  une  heure  sidérale,  et  de  a.  i5°  dans  le  temps  a. 
Partant 

(«  +  </)*=  i5.a; 

et  enfin 


Telle  est  la  formule  qui  donne  en  temps  la  différence  des  méridiens 
de  deux  lieux  d’où  l’on  a  observé  à  la  lunette  méridienne  (art.  336) 
un  grand  nombre  de  fois  les  passages  de  la  Lune,  comparés  à  ceux 
d’étoiles  situées  à  peu  près  sur  le  même  parallèle  que  cet  astre. 
Cependant ,  comme  il  n’est  pas  toujours  possible  d’observer  le  même 
jour  les  mêmes  étoiles  aux  deux  observatoires,  on  calcule  leurs  diffé¬ 
rences  d’ascensions  droites  apparentes,  afin  de  rendre  les  observations 
parfaitement  comparables.  C’est  ainsi  que  M.  Bouvard  a  trouvé,  par 
plus  de  600  observations ,  que  la  longitude  de  Greenwich  est  de  9'22",o3 
ouest  de  Paris  ( Connaissance  des  Temps  de  i8a5,  page  345)  ;  résultat 
qui  surpasse  seulement  de  o", 4 1  celui  auquel  a  conduit  récemment  la 
méthode  des  feux.  (Descrip.  géomét.  delà  France ,  tome  II,  page  4i6.) 

Choisissons  pour  application  les  observations  faites  à  Paris  et  à  Kœ- 
nigsberg ,  le  a5  octobre  1 83o ,  des  passages  du  bord  occidental  de  la 
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Lune.  Ce  jour-là,  l’on  a  eu 

h  Paris . 6h54m53>4  temps  moyen 

a  Kœnigsberg  .  .  6.5 2.  5  ,90 

Différence  en  temps  moyen .  ,  1 4 

Réduct.  au  temps  sidéral.  .  +0,46 

a  =  2m47%6o  =  i67*,6 

La  Connaissance  des  T emps  fait  connaître  que  le  même  jour  l’asc,  dr. 
JK  delà  <£  à  midi  était  3io°  o'4o" 
à  minuit.  .  316.41.57 

ainsi,  diff.  en  i2h  6.4 1 . 1 7 
et  en  une  heure  vraie  h  =  o°33'  26", 42 

d’où  en  temps  h  =  oh  2mi3%76  =  i33%76. 

Soit  <7  =  ih  H-  m,  m  étant  le  mouvement  en  asc.  dr.  du  Soleil  pen¬ 
dant  une  heure  vraie;  on  aura  pour  l’époque  indiquée, 

m  ~  9% 5 83 (temps sidéral), 

et  par  conséquent 

ih  +  m  =  6om9s,  58=  36o9S58, 

,0  +  m-^h  =  3475  ,8a. 

De  là 

log  a  =  2,224274 
log(ib+  m  --îVA)=  3,54 io55 
c.  log  Jj  h  =  7,873674 

log  d  —  3,639003  =  4355’, a  ; 

enfin 

longitude  de  Kœnigsberg,  d  =  ihi2m35s,2.  ** 


Dans  la  formule  précédente,  le  mouvement  a  de  la  Lune  se  déduit 
de  1  observation  de  l’un  de  ses  bords,  et  non  de  celle  du  centre;  d’un 
autre  coté,  les  tables  astronomiques  donnent  le  mouvement  horaire  h 
de  ce  point.  Ainsi  on  doit,  à  la  rigueur,  corrigera  de  l’effet  du  demi- 
diamètre  apparent  de  la  Lune  à  chaque  station.  Si ,  par  exemple,  r,  et 
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r 2  sont  les  demi-diamètres  de  ce  satellite,  vus  du  centre  de  la  Terre, 
et  D,,  D2  ses  déclinaisons  à  chaque  passage,  ces  demi-diamètres  hori¬ 
zontaux,  réduits  à  l’équateur  et  convertis  en  temps  sidéral,  seront 

i5  cos  D,  ’  i5cosDj’  sans  ^  so^  nécessaire  d’avoir  égard  à  l’augmen¬ 
tation  à  raison  de  la  hauteur  de  la  Lune  sur  l’horizon  (. Astr .  de  Delam- 
bre,  page  3 1 4)  ?  et  le  vrai  mouvement  en  ascension  droite  du  centre  de 
cet  astre,  dans  l’intervalle  des  deux  passages,  sera 

a  —  - — \ 

i5  \cosD,  cos  d2/  ' 

Partant,  la  différence  des  méridiens  est  plus  exactement 

O5-;---)’ 

en  prenant  le  signe  4-  ou  le  signe  —  selon  qu’on  aura  observé  le  bord 
occidental  ou  le  bord  oriental. 

Toutefois,  il  faut  admettre  que  cette  différence  n’est  guère  de  plus 
d  une  heure,  comme  celle  que  nous  venons  de  déterminer;  parce  que 
le  mouvement  horaire  h  de  la  Lune,  supposé  uniforme  dans  cette  for¬ 
mule,  est  au  contraire  continuellement  variable.  Mais  Ton  aura  néces¬ 
sairement  égard  à  la  variabilité  de  ce  mouvement  en  procédant  ainsi 
qu’il  suit. 

Le  3o  mai  1822,  M.  Bouvard  observa  successivement  le  bord  occi¬ 
dental  de  la  Lune  et  l’épi  de  la  Vierge,  et  trouva  l’intervalle  de  temps 
sidéral  t{  =  -  32m2  is,86;  intervalle  que  nous  affectons  du  signe  néga¬ 
tif  pour  indiquer  que  la  Lune  précédait  l’étoile.  Le  lendemain,  M.  Runc- 
ker  fit  les  mêmes  observations  à  Paramatta ,  dans  la  Nouvelle-Galles 
méridionale,  et  trouva  leur  intervalle  /a  — —  5,n4is,8i;  on  demande 
quelle  est  la  différence  des  méridiens  des  deux  Observatoires. 

Cherchons  d’abord  l’heure  de  la  culmination  du  centre  de  la  Lune  à 
Paramatta.  Or  on  sait,  par  la  Conn.  des  Temps  pour  l’année  1822,  que 
cette  culmination  a  eu  lieu  à  Paris  à  8''i6ra  de  temps  vrai ,  à  très-peu 
près;  et  comme  la  longitude  de  Paramatta  diffère  peu  de  9h54m3os  à 
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l’est,  ou  de  i4b5ra3os  à  l’ouest,  on  a 

d=  i4h  5,n3os 

et  à  très-peu  près  a=t2-t{=  26. 4o,o5 

Temps  sidéral.  .  .  .  a  H-  d  —  14. 32. 10,  o5  entre  lesdeux  culminations, 
lieduct.  a.,  t.  vr.  (table  IV)  -  a.  23,00,  ce  qui  est  suffisant. 

l4.29.47 

Cul  min.  à  Paris  H,  =  8. 16 
Culmin.  à  Paramatta  II2  =  22.46  comptées  de  Paris. 

Cette  dernière  heure  étant  connue  ainsi  approximativement,  on  aura 
îecouisà  la  Conn.  des  Temps  de  182a  pour  évaluer,  conformément  à 
ce  qui  a  été  prescrit  à  l’art.  240,  les  quantités  suivantes  : 

a  Paris  pour  8hi6m  t.  v.  à  Paramatta  pour  22h46m  t  v. 

r,  =  1 4'53"  r,  —  i4'49",3 

déclin.  D,  =  9°i5'2o"  (aust.)  déclin.  D,  =  ii»22'  9"  (aust.) 

De  plus 

mouvem.  ©  en  asc.  dr.  et  en  ->4\  s=  4-4*, 6  =  ,4/,*, 6  en  temps. 

Avec  ces  données,  1  on  déterminera,  en  temps  sidéral,  le  véritable 
mouvement  du  centre  de  la  Lune,  savoir  : 


D’abord  on  a 


Cl  —  \ 


=t  —  f  S _ £l_\ 

i5  \cosD,  cosD,/* 


-  t,  =  a6"4o*,o5, 


~  =  904",  786, 


91  o  , 433  ; 


puis  prenant  le  signe  +  parce  qu’on  a  observé  le  bord  occidental  de 
la  Lune,  le  mouvement  du  centre  sera 


«  =  oh26m4os,426  =  oh, 444563  ; 
ajoutant  la  différence 

des  mérid.  approc.  d  =  14.  5 . 30 

on  aura.  .  .  a  4-  d  =  14. 3a.  10  ,43  temps  sidéral. 
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Ce  temps  devant  être  converti  en  temps  vrai,  on  le  multipliera  par 
àf+TÏ’  et  l’on  aura 

+  =  «4V4»,,66  =  H,-HJ; 

ajoutant  l’heure  de  la  * 

culmin.  à  Paris  .  .  Ht  =  8.16 

l’heure  vraie  de  la  culm. 

à  Paramatta  sera.  H2  =  22 .45 . 42  ,66  comptée  de  Paris. 

Remarquons  maintenant  que  a  ./exprime,  en  temps  sidéral ,  l’in¬ 
tervalle  entre  deux  passages  consécutifs  de  la  Lune  aux  deux  méridiens  ; 
si  donc  T,  est  l’heure  sidérale  de  la  culmination  à  Paris  et  T2  l’heure 
sidérale  de  la  culmination  à  Paramatta,  comptée  du  premier  méridien 
on  aura  cette  égalité 

a  d  =  T2— T, , 

de  laquelle  on  tirera  la  différence  de  longitude. 

Mais  1  asc.  dr.  de  <C  à  H,  de  temps  vrai  est  généralement,  d’apres 
une  formule  d’interpolation  connue  (art.  241), 

yR,  —  y  4-  «H,  4-  jSH * 4-  yH;..., 

y  désignant  l’asc,  dr.  à  midi  vrai  le  3o  mai  1822,  c’est-à-dire  187021 '58" 
selon  la  Connaissance  des  Temps  de  cette  année-là;  par  conséquent , 
à  l’heure  H,,  cette  asc.  dr.  est  ’ 


JR,  =y  +  aH,  4-  |3h;  -4-  7h;.  . .  , 

et  alors  le  mouvement  en  asc.  dr.  et  en  degrés  ayant  pour  expression 

A,-Æ,  =  a(H,-H,)  +  /3  (H;  —  H|)  +y(H;~n;)  =  i5 °a, 


on  en  tire 


H,-H  -J  <■;-  h;)_2(h;-h:)5 


formule  dans  laquelle 
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a  _  fo— +  _  5"27'34",8  ,.3  „ 

iï - -  =  ,637  ’9- 

fl  =  _  W  _  ,,,, 

P  j  2*  i2j  — 0,33333, 

__  1  17", 16 

7  ~  6  -  ~7ir-  =  0,0099306. 


Le  calcul  de  la  valeur  numérique  de  II,  —H,  exige  qu'on  emploie 
celles  tres-rapprochées  de  H,  et  H2  trouvées  ci-dessus ,  savoir  . 

H,  =  8»i6“  et  H,  =  aak45"4a*  66 
=  8,26667  =  22,76185. 

Ainsi,  en  opérant  par  les  logarithmes  à  7  décimales,  du  moins  pour 
le  premier  terme,  on  obtient  très-exactement 

=  i4h, 6568a  —  0,09153  —  0,068067 
=  *4  ,4972a  (temps  vrai), 

puisque,  d’après  ce  qui  précède,  «  =  oh, 444563.  En  définitive  on  a 

en  temps  vrai  H2-H,  =  i4h29m5os,oo 
réduct.  au  temps  sidéral  -+-  2.27,75 

T2 — T,  =  14.32.17,75 

—  a  —  —  26.40,43 

différence  de  longitude  d  =  14.  5.37,3a 

Il  est  à  remarquer  que  la  différence  des  ascensions  droites 

des  deux  culminations ,  en  y  introduisant  la  dernière  valeur  de  H2  -  H, , 
se  détermine  exactement,  quoiqu’il  puisse  y  avoir  une  légère  erreur 
dans  1  évaluation  des  heures  absolues  correspondantes,  parce  que  cette 

(iieui  n  a  pas  d  influence  sensible  sur  la  valeur  des  deux  derniers 
termes. 

Tout  le  calcul  précédent  aurait  été  plus  simple  si  la  Connaissance 
es  emPs  de  1822  eût  donné,  comme  les Éphémérides  actuelles,  des 
nombres^correspondant  à  des  temps  moyens. 


33 


258  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

Voilà  en  peu  de  mots  en  quoi  consiste  cette  méthode  attribuée  à 
M.  Nicola ï ,  célèbre  astronome  de  Munich,  et  par  laquelle  on  n’emploie 
que  des  différences  entre  les  temps  des  passages  et  entre  les  ascensions 
droites  contemporaines.  On  voit  donc  que  l’avantage  de  cette  méthode 
réside  dans  la  non-influence  des  erreurs  d’orientation  des  limites  mé¬ 
ridiennes  et  de  la  marche  absolue  des  pendules.  Mais  l’amplitude  d’un 
arc  de  parallèle  ne  pourrait  être  déterminée  de  cette  manière  qu’a- 
près  un  grand  laps  de  temps  et  qu’au  moyen  de  bonnes  observations 
correspondantes. 

a°.  Par  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter ,  et  par  les  signaux 
de  feu. 

346.  C’est  surtout  de  l’observation  des  fréquentes  éclipses  des  sa¬ 
tellites  de  Jupiter,  que  les  astronomes  déduisent  avec  exactitude  la 
différence  des  longitudes  de  deux  lieux  terrestres;  différence  qui  est 
celle  même  des  heures  que  l’on  compte  sur  les  méridiens,  a  1  instant 
du  phénomène.  Deux  circonstances  sont  propres  à  faire  connaître  cette 
différence  des  longitudes:  l’une  est  l’immersion ,  c’est  1  instant  où  le 
satellite  entre  dans  l’ombre  de  Jupiter  et  disparaît;  1  autre  est  1  émei- 
sion,  c’est  l’instant  où  ce  satellite  sort  de  l’ombre  et  reparaît.  La  pré¬ 
diction  de  ces  phénomènes,  pour  le  méridien  de  Paris,  se  trouve  dans 
le  livre  de  la  Connaissance  des  Temps ;  et  comme  les  positions  des  sa¬ 
tellites  à  l’égard  de  Jupiter,  ainsi  que  leurs  configurations,  sont  indi¬ 
quées  dans  le  même  livre ,  il  est  inutile  de  donner  ici  des  explications 
à  cet  égard . 

Ces  sortes  d’observations  se  font  avec  une  grande  facilité,  au  moyen 
d’une  lunette  astronomique  de  i  mètre  environ ,  ou  d’un  télescope  de 
6  à  7  décimètres  de  foyer,  ou  même  d’une  lunette  des  passages  porta¬ 
tive.  Il  faut  d’abord  déterminer  exactement  la  marche  de  la  pendule, 
par  rapport  au  temps  moyen,  par  l’un  des  procédés  des  art.  293  et 
suiv.  ;  ensuite,  pour  se  préparer  à  l’observation  de  l’éclipse,  savoir  à 
fort  peu  près  l’heure  à  laquelle  elle  aura  lieu,  et  cela  en  ajoutant  au 
temps  moyen  de  ce  phénomène ,  indiqué  par  les  tables ,  la  différence 
approchée  des  longitudes,  si  l’on  est  à  l’orient  de  Paris;  ou  bien  en  la 
retranchant,  si  l’on  est  à  l’occident. 
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Une  seule  observation  11e  pouvant  être  concluante,  on  en  recueillera 
plusieurs,  et  alors  la  moyenne  des  résultats  partiels  sera  la  différence 
de  longitude  la  plus  probable. 

Malgré  la  précision  avec  laquelle  les  tables  des  deux  premiers  sa¬ 
tellites  de  Jupiter  ont  été  calculées  dans  ces  derniers  temps ,  d’après  la 
théorie  de  Laplace,  il  est  encore  plus  sûr  de  conclure  la  différence  des 
longitudes  d’observations  correspondantes  faites  sur  ces  deux  satellites. 
Par  exemple,  à  Cumana,  capitale  de  la  nouvelle  Andalousie,  M.  de 
Humboldt  observa,  le  1 2  novembre  1 800  au  soir,  l’immersion  du  1e1  sa¬ 
tellite  à  4hi6,n56s  du  chronomètre,  ou  à  nh56mi8s,7  temps  moyen, 
parce  que  le  chronomètre  retardait  alors  de  7h39m22s,7.  Au  même 
instant  physique,  M.  Triesnecker  observa  cette  immersion  à  Vienne, 
le  i3  novembre  au  matin,  à  5hi8m20s,7  temps  moyen. 


Il  suit  de  là  que  la  différence  des  méridiens  de  Vienne  et  de  Cumana , 

qui ^est  à  l’ouest . =  5h22m  2S  t.  moy. 

Mais  la  longit.  de  Vienne,  comptée  de  Paris.  =  56.  io  est. 

Donc  la  longitude  de  Cumana  comptée  de 

même  est  de .  4*s5.52  ouest. 

Le  i3  au  matin,  M.  Méchain  observa 

l’immersion  à  Paris,  à .  4h22mi7s,7  t.  moy. 

M.  de  Humboldt,  à  Cumana,  à .  11.56.18,7 

Donc,  la  longitude  de  Cumana,  comptée  de 

Paris . =  4*25.59  ouest. 

Enfin,  le  i3  novembre,  M.  Flaugergues 

l’observa  à  Viviers  ,  à .  4h3im35*  t.  moy. 

M.  de  Humboldt,  à  Cumana,  à .  11.56.18,7 

Donc,  la  longitude  de  Cumana,  comptée  du 

méridien  de  Viviers,  est .  4*35. 16  ,3  ouest. 

Mais  la  longitude  de  Viviers  est .  9*a4  est. 

Donc,  longitude  de  Cumana . =  4h25m52%3  ouest. 

Le  terme  moyen  de  ces  trois  résultats  est.  .  4l,25m54s,4 


Mais  M.  de  Humboldt  ayant  fait  beaucoup  d’autres  observations 
astronomiques  dans  le  même  but,  il  en  est  résulté,  pour  la  longitude 
de  Cumana ,  4l,26m  =  66°3o'o,/  ouest  de  Paris. 

Les  observations  correspondantes  dont  il  s’agit  ne  sont  parfaitement 
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comparables  entre  elles,  que  quand  le  phénomène  céleste  est  annoncé 
au  même  instant  physique  par  chaque  observateur.  Mais  si  Tun  d’eux 
reçoit  l’impression  du  phénomène  quelques  secondes  plus  tôt  ou  plus 
tard  que  l’autre ,  ce  qui  peut  arriver  si  leurs  lunettes  ne  présentent  pas 
le  même  grossissement ,  et  si  leurs  vues  sont  différentes,  il  importe 
d’avoir  égard  à  cette  circonstance  dans  la  comparaison  des  observa¬ 
tions;  surtout  si  l’on  a  pour  but  d’obtenir  par  ce  moyen  l’amplitude 
astronomique  d’un  arc  de  parallèle  terrestre,  ou  de  déterminer  la  po¬ 
sition  respective  de  deux  îles  voisines  dont  on  aurait  levé  la  carte,  et 
qu’on  ne  pourrait  lier  par  des  triangles. 

347.  Un  phénomène  terrestre  instantané,  qui  serait  vu  de  deux 
lieux  peu  distants  l’un  de  l’autre,  suppléerait  avec  beaucoup  d’avan¬ 
tage  aux  phénomènes  célestes.  Or,  si  sur  un  lieu  eleve  et  pendant  une 
nuit  sereine ,  on  fait ,  à  diverses  reprises,  enflammer  en  plein  air*une 
petite  quantité  de  poudre  à  canon ,  et  que  deux  observateurs  munis 
chacun  d’une  pendule,  et  placés  au  lieu  dont  ils  veulent  connaître  la 
différence  de  longitude ,  observent  les  apparitions  de  ces  feux ,  appa¬ 
ritions  qui  seront  subites  pour  de  petites  comme  pour  de  grandes  dis¬ 
tances  ,  à  cause  de  la  prodigieuse  vitesse  avec  laquelle  la  lumière  se 
propage,  le  milieu  des  différences  entre  tous  les  temps  correspondants 
des  deux  pendules  réglées  de  la  même  manière,  sera  la  différence  de 
longitude  cherchée.  Si  l’arc  dont  on  veut  mesurer  l’amplitude  céleste 
était  fort  grand  et  qu’un  seul  poste  de  feux  ne  suffit  pas ,  on  établirait 
des  observatoires  intermédiaires  qu’on  lierait  entre  eux  de  la  même 
manière  astronomiquement,  et  alors  la  somme  des  amplitudes  partielles 
serait  la  différence  de  longitude  des  stations  extrêmes  :  cela  est  de  toute 
évidence ,  et  c’est  ainsi  qu’a  eu  lieu  la  mesure  astronomique  de  l’arc  du 
parallèle  moyen ,  compris  entre  l’Océan  et  la  mer  Adriatique.  (Voyez 
Nouvelle  Description  géométrique  de  la  France tome  II,  page  585.) 

Mais  on  évite  les  erreurs  dont  pourraient  être  affectées  les  amplitudes 
partielles  d’un  grand  arc  de  parallèle,  en  déterminant  immédiatement 
la  différence  en  longitude  des  points  extrêmes  de  cet  arc,  par  la  trans¬ 
mission  rapide ,  au  moyen  de  chronomètres  et  de  signaux  de  feu  in¬ 
termédiaires ,  des  heures  que  l’on  compte  au  même  instant  physique  à 
ces  mêmes  extrémités. 
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Supposons,  pour  expliquer  plus  clairement  cet  autre  procédé,  quatre 
stations  A,  B,  C,  D,  choisies  de  l’est  à  l’ouest;  la  première  et  la  der¬ 
nière  représentant  les  observatoires  dont  on  cherche  la  différence  des 
longitudes,  et  où  l’on  connaît  exactement  le  temps  sidéral  à  l  aide  de 
pendules  réglées  par  les  passages  d’étoiles  à  la  lunette  méridienne,  et 
les  seconde  et  troisième  stations  intermédiaires  occupées  par  des  obser¬ 
vateurs  munis  de  bons  chronomètres  dont  la  marche  diurne  soit  la 
même  que  celle  des  pendules,  ou  du  moins  soit  bien  connue.  On  no¬ 
tera  1  heure,  la  minute,  la  seconde  et  fraction  de  seconde  de  l’appari¬ 
tion  d  un  feu  observé  au  même  instant  physique  des  stations  A,  B;  on 
notera  également  1  instant  ou  l’on  aura  vu  un  second  feu  des  stations 

B,  C,  allumé  environ  une  minute  après  le  premier;  enfin  on  tiendra 
compte  de  l’heure  où  un  troisième  feu  aura  été  aperçu  des  stations 

C ,  D,  peu  d’instants  après  le  deuxième  feu. 

Par  exemple,  si,  lors  du  premier  feu ,  la  pendule  en  A  et  le  chrono¬ 
mètre  en  B  eussent  marqué  respectivement  a,  b;  que  lors  du  deuxième 
feu  les  chronomètres  en  B  et  en  C  eussent  marqué  b' ,  c;  que  lors  du 
troisième  feu  les  temps  au  chronomètre  en  C  et  à  la  pendule  en  D  eussent 
été  c',  d;  il  est  évident  que  l’heure  du  troisième  feu  comptée  à  la  pre¬ 
mière  station  aurait  ete  a-\-b' —  b- f-  cr  —  c,  pendant  qu’à  la  dernière 
station  on  aurait  compté  d  heures  ;  donc  la  différence  T  des  méridiens 
serait 

T  *=  et -h  b)  c)  —  d. 

Concluons  de  là  que,  quand  bien  même  les  observateurs  intermé¬ 
diaires  verraient  constamment  les  feux  un  instant  plus  tôt  ou  un  instant 
plus  tard ,  cela  n’aurait  pas  d’influence  sur  la  différence  de  longitude 
1  ;  mais  qu’il  faudrait  en  toute  rigueur,  dans  le  cas  d’un  retard  et 
d  une  avance  tout  à  la  fois,  que  l’observateur  de  la  station  extrême  de 
1  est  passât  à  son  tour  à  la  station  extrême  de  l’ouest,  et  vice  versa.  Au 
surplus,  s  il  n  y  avait  pas  compensation  parfaite  à  cet  égard ,  011  serait 
bien  près  de  l’obtenir  par  la  multiplicité  des  feux. 

Il  est  inutile  de  faire  observer  que  les  temps  b'— b,  c’—c  doivent 
être  corrigés  proportionnellement  de  l’avance  ou  du  retard  de  chaque 
chronomètre  dans  l’intervalle  de  a4h,  et  que  cette  marche  diurne  est 
connue  par  la  comparaison  des  instants  des  phénomènes  d’un  j&ur  à 
ceux  des  phénomènes  du  jour  suivant. 
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Considérons  maintenant  plusieurs  séries  de  feux  observés  dans  une 
même  nuit ,  et  adoptons  une  notation  qui  indique  à  la  fois  le  numéro 
de  chaque  série  et  l’ordre  dans  lequel  les  feux  se  sont  succédé.  Pour 
cela,  mettons  dans  le  premier  cas  les  indices  (1),  (2),  (3),... ,  comme 
exposants  supérieurs  aux  lettres  a,  b,  c ,  rf ,  et  dans  le  secoyd  cas, 
les  indices  1 ,  2 ,  3  comme  exposants  inférieurs  aux  mêmes  lettres  ;  enfin 
désignons  par  T(  1  ] ,  T(2),  T(3),...  les  différences  de  longitudes  données 
par  la  ire,  2e,  3e  série  de  feux  :  on  aura  évidemment,  d’après  la  for¬ 
mule  précédente , 

TU)  =  flCD  -H  [tfO-  *y>]  -K  [c(3n  _  cÿî]  _  rfy>, 

T™  —  „(>)  -H  [£ÿ>  _  b^]  -h  -  rfy), 

T<3)  =  a\3)  -+-  [b{?  -  #»>]  +  [éf  -  c(23)]  -  dÿ\ 

et  ainsi  de  suite.  La  moyenne  de  toutes  ces  valeurs  de  T  sera  l’ampli 

tude  astronomique  cherchée. 

Nous  venons  d’admettre  le  cas  où  le  temps  a  si  bien  favorisé  les 
observations  sur  toute  la  ligne  des  feux ,  qu’elles  ont  parfaitement  réussi 
partout;  cependant  il  pourrait  arriver  que  quelques-unes  eussent 
manqué  ou  fussent  défectueuses.  Si,  par  exemple  ,  dans  la  ire  série  de 
transmission,  le  second  feu  n’avait  pas  été  aperçu  du  poste  B,  l’heure  ftÿ> 
serait  inconnue ,  et  il  faudrait  alors  recourir  aux  observations  de  la  se¬ 
conde  série  pour  lier  entre  elles  celles  de  la  première  série  ;  c’est-à-dire 
que  l’on  aurait 

T<1)  =  a(o  4_  py)  -  W]  -h  [<41}  ~  *(a2)]  -  rfy). 

De  même,  si  le  3e  feu  de  la  seconde  série  n’avait  point  été  observé  delà 
station  C ,  l’inconnue  serait  c(32)  ;  ce  qui  exigerait  que  l’on  passât  des 
observations  de  cette  série  à  celles  de  la  première  ou  de  la  troisième  ; 
ainsi  l’on  aurait 

Tt2)  =  -h  [b™  -  b[*  ]  -f-  [cy>  -  c<22>]  ~  rfy), 

ou  bien 

T(2)  =  «(2)  -h  -  b^)  +•  -V  c^]  -  rfy). 

Par  exemple,  les  résultats  des  premières  observations  de  ce  genre 
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faites,  le  a5  août  1824,  pour  connaître  la  différence  des  méridiens  de 
Paris  et  Strasbourg,  sont  renfermés  dans  le  tableau  suivant  : 


STATIONS  INTERMÉDIAIRES. 

PARIS. 

i 

STRASBOURG. 

•  A 

m 

D 

B 

c 

J .  i9h  6m2os3 

8h49m48s2 

8.54.10,8 

9.  3.47,5 

II. .  : . 

NC"  * 

III  .  19.25.30,7 

IV  . 

9.25.36,9 

9.30.37,8 

i9h46m5i*4 

O11  voit  que  les  quatre  séries  de  feux  successifs  en  allant  de  Paris  à 
Strasbourg  ,  ou  de  l’ouest  à  l’est ,  ont  été  interrompues  par  le  mauvais 
temps.  Néanmoins  la  valeur  de  T  s’obtiendra  de  deux  manières,  ou  en 
passant  de  la  première  série  à  la  seconde  et  de  la  seconde  à  la  qua¬ 
trième,  ou  en  allant  de  la  première  série  à  la  troisième,  et  de  celle-ci 
à  la  quatrième.  Dans  le  premier  cas,  011  a 

•  b^]  =  8h54œio%8  c(3i}  =  9h3om37s,8 

—  b\i]  =  8.49.48,2  — c(22)  =  9.16.  0,2 

4*  22  ,6  o.  14.87  ,6 

o.  4  - 22  ,6 

Interv.  de  temps  écoulé  aux  chronomèt.  =  0.19.  0,2 

Réduction  en  temps  sidéral .  _!_  3  f  x 

Intervalle  écoulé  en  temps  sidéral  .  .  .  =  0.19.  3,3 

Temps  de  la  pend,  à  Paris.  1 9h  6m20%3  à  Strasbourg  i9h46m5r,4 
Réduction  en  temps  sidér .  — 36 ,2  réd.  en  temps  sid.  — 27  ,7 

J9-  5.44,1  19.46.  23^7 

Durée  de  transmission.  .  H-  19.  3,3 

Temps  sidéral  à  Paris  .  .  19.24. 47  ,4 
Temps  sid.  à  Strasbourg.  19.46.  23  ,7 
Différ.  des  méridiens  T  =  0.2 1 . 36  ,3 

Moyenne  de  six  résultats.  0.21 . 36  ,27 
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Quoique  l’on  puisse  trouver  diverses  valeurs  de  T  en  liant  ainsi  les 
observations  de  différentes  séries  du  même  jour,  il  faut  cependant  ne 
procéder  de  la  sorte  que  quand  on  y  est  contraint  ;  car  il  serait  à  crain¬ 
dre  que  de  semblables  combinaisons  ne  diminuassent  le  poids  du  ré¬ 
sultat  moyen  au  lieu  de  l’augmenter,  surtout  si  les  intervalles  de  temps 
entre  les  feux  étaient  de  plus  d’une  demi-heure,  parce  qu’ alors  ce  ré¬ 
sultat  serait  moins  indépendant  des  irrégularités  de  la  marche  des 
chronomètres. 

Après  avoir  recueilli  les  résultats  moyens  de  chaque  jour,  on 
détermine  la  moyenne  de  ces  résultats  par  la  règle  énoncée  à  l’ar¬ 
ticle  118. 

C’est  ainsi  qu’on  a  obtenu ,  en  1 824 ,  les  longitudes  de  Brest  et  de 
Strasbourg,  comptées  de  l’Observatoire  royal  de  Paris  (*).  Cette  mé¬ 
thode  est ,  sans  aucun  doute ,  la  meilleure  à  employer  en  pareille  cir¬ 
constance,  parce  qu’elle  n’exige  point  la  connaissance  du  temps  absolu 
dans  les  stations  intermédiaires  ,  et  qu’il  suffit  que  la  marche  des  chro¬ 
nomètres  soit  bien  régulière  dans  l’intervalle  de  quinze  à  vingt  minutes 
environ.  Si  même ,  au  lieu  de  signaux  de  poudre,  on  faisait  usage  de  ré¬ 
verbères  construits  comme  pour  les  phares,  d’après  les  idées  ingénieuses 
de  Fresnel,  on  pourrait,  en  les  éclipsant  un  grand  nombre  d5  fois 
dans  une  même  nuit ,  mesurer  rapidement ,  et  avec  beaucoup  de  préci¬ 
sion  ,  l’amplitude  totale  d’un  grand  arc  dé  parallèle  :  toutefois  il  est 
très-utile  d’en  connaître  quelques  amplitudes  partielles,  afin  d’être  à 
même  de  juger  si  cet  arc  est  ou  n’est  pas  circulaire.  Dans  tous  les  cas ,  la 
détermination  du  temps  absolu  aux  stations  extrêmes  doit  résulter, 
comme  nous  l’avons  dit,  d’observations  très-précises.  Ainsi  il  est  im¬ 
portant  d’observer  les  mêmes  étoiles  fondamentales  d’un  même  cata¬ 
logue  ,  afin  que  leurs  positions  moyennes ,  et  par  suite  leurs  positions 
apparentes,  soient  les  mêmes  de  part  et  d’autre  dans  le  calcul  des 
angles  horaires  (  art.  309;.  De  cette  manière  on  sera  à  peu  près  certain 
que  l’erreur  commise  sur  une  différence  quelconque  de  longitude  ne 
dépassera  pas  un  quart  de  seconde  de  temps ,  ou  3", 7 5  de  degré  :  erreur 
encore  bien  grande  sans  doute,  comparativement  à  la  précision  des 


(*)  Nouvelle  Description  géométrique  de  la  France,  tome  II ,  page  4 10. 
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mesures  géodésiques.  Quant  à  l’erreur  probable  d’observation  qui 
affecte  l’amplitude  d’un  arc  de  méridien ,  elle  est  ordinairement  quatre 
fois  moindre.  Les  mesures  astronomiques,  dans  le  sens  des  parallèles , 
n’ont  donc  pas  en  général  la  précision  de  celles  qui  sont  prises  dans  le 
sens  du  nord  au  midi;  les  unes  dépendent  absolument  du  temps  ,  les 
antres  sont  à  peu  près  hors  de  l’influence  de  cet  élément  fugitif. 

Les  signaux  de  feu  ont  été  essayés  en  France  pour  la  première  fois, 
par  Cassini  de  Thury  et  Lacaille ,  en  1 740 ,  à  l’occasion  de  la  mesure  de 
deux  degrés  de  longitude  aux  environs  de  Marseille.  Ils  ont  été  plus 
tard  renouvelés  avec  plus  de  succès  en  Allemagne ,  et  c’est  par  leur 
secours  que  le  baron  de  Zach ,  en  1 810 ,  est  parvenu  à  déterminer  avec 
beaucoup  de  précision  la  différence  des  méridiens  de  N. -D. -des- Anges 
et  de  l’Observatoire  de  Marseille.  La  moyenne  entre  63  observations 
lui  a  donné  cette  différence  de  29%95  en  temps,  et  il  est  remarquable 
que  la  plus  grande  discordance  entre  les  résultats  partiels  est  un  peu 
moindre  que  a*  (y/ ttraction  des  Montagnes ,  tomel,  page  i35).  Selon 
ses  propres  expériences ,  une  demi-livre  de  poudre  (a44  grammes  -fâ) 
produit  un  feu  visible  à  plus  de  a 5  myriamètres.  Il  n’est  pas  même  ab¬ 
solument  nécessaire  que  le  foyer  de  la  flamme  soit  aperçu  des  stations 
dont  on  cherche  la  différence  de  longitude,  car  l’éclair  qui  se  forme 
peut,  en  se  réflétant  dans  le  ciel,  être  visible  à  une  très-grande  dis¬ 
tance.  Mais  il  est  important  de  noter  l’heure,  la  minute,  la  seconde  et 
fraction  de  seconde  de  l’instant  de  la  première  impression  du  feu,  dont 
la  durée  est  d’autant  plus  longue  que  l’on  emploie  une  plus  grande 
quantité  de  poudre. 

3°.  Par  les  éclipses  en  général. 

548.  Les  éclipses  de  Soleil  et  les  occultations  d’étoiles  par  la  Lune 
sont  très-propres  à  donner  avec  précision  les  différences  de  longitude 
des  lieux  éloignés  où  elles  ont  été  observées  avec  soin.  Toutes  les  mé¬ 
thodes  de  calcul  qui  se  rapportent  à  ces  phénomènes  sont  fondées  sur 
la  détermination  de  la  distance  angulaire  apparente  des  deux  astres 
qui  se  superposent.  Cette  distance,  considérée  au  même  instant  phy¬ 
sique,  n’est  pas  la  même ,  à  cause  de  la  parallaxe,  pour  tous  les  points 
de  la  Terre  où  l’on  voit  l’éclipse.  En  effet,  le  commencement  ou  la  fin 
IL  34 
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de  ce  phénomène  se  manifestant  pour  un  point  particulier  de  la  Terre, 
lorsque  les  deux  astres  paraissent  en  contact,  il  arrive  en  général  que 
leurs  disques ,  relativement  à  tout  autre  point  du  globe ,  ne  s’atteignent 
pas  encore,  ou  que  l’un  anticipe  sur  l’autre.  C’est  ce  qui  fait  que  le 
problème  des  longitudes  géographiques ,  par  les  éclipses  de  cette  espèce , 
est  un  des  plus  compliqués  de  l’Astronomie  pratique. 

Lagrange  a  publié  sur  cette  matière  deux  beaux  Mémoires,  l’un 
dans  les  volumes  de  l’Académie  de  Berlin,  année  1766,  l’autre  dans 
les  Éphémérides  de  cette  ville  pour  l’année  1782.  Ce  second  Mémoire 
a  été  reproduit  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1817.  La  mé¬ 
thode  que  cet  illustre  géomètre  a  exposée  dans  celui-ci,  étant  consi¬ 
dérée  analytiquement ,  ne  laisse  rien  à  désirer  ;  mais ,  sous  le  rapport 
de  la  pratique,  elle  n’a  pu  obtenir  l’assentiment  de  tous  les  astro¬ 
nomes  ,  à  cause  de  l’extrême  longueur  des  calculs  qui  en  dépendent. 
Nous  nous  proposons  d’exposer  ici  cette  méthode,  mais  nous  tâche¬ 
rons  de  la  simplifier  de  manière  à  la  rendre  susceptible  d’offrir  les 
mêmes  avantages  que  celles  dont  les  astronomes  font  habituellement 
usage. 

Supposons,  comme  à  l’arl.  258,  que  les  points  de  l’espace  soient 
rapportés  à  trois  axes  rectangles,  et  que  le  plan  des  xy  soit  celui  de 
l’écliptique.  Adoptons  en  outre  une  notation  analogue  à  celle  de  cet 
article,  c’est-à-dire  désignons  par 

/,  X  la  longitude  et  la  latitude  vraies  de  la  Lune  ou  d’un  astre  A; 

L,  A  la  longitude  et  la  latitude  vraies  de  l’astre  occulté  B  ; 
g,  h  l’ascension  droite  et  la  déclinaison  du  zénith; 
n,  q  la  longitude  et  la  latitude  du  zénith  ; 

T'  la  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  et  celle  de  l’astre  occulté; 
r  la  distance  du  centre  de  la  Terre  au  centre  de  la  Lune  ; 
r'  la  distance  de  l’observateur  au  centre  de  la  Lune  ; 
p  le  rayon  terrestre  à  la  latitude  H  ; 

X"  la  longitude  et  la  latitude  vraies  du  point  G  de  contact  d’un 
plan  tangent  à  la  sphère  céleste  ; 
w  l’obliquité  apparente  de  l’écliptique; 

enfin ,  appelons  l' la  distance  apparente  des  centres  des  deux  astres  ; 
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et  supposons  que  les  trois  points  A,  B,  C  soient  dans  l’hémisphère 
boréal. 

Choisissons  maintenant  un  nouveau  système  d’axes  rectangulaires , 
ayant  toujours  pour  origine  le  centre  O  de  la  Terre  (fg.  27);  mais 
supposons  l’axe  des  x"  dirigé  vers  un  point  C  arbitraire  de  la  sphère 
céleste,  dont  la  longitude  et  la  latitude  soient  X";  prenons  pour 
axe  des^"  la  droite  OD  dans  le  plan  même  de  l’écliptique,  et  pour 
axe  des  z  la  droite  OE  perpendiculaire  au  plan  des  x" y" . 

Cela  posé,  si  1  on  mène  par  l’origine  O  des  coordonnées  une  droite 
égale  et  parallèle  au  rayon  vecteur  apparent  r'  de  la  Lune ,  les  équa¬ 
tions  de  ce  rayon  vecteur  seront  en  général,  par  rapport  aux  nouvelles 
coordonnées , 

z„—q'x„. 

(-elles  du  rayon  vecteur  apparent  R'  de  l’astre  occulté  seront  de 
même 

v=Q'*.; 

ainsi  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  2'  de  ces  deux  rayons, 
ou  delà  distance  angulaire  apparente  des  centres  des  astres,  sera, 
comme  l’on  sait, 

(M)  tang  2'=  fP'—pJ  +  W—  ??-+-(PV-Q/>7  . 

8  i-hpy-f-QV 

expression  dans  laquelle  il  ne  s’agirait  plus  que  de  remplacer  P',  Q', 

P  ?  7  Par  leurs  valeurs,  si  elle  n’était  d’ailleurs  susceptible  d’être 
considérablement  simplifiée.  Mais  voyons  auparavant  quelles  sont  ces 
valeurs. 

D’abord  011  a 


et  sil  on  désigne  par  (r,  x")y  (r,  y"),  (r,  z ")  les  angles  que  le  rayon 
vecteur  r  fait  avec  les  axes  des  x" , y" y  z" ;  par  a,  b ,  c  les  cosinus  de 
ces  mêmes  angles;  on  aura  visiblement,  à  cause  des  triangles  sphé- 

34.. 
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riques  ZAC,  ZAD,  ZAE,  ces  trois  relations  (art.  54) 

(  a  =  cos  (r,  x")  =  cos  (Z  —  lm)  cos  X  cosX"-h  sin  X  sin  X", 
(i)  J  b  =  cos  (r,j")  —  sin  (/—  Z")  cosX, 

f  c  =  cos(r,  z")  =  sin  X  cos  X"  —  cos  (Z  —  Z")  cos  X  sin  X". 


Par  la  même  raison ,  on  aura  ces  trois  autres  relations  : 

!a  =  cos  ( p ,  x")  =  cos (n  —  Z")  cos  q  cos  X"-f-  sin  q  sin  X", 

/3  =  cos  (p,j")  =  sin  (n  —  Z")  cos  7, 
y  =  cos  (p,  z"  )  =  sin  q  cos  X"—  cos  (n  —  Z")  cos  q  sin  X". 

Or,  en  projetant  orthogonalement  les  rayons  r,  r'  et  p  sur  les  axes 
des  x", y,  z ",  il  est  clair  que 

x/t  =  ar—up ,  yu  =  br  —  fip,  z„  —  cr  —  yp- 

de  là  et  de  ce  qui  précède 


/  _  y»  _  br—fr  _  6  —  fri» 

*  x/y  ar — ap  a  —  a\{;  ’ 


cr —  y  p  c  — 7^ 

tfr — ap  a  —  a-]/ 


Pareillement,  si  l’on  désigne  par  A,  B,  C,  ce  que  deviennent  les 
relations  (1)  lorsque  l’on  change  Z  en  L  et  X  en  A,  on  aura  ,  relati¬ 
vement  à  l’astre  occulté , 


p,  _  BR  — ftp  _  B-py 
AR— ap  A  —  av’ 


CR-yp^  C-7y 
^  AR  —  ap  A  —  aW  1 


'F  étant  le  sinus  de  la  plus  grande  parallaxe  de  hauteur  de  cet  astre. 

On  remarquera  que  les  deux  systèmes  d’équations  (i),  (2)  satisfont 
aux  relations  suivantes  : 

(3)  I  a%+.b'  +  ct  =  i,  aJ  +  /3aH-7’=i, 

'  '  f  aa-+-  b  fi -h  cy  =  cos  (r,p)  =  cos  (n  —  Z" ) cos X cos <7 -h  sin X sin  q; 

et  que  la  méthode  analytique  actuelle  signifie,  en  Géométrie,  que  les 
lieux  apparents  des  astres  sont  projetés  perspectivement  du  centre  de 
la  sphère  céleste,  sur  un  plan  qui  la  touche  au  point  C. 
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On  peut  être  curieux  de  trouver  l’angle  V'  que  le  plan  du  grand 
cercle ,  passant  par  les  projections  des  lieux  apparents  sur  le  plan  ran¬ 
gent,  fait  avec  le  cercle  de  latitude  x"z"  du  point  de  contact  C;  or  cela 
est  facile ,  car  soit  en  général 

Ma?,  +  N jr0  -h  P  z„  =  o 


1  équation  du  plan  de  ce  grand  cercle;  les  coordonnées  des  deux  pro¬ 
jections  dont  il  s’agit  étant  visiblement,  en  prenant  le  rayon  de  la 
sphère  céleste  pour  unité  , 

*’P'>  ?'>  1,  P',  Q', 

on  aura 

M  =  ÿ'P'_p'Q'?  N  =  Q'  —  q',  P  =  p'  —  P'; 


et  comme  en  général 


il  viendra 


cos  V'  = 


N 

v/M1  +  N!-f  F  ? 


séc  v'=  p'Q')a+(v-9,y-h(p'—p'Ÿ 

Q'—q' 


Supposons  maintenant  que  les  projections  des  deux  lieux  apparents 
et  le  point  C'  soient  en  ligne  droite;  on  aura  alors  ç'P'=p'Q',  et  de 
l’expression  précédente  on  tirera 

tang  ▼'=£=£ 

Lagrange,  en  donnant  cette  valeur  particulière  de  tang  V'  pour  le 
cas  général,  a  évidemment  commis  une  inadvertance. 


349.  Toutes  les  formules  de  l’art.  347  sont  de  la  plus  grande  géné¬ 
ralité;  mais  il  en  est  quelques-unes  qui  se  simplifient  lorsque  l’astre  A, 
par  exemple,  est  dans  la  direction  de  l’axe  des  x"  ou  enC.  En  effet, 
on  a  dans  ce  cas  1=1",  X  =  X",  et  par  suite  a=  1,  b  =  o ,  c  =  o; 
enfin  , 


P 


—  7^  . 

1  —  a-]/  * 
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ces  deux  dernières  valeurs  sont  donc  l’effet  de  la  parallaxe  de  l’astre  A 
placé  en  C. 

Supposons  au  contraire  que  l’axe  des  x"  passe  par  le  centre  du  So¬ 
leil  ;  on  aura 

t'  =  L,  X"  =  A  =  o,  et  par  conséquent  A  =  i ,  B  =  o,  CT=  o. 


Quant  aux  équations  (i),  (2) ,  elles  deviennent 


a  =  cos  (/  —  L)  cos  X , 


(1'  )  J  b  =  sin  [l  —  L)  cos  X ,  (V)  .  )  |3  =  sin  (n  —  L)  cos  7 


a  ==  cos  (  n  —  L)  cos  q , 


Malgré  ces  simplifications ,  la  formule  (M)  serait  encore  beaucoup 
trop  compliquée  pour  la  pratique  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  ,  rela¬ 
tivement  aux  éclipses  de  Soleil,  cette  formule  peut  être  réduite  à 

celle-ci  :  _ 

(M')  tang  2'  =  V  (/>'  ~  p')a+  (?'  -  Q')% 


sans  qu’il  en  résulte  uneerreurd’un  dixième  de  seconde.  Soient,  pour 
le  prouver , 

vo>'-*r  +  i9'-vr  =  t» «g*',  q' j  =  *ai>g , 

on  aura  ,  pour  le  Soleil , 


et  par  suite 


v'  P"1  +  Q'J  =  Üi—Ül  =  /; 


tang  2'  =  ggf 

°  1  -h/cos  s  tang  </  -+-/1 


Lagrange  cherche,  par  un  procédé  très-élégant,  la  différence  T  —  <7' 
en  série  convergente ,  où  la  valeur  du  premier  terme ,  dans  les  cas 
extrêmes,  est  moindre  que  -fc  de  seconde.  Pour  parvenir  à  cette  con¬ 
clusion  par  une  voie  plus  élémentaire  et  plus  courte,  prenons  le  loga¬ 
rithme  de  chaque  membre  de  l’équation  précédente,  et  développons  : 
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il  viendra  une  série  de  la  forme 


log  tang  2'  —  log  tang  g'  —  p J  cos  s  tang  g'  h-  pf2  R  —  pj 3  s. . . , 

dans  laquelle  p  =  0,434294  est  le  module  des  tables.  Or,  le  terme 
[j.  J  cos  s  tang  a',  qui  est  le  plus  considérable  de  la  série,  acquiert  la 
plus  grande  valeur  lorsque  cos  s  =  1  :  soit  donc  g'  =  5°  ;  dans  ce  cas , 
la  quantité  y  ne  pouvant  surpasser  tang  8", 5,  puisque  pour  le  Soleil , 
II  =  8", 5  à  très-peu  près,  on  aura 

^/tang  g'  —  0,0000016  ; 

c  est-à-dire  que  log  tang  a' devrait  être  diminué  de  0,0000016.  Mais, 
par  hypothèse,  tang  g'  —  tang  5°,  d’où  log  tang  g'  =  8,9419518;  ainsi 
log  tang  2’  ne  différant  de  log  tang  g'  que  de  0,0000016,  il  s’ensuit 
que  2'  —  g'  —  o",o6.  Il  est  donc  prouvé  que,  dans  les  éclipses  de  So¬ 
leil,  et  à  plus  forte  raison  dans  les  passages  de  Vénus  et  de  Mercure 
sur  cet  astre,  l’on  peut  toujours  faire  tang  2 '  =  tang  c',  sans  craindre 
de  jamais  commettre  une  erreur  de  7^  de  seconde  de  degré. 

Enfin,  le  même  géomètre  démontre  que  l’expression  (M'),  quoique 
déjà  fort  réduite,  peut  cependant  l’être  davantage  (voyez  la  Connais¬ 
sance  des  Temps  pour  1817,  page  256).  En  effet,  d’après  ce  qui  pré¬ 
cède  ,  on  a ,  par  rapport  au  Soleil , 

„,_p.=  *ZLÊi  +  JL. 

r  a  —  otÿ  1  — «V 

_  b  —  (3^  -f-  p*r(a—  a^)(i  —  axr)’~‘  _  b—  —  «y) 

a  —  ai|<  a  —  aij<  ’ 


en  négligeant  les  termes  du  second  ordre  comme  étant  très- petits. 
Pareillement 

q>  _  Q'  =  lZL7-f  _  C  —  av) 

*  V  a  —  ai]/  I  —  aY  a  —  a  \|>  ’  ** 


Mais  a  différant  toujours  très-peu  de  l’unité ,  on  peut  supposer  dans 
le  terme  æ'F,  que  a  =  1  ;  ainsi  l’on  a  simplement 


n'_  p'  =  izi£L=L) 

'  a  —  ’ 


_  g  — 7  — y). 

V  —  -  t,  “  » 
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partant,  l’équation  (M')  devient 

(H)  tang  2'=  i®EÏBEj^EïftE3î , 

et  donne  la  distance  apparente  des  astres  avec  une  précision  toujours 
très-suffisante,  soit  dans  les  éclipses  de  Soleil  ou  les  passages  des  pla¬ 
nètes  sur  son  disque,  soit  dans  les  occultations  d’étoiles  par  la  Lune. 
Dans  ce  dernier  cas,  l’on  doit  diriger  l’axe  des  x"  par  l’étoile  ou  par  le 
centre  de  la  planète  occultée,  et  alors  on  a  l"  =  L,  X"  =  A.  Faisant 
donc  l  —  L  =  t  f  X  —  A.  =  u,  les  relations  ( i ) ,  (2)  prendront  la  forme 
suivante,  comme  il  est  facile  de  s’en  assurer  , 

ia  =  cos  u  —  2  sin2  \  t  cos  A  cos  X , 
b  =  sin  t  cos  X , 

c  =  sin  u  -+-  2  sin2  \  t  sin  A  cos  X , 

Î«  =  cos  ( n  —  L)  cos  A  cos  q  -b  sin  A  sin  q , 

]3  =  sin  ( n  —  L)  cos  q , 

7  =  cos  A  sin  q  —  cos  (n  —  L)  sin  A  cos  q , 

et  l’on  aura  en  outre  n  =  o,  s’il  s’agit  des  étoiles. 

550.  Au  commencement  et  à  la  fin  d’une  éclipse,  les  disques  des 
astres  paraissent  en  contact ,  et  alors  la  distance  apparente  des  centres 
est  égale  à  la  somme  des  demi-diamètres  apparents.  Ces  diamètres  ap¬ 
parents  variant  en  général  à  différentes  hauteurs  des  astres  sur  l’horizon, 
la  somme  dont  il  s’agit  ne  peut  être  rigoureusement  la  même  que  celle 
qui  est  donnée  par  les  Tables  astronomiques  (art.  244)  ;  mais  la  varia¬ 
tion  des  diamètres  apparents  n’étant  réellement  sensible  que  pour  la 
Lune ,  qui  est  l’astre  le  plus  près  de  la  Terre ,  on  se  borne  à  évaluer 
Y  augmentation  de  son  demi-diamètre .  Or,  si  dest  le  demi-diamètre  ho¬ 
rizontal  de  la  Lune  ,  donné  par  les  tables ,  et  d' son  demi-diamètre  ap¬ 
parent;  si  de  plus  r  et  r'  sont  respectivement  les  distances  du  centre  de 
cet  astre  au  centre  de  la  Terre  et  au  lieu  de  l’observateur,  on  aura  évi¬ 
demment 


sin  d ’  —  -,  sin  d. 
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Reste  a  trouver  1  expression  du  rapport  .  D’abord  si  l’on  élève  au 

carré  chacune  des  équations  (g)  de  l’article  258,  et  qu’on  fasse  une 
somme  des  résultats,  on  aura  ,  en  rapportant  l’astre  à  l’écliptique  , 

r  '  ~  r*  2  P  r  [cos  ( n  —  0  cos  X  cos  q  -h  sin  X  sin  q]  -+-  p2  ; 

c  est  ce  que  donne  d’ailleurs  immédiatement  le  triangle  rectiligne  rr'  p. 
Si  ensuite  on  néglige,  dans  la  formule  (N),  les  très-petits  termes 
et  y\F,  ce  qui  est  permis  dans  cette  circonstance,  et  qu’on  ait  égard 
aux  relations  citées,  il  viendra,  après  avoir  développé, 

(a  -  aÿ)  tang  2'  =  y/ {fi  -  pÿ*  h-  (c  _  7<|/)2 

=  n/(i  —  rt2)  -h  (j;2  (i  —  a2) —  a  q»  (b{ 3  -h  cy), 

d’où  l’on  tire  aisément 


(a  a  2  fang2 2'  H-  (a  —  oc  cp) 2  =  i  —  (aa  -h  bfi  -+-  cy)  -+-  <|/2 ; 


ainsi , 


enfin 


■  =  {a  —  a^)  séc  2'  = 


a  —  aip 
COS  2'  ’ 


sin  d'  = 


sin  d  cos  2' 
a  —  aiji 


Maintenant ,  soit  D  le  demi-diamètre  horizontal  du  Soleil ,  donné  par 
les  Tables  astronomiques  ;  on  aura,  au  commencement  comme  à  la  fin 
de  l’éclipse, 

^'  =  rf'  +  D,  ou  sin  d'  =  sin  2'  cos  D  —  cos  2'  sin  D  ; 

substituant  cette  valeur  de  sin  d' dans  la  précédente ,  on  obtiendra  dé¬ 
finitivement 

(P)  tang  r  =  tangD  + 

Cette  formule  et  celle  (N)  donnent  le  moyen  de  calculer  toutes  les 
circonstances  d’une  éclipse  ;  mais  afin  de  pouvoir  y  appliquer  aisément 
IL  35 


274  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

les  logarithmes,  il  est  nécessaire  de  leur  faire  subir  préalablement  quel¬ 
ques  transformations.  C’est  pour  avoir  voulu  les  traiter  directement, 
que  Lagrange  a  rendu  sa  solution  numérique  extrêmement  pénible  , 
et  même  rebutante  quand  on  veut  l’appliquer  aux  occultations  des 
étoiles. 


Application  aux  éclipses  de  Soleil. 

351.  Soit  l  —  L  =  t  ;  les  relations  (i'),  (a')  deviendront 


«  a  —  cos  t  cos  X ,  f  a  =  cos  {n  —  L)  cos  q , 

(0  j  ^  —  sin  t  cos  (2/)  <  /3  .=  sin  ( n  —  L)  cos  q , 

f  c  =z  sin  X  ;  (y  —  sin  <7; 

et  la  formule  (N)  pourra,  sans  qu’il  en  résulte  aucune  erreur  sensible, 
être  écrite  ainsi  : 


(N)  tane  2'  =  *  cosl  —  sin  p  — v)]»  -+•  [sin \  —  sin7  —  y)]» 

'  '  ®  cost  cosX  —  sina^ 

Soient,  pour  abréger, 

sin  t  cos  X  =  sin  t  , 

0  (+  -  V)  =  e, 

7  (+  -  v)  =  y; 

cos  /  cos  X  —  sin  =  k , 


on  aura,  vu  la  petitesse  des  angles, 


_ ,  T  —  sin  eY  H-  (sin  1  —  sin  /)* 

iM8î  =  - - i  - 1 


(N') 

Faisant  donc 


on  aura  définitivement 


_  V  [CÜS  (rr1)  Sin  (T  ~  ^  +  [cos  (  sin  (  >  -/)] 

~  J  - - . 

(5)  tane  9  =  +/)sin(x-/) 

W  tang  7  -  cosi(t  4:  (r_-y 
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et  d  après  cette  notation ,  la  formule  (P)  se  changera  en  celle-ci  : 

(7)  tanga'  =  tangD  (,  + 

Ainsi,  à  l’aide  des  équations  (1),  (2),  (3)  et  (4),  on  obtiendra  la  di¬ 
stance  apparente  2'  des  centres  des  deux  astres ,  aux  approches  ou 
pendant  la  durée  de  l’éclipse;  et  par  le  moyen  de  l’équation  (7),  on 
aura  cette  meme  distance,  lorsque  ces  astres  se  touchent  et  que  le  con¬ 
tact  est  extérieur. 


Lagrange  a  donné  des  Tables  des  valeurs  de  a,  ]S,  7,  rendues 
fonctions  de  1  ascension  droite  et  de  la  déclinaison  du  zénith  ;  mais 
leur  emploi,  vu  le  grand  nombre  d’arguments  à  former  et  de  petites 
parties  proportionnelles  à  calculer,  ne  nous  paraît  nullement  pré¬ 
férable  à  celui  de  ces  valeurs  mêmes  qui  ne  renferment,  comme  ici , 
que  la  longitude  et  la  latitude  du  zénith,  ou,  ce  qui  est  de  même,  la 
longitude  du  nonagésime  et  le  complément  de  sa  hauteur  ;  c’est  ce  qu’un 
exemple  numérique  va  mettre  hors  de  doute. 

Nous  prendrons  pour  éléments  du  calcul  ceux  que  Delambre  a  em¬ 


ployés  à  la  p.  433  du  tome  II  de  son  Astronomie  ;  ainsi  nous  ferons, 
Ascension  droite  du  zénith.  ...  =  328°38'  3",o 

ou .  g  =—  31.21.57,0 

Déclinaison  du  zénith . h  =  48.39.50,0 

Longitude  du  Soleil . L  =  12.  6.36,7 

Longitude  de  la  Lune .  I  =  11.29.48,7 

Latitude  boréale  idem .  \  =  o.35  53 ,0 

\  diamètre  horizontal  du  Q  .  .  .  D  =  1 5. 57,0 

i  diamètre  horizontal  de  (£  ...  d  =  14.47,2 

Parallaxe  horizontale  du  O  .  .  .  W  =  8ÿ> 

Parallaxe  horizontale  de  (£  .  .  .  ^  —  54.10  ,3 

+  =  54  “1  ,8 


Cela  posé,  on  trouvera  n  et  <y,  c’est-à-dire  la  longitude  et  la  latitude  du 
zénith ,  par  les  formules 


(m) 


tang  n  =  cos  w  tang  g  -h  tang/»  ^  cos  ^  — 

ou  sin  q  =  sin  h  cos  u  —  cos  h  sin  w  sin  g , 


démontrées  à  l’art.  260. 


cos  g  cos  h 
cos  n  * 


35.. 


276 


TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 


TYPE  DU  CALCUL. 

Formules  (m)  déterminant  le  nonagésime. 

cos  «  =  9,96249  sinw  tang  h  =  9,65592 

tang  g  =  9,78503  —  c . cos  g  =  0,06861  '* 

9,74752  —  0,55914  9,72453  -f-  o,53o3i 

-f-  o,53o3i  ~ 

tang  n  = —  i°3g'  5",o  = —  o, 02883,  log  8,45g84 

L  =  12.  6.36  ,7  cos  h  =  9,81986 

n  —  L  = —  i3.45.4>  >7  cosg  =  9,93139 

c .  cos  n  =  o ,  000 1 8 

cos q  =  9,75143 

sin?  =  9,91679 


Formules  (2,)  et  (4)  évaluant  l’effet  des  parallaxes. 


sin(/2 — L)  =  9,37635  — 

cos  (w — L)  =  9,98735 

sinq  =  9,91679 

cos  q  =  g, 75i43 

cos  7  =  9,75143 

I°g  —  Y)  =  3,51079 

log  P  =  9»I2778  — 

log  a  =  9,73878 

log/  =  3,42758 

log  (ÿ  —  Y)  =  3,51079 

log  *{/  =  3,5i  191 

/  =  2676",  6 

log  c  =  2,63857  — 

log  a\|>  =  3 , 25o6g 

=  44'36",6 

e  = — 435",  08 

aij<  =  1781",  1 

= — 7'i5",o8 

=  29'4i  V 

cos  X  =  9,99998 

log  a,})  =  3 , 25o6g — 

cos  f  =  9,99998 

sin  1"  =  4>68557-|-  0,99990 

9>99996- 

=°*9999°  7,93626— 

0,00863 

°,99I27l- 9*  996l9=l°g  k 

X  =  o°35'53"  ,00 

l  =  ii°29'48",8 

log  *  =  3,34398— 

_/=  —  44-36  ,  54 

L  =  12.  6.36  ,7 

cos  X  =  9,99998 

X  -h  /  =  -  8.43  ,54*  =  /— L  =  -  0.36.47  ,9 

log  t  =  3 , 34396 — 

=  —  523", 54 

=  —2207",  9 

r  =  —  2207", 8 

\  _j_  f  —  o°8o'29",6 

=  —  36'47",8 

00 

vi- 

d 

vi- 

d 

II 

S. 

+ 

—  e  —  7.15,1 

2 

T  —  C  =  —  29.32  ,7 

9 

=  —  I772"»7 

r+e=—  44'2",9 

T  -+• e  it// 

~r  =~  221 >4- 
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Détermination  de  la  distance  apparente. 


Formule  (5). 

C0ST  (>  +/)  =  9,99997 
log(*— /)  =  2,71895  — 
c.cos  {(r  +  e)  =  0,00001 
c.log(T  —  e)  =  6,75i36  — 

rangô  =  9,47029  -b 
cos 9  =  9,98184  — 


Formule  (6). 

cos  T  (r  +  e)  =  9,99999 
log  (t  —  e)  =  3 , 24864 
c.logÆ  =  o,oo38i 
c.cos  0  =  0,01816 

log  2'  =  3, 27060=1864", 6 
2'  =  3i'4*,6 
suivant  Delambre ...  3 1 .4  , 5 

différence ...  0,1 


Formule  (7),  donnant  la  somme  des  demi-diamètres  apparents . 
log  d  =  2 , 94802 
c.log  D  =  7,01909 
c.  log  k  =  o,oo38i 

•og*^  =  9>97°72  =  0,93525 


1 ,93525  =  ç. 

16g  ç  =  0,28673 
log  D  =  2,98091 

logo-'  =  3,26764=  l852", o 

=  3o,52/',o  2'  =  3i'  4", 6 

selon  Delambre .  3o.5i  ,9  o'  =  3o.52  ,0 

différence .  0,1  distance  des  bords  =  12,6 


Le  calcul  précédent,  qui  est  complet,  n’a  donc  rien  de  pénible, 
puisqu’on  peut  n’y  employer  que  des  logarithmes  à  5  décimales;  et  il 
serait  peut-être  un  peu  moins  long  que  la  plupart  de  ceux  dont  les 
astronomes  font  usage ,  si  l’on  remplaçait  par  l’unité  tous  les  cosinus 
qui  en  diffèrent  très-peu;  ce  qui  n’altérerait  pas  sensiblement  les  ré¬ 
sultats. 


5o3,  Pour  donner  une  idée  de  la  méthode  trigonométrique  par  la¬ 
quelle  on  obtiendrait  les  résultats  précédents,  nous  ferons  remarquer 
que  le  triangle  sphérique,  qui  a  pour  sommets  le  pôle  et  les  lieux 
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apparents  des  deux  astres,  fournil  cette  relation, 


cos  2'  —  sin  /'  sin  L'  +  cos  /'  cos  L'  cos  (X'  —  A') , 

en  désignant  par  un  accent  les  coordonnées  apparentes  (art.  *258  ; 
et  à  cause  de  cos  m  =  1  —  2  sin2  \  m ,  on  a 


sin2  *  2'  —  sin2  \{l'  —  L')  -f-  cos  /'  cos  L'  sin2  T  (  X'  —  A'); 

formule  qui  a  lieu  quelle  que  soit  la  grandeur  de  2 et  qu’on  pourrait 
transformer  ainsi  qu’on  Ta  enseigné  à  l’art.  77. 

Mais  comme,  dans  le  cas  des  éclipses  de  Soleil  ou  des  passages  des 
planètes  sur  cet  astre,  la  distance  apparente  2'  est  très-petite,  et  qu’en 
outre  la  latitude  du  Soleil  est  nulle,  on  conçoit  qu’en  pareille  circon¬ 
stance  la  formule  dont  il  s’agit  doit  être  plus  facile  à  évaluer  numéri¬ 
quement. 

En  effet ,  on  a  sans  erreur  sensible , 


ou 

i'  =  yJ(r-A'Y  +  (r- 

2f 

=  \Jt'2  cos2 A'  -f-  tt'2,  et  t'  = 

eu  faisant 

1 

II 

i-1 

r 

ou  encore 

lorsque 

y,  _  f'COSA' 

cos  9  ’ 

tang  9  =  — 

t'  cos  A' 

11  y  a  plus  :  pour  ne  pas  calculer  les  parallaxes  de  longitude  et  de 
latitude  des  deux  astres,  qui  serviraient  à  faire  connaître  les  lieux  ap¬ 
parents  de  chacun  d’eux  (art.  264),  et  par  suite  tous  les  éléments  de 
la  formule  précédente,  les  astronomes  supposent  que  l’astre  occulté  est 
sans  parallaxe  de  hauteur;  mais  dans  le  calcul  du  lieu  apparent  de  la 
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Lune,  qui  se  trouve  fonction  de  sa  parallaxe  horizontale  (art.  2840, 
ils  emploient  par  compensation  la  parallaxe  relative  <]>  -  V. 

Il  reste  à  déterminer  le  demi-diamètre  apparent  de  la  Lune,  autre¬ 
ment  que  par  la  méthode  de  l’art.  350.  D’abord ,  en  désignant  par  d' 
ce  demi-diamètre  et  conservant  la  notation  de  l’art.  258,  on  a 

sin  d'  =  ~  sin  d, 
r  7 

et  par  le  même  article,  la  troisième  relation  (t)  donne,  en  changeant 
les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons,  respectivement  en  longitudes 
et  en  latitudes, 

—,  =  sin  y  __  cos  V  sin  X' 

r  sinX  sin  n  sin  q  cos  V  '  sinX  —  sin  TI  sin  7  7 


mais  la  deuxième  relation  (§)  est 

tangX'= 

cos  l'  (sin  X  —  sin  n  sin  q) 

donc- 

cos/cosX  —  sin  TI  cos  «cos  7  7 

si  n  d'— 

sin  d  cos  /'  cos  X' 

cos  l  cos  X  —  sin  n  cos  n  cos  q  7 


expression  qui  n’est  autre  que  celle  (£')  trouvée  à  l’art.  25S  et  adaptée 
au  plan  de  l’écliptique. 

Si  l’on  connaissait  la  distance  zénithale  apparente  Z  et  la  parallaxe  de 
hauteur  et,  on  aurait  visiblement 


—  5^7^— — v>  et  enfin  d'  =  ~  S1P  Z. 

sinvz  — d)  sin  Z  —  ; 


sin  (Z  —  cr)  ’ 

mais  cette  distance  étant  inconnue,  on  l’élimine  de  ce  résultat  par  le 

Désignons  par  A  l’azimut  de  la  Lune  au  moment  de  l’obsewation , 
par  A  sa  distance  au  pôle  de  l’écliptique,  et  par  P  l’angle  que  le  cercle 
de  latitude  de  cet  astre  fait  avec  le  méridien  du  lieu;  on  aura,  en 
esignant  ai  euis  pai  c?A  la  parallaxe  de  distance  au  pôle  de  l’éclip- 
tique,  par  dP  la  parallaxe  de  longitude, 


sin  A 
sin  A 


sin  (A  - 


A _  _  sin  (P  -h  JP) 

-  JA)  sin  Z 
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Divisant  ces  deux  équations  l’une  par  l’autre,  il  vient 

sin  (A  -f-  <?A) sin  Z  sin  P 

sin  A  —  sin  (Z  —  et)  *  sin  (P-j-tfp)  ’ 

et  par  conséquent 

sin  Z  _  sin  (À  -f-  JA)  sin  (P  ■+.  SP)  * 

sin  (  Z  —  js )  sin  A  *  sin  P 

Mais  d'  —  --  y11  2  ;  donc 

sin  (Z  —  et) 

d,  _  ^sin  (A-f-JA)  sin  (l  —  n  + SP)- 
sin  A  *  sin  (/  —  n)  ’ 

n  étant  la  longitude  du  zénith  et  /la  longitude  vraie  de  la  Lune. 

Enfin  si  la  distance  zénithale  Z  du  centre  de  là  Lune  était  connue 
l’augmentation  de  son  demi-diamètre  serait,  en  fonction  de  cette  dis¬ 
tance  , 

rf' J ^[sinZ  —  sin  (Z  —  et  )] 2  d  sin  ÿ  et  cos  (Z  —  {  et) 

sin  (Z  — et)  ~  sin  (Z— et)  > 

et  à  cause  de  sin  or  =  sin  n  sin  Z  (art.  253),  on  aurait ,  à  très-peu  près , 
en  réduisant  en  série , 

d'  —d=d  sin  n  [cos  Z  -h  sin  n  cos2  Z  -h  ±  sin  n  sin3  Z\ 

Déplus,  par  les  mesures  astronomiques,  on  a  eu^  =  0,2725  ou 

11  =  3,6697c/.  Tel  est  le  rapport  constant  qui  existe  entre  la  parallaxe 
horizontale  équatoriale  et  le  demi-diamètre  horizontal ,  deux  quantités 
qui  sont  données  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  midi  et  mi¬ 
nuit,  temps  moyen.  Entre  toutes  les  valeurs  de  n  ,  la  moyenne  est  de 
57'o",9  et  se  nomme  constante  de  la  parallaxe.  (Voyez  X Astronomie 
pratique  de  M.  Francœur,  2e  édit.,  n°  272.) 

354.  La  formule  (N)  est  propre  à  faire  connaître  les  erreurs  des 
Tables  de  la  Lune,  lorsque  l’on  a  recueilli  une  observation  complète 
dans  un  lieu  connu.  En  effet,  si  l’on  y  a  observé  l’heure  de  l’immersion 
et  celle  de  l’émersion ,  on  calculera  par  les  tables  la  longitude  l  et  la 

latitude  X  de  la  Lune,  ainsi  que  les  autres  éléments  de  la  formule  (N), 
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pom  I  immersion  ,  par  exemple;  puis  on  déterminera  par  le  procédé 
précédent  les  valeurs  de  2'  et  a'-,  et  si  elles  différent  l’une  de  l’autre 
d  une  quantité  <J2',  de  manière  que  »'=î  +  d2',  cette  quantité  il', 
qui  sera  évidemment  positive  ou  négative,  selon  que  a'  sera  >  ou 
<£',  exprimera  l’erreur  provenant  des  tables.  Supposons  donc 
que  les  erreurs  correspondantes  en  longitude  et  en  latitude  soient 
1  et  ’  0,1  obtiendra  une  équation  de  condition  entre  ces  trois 
erreurs,  en  différentiant  l’équation  (N').  Mais  remarquons  que  les 
petits  angles  e,  J\  peuvent,  dans  cette  opération,  être  regardés 
comme  constants,  parce  qu’en  effet  ils  ne  varient  pas  sensiblement, 
quand  t  et  X  ne  reçoivent,  comme  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  que  de 
tres-petits  changements,  et  qu’il  suffit  de  retenir  les  termes  du  second 
orc  re ,  ce  qui  revient  à  supposer  le  dénominateur  A  invariable.  D’a¬ 
près  cette  remarque,  on  aura,  eu  égard  d’ailleurs  à  la  petitesse  des 
angles, 

(S)  f  ' tang  s  ~  cos  X  cos  (  ^r)  sin  (X  -  /) 

(  -h  &  t  cos  X  cos  t  cos  (j—^-  sin  (r  —  e)  c0|’s 

Soit  pareillement 

(9 )  [ ta,,g“" = ^ cosX' cos  (^) si»  a.  -y.)  CJ%f 

|  -+-  dt  cosX,  cos*,  cos  sin  (t,  —  e, )  , 

1  équation  correspondante  à  l’émersion;  la  combinaison  de  ces  deux 
équations  linéaires,  dans  lesquelles  on  pourrait,  sans  inconvénient, 
égaler  à  l’unité  les  cosinus  qui  en  diffèrent  très-peu,  fournira  les  va¬ 
leurs  des  deux  seules  inconnues  ât,  <&;  puis  par  les  mouvements  ho¬ 
raires  on  trouvera  l’heure  de  la  conjonction  vraie,  et  enfiiHa  longi¬ 
tude  et  la  latitude  exactes  de  la  Laine  à  cette  époque. 

Par  exemple,  soient  eJ7,  c^L  les  mouvements  de  la  Lune  et  du  Soleil 
pendant  une  heure,  et  x  l’intervalle  de  temps  qui  sépare  la  phase 
observée  de  la  conjonction  vraie;  on  aura,  pour  la  longitude  vraie 
de  la  Lune  à  cette  époque,  /  -+-  èt  -{-  xâl7  puisque  c h  est  l’erreur 
des  tables,  et  xâl  le  mouvement  pendant  x  heures.  On  aura  aussi 
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L  -h  xiïL  pour  la  longitude  correspondante  du  Soleil;  par  conséquent 
lors  de  la  conjonction  vraie, 

^ l  —  L  -h  t+St 

x  —  JL -SI 

«* 

H  =  àl  —  <$L  étant  le  mouvement  horaire  relatif  en  longitude. 

Bien  entendu  que  dans  les  applications  numériques,  il  faut  prendre  t 
négativement  lorsque  /  <  L;  il  en  est  de  même  pour  la  latitude  X  de  la 
Lune,  lorsqu’elle  est  australe. 

Si,  au  lieu  des  équations  différentielles  précédentes,  qu’il  est  si  fa¬ 
cile  de  soumettre  au  calcul  logarithmique ,  on  employait,  comme  le 
prescrit  Lagrange,  deux  équations  analogues  à  celje  (N)  dans  laquelle 
1'  serait  remplacée  par  <7'  ( voyez  le  n°  35  de  son  Mémoire),  on  se  trou¬ 
verait  dans  la  nécessité  de  combiner  entre  elles  deux  équations  trans¬ 
cendantes  en  X  et  en  t,  qu’on  ne  pourrait  résoudre  que  par  la  méthode 
des  substitutions  successives;  aussi  voilà  pourquoi  les  astronomes  ont 
abandonné  ce  procédé  extrêmement  laborieux ,  et  considéré  le  pro¬ 
blème  des  éclipses  comme  au-dessus  des  forces  de  l’analyse. 

555  Les  erreurs  des  Tables  étant  connues,  il  est  aisé  d’obtenir  la 
longitude  géographique  d’un  lieu  où  il  a  été  fait  une  observation  cor¬ 
respondante  à  l’une  de  celles  qui  ont  servi  à  déterminer  ces  erreurs. 
En  effet,  au  moyen  de  la  longitude  du  lieu  à  peu  près  connue,  et  des 
Tables,  on  calculera  la  longitude,  la  latitude  et  la  distance  apparente 
des  centres,  pour  ce  lieu  et  pour  la  phase  observée;  mais  on  sera  en 
erreur  sur  cette  distance  de  la  quantité  <?2„,  et  sur  les  différences  de 
longitude  et  de  latitude  des  deux  astres,  des  quantités  c H/n  En  dé¬ 

signant  donc  par  M  le  mouvement  relatif  en  longitude  pour  is  de  temps, 
et  par  N  celui  en  latitude ,  puis  faisant  c H„  =  Mefy,  eJX,  =  Ncty,  (<fy  expri¬ 
mant  l’erreur  en  temps  commise  sur  la  différence  des  méridiens  cher¬ 
chée),  on  aura,  par  ce  qui  précède, 


(  tangI^=N^cosX//cos(^-i^.'\  sin(X  —  f)  cos* 

(10  {  x  \  ’  ,  *  '  « 

[  +  JVMte  cosX„  cos  t„  cos  sjn  (T^_  t,j  _  Cü^% . 
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H  on  I  on  tirera  la  valeur  He  dtp.  Ainsi,  appelant  <p  la  différence  snppo- 
see  c  es  méric  iens,  exprimée  en  temps ,  la  vraie  différence  cherchée  sera 

y  -h  dtp  <p  4-  — ,  du  moins  si  esj  (plln  pejj(  nombre  de  secondes; 
autrement  ce  résultat  ne  serait  qu’une  première  approximation  de  la¬ 
quelle  d  faudrait  repartir  pour  arriver  à  un  nouveau  résultat  plus 
exact.  r 

La  méthode  analytique  de  Lagrange,  pour  calculer  les  éclipses  de 
•Soleil ,  étant  donc  modifiée  ainsi  qu’il  précédé,  se  trouve  réunir  tous 
les  avantages  des  méthodes  purement  trigonométriques  usitées  jusqu’à 
présent,  et  avoir  avec  elles  beaucoup  d’analogie.  Montrons  mainte- 

lant  comment  on  peut  l’adapter  aux  occultations  des  étoiles  et  des 
planètes  par  la  Lune. 

A pplication  aux  occultations  des  étoiles. 

i  En  faisant  coïncider  le  point  où  le  plan  de  projection  touche 

la  sphere  céleste,  avec  le  centre  de  l’astre  B  occulté,  on  a  (art.  3*9) 
—  L,  X  —  A;  ayant  donc  égard  aux  relations  (i"),  (a"),  et  faisant 

(ta)  V  =  „  +  ^sin."cosX^, 

2  COS  U  ’ 

(i3)  V'=  cos u  -  -  sin2  i"cosXcosA, 

CJ4)  F  =  (^  —  T)  [sin  <7  cos  A  —  cos(«  — L)cosÿsin  A], 

(  1 5)  tycé  =  tj,  [cos  [n  —  L)  cos q  cos  A  -h  sin  y  sin  A] , 

(16)  K  =  Y'—  siinjéa'; 

on  a  en  général ,  à  cause  de 

(.7)  T  =  *cosX,  E  =  /3(ijé-^)=(^_>p)sin(«-L)cosy 
et  de  la  formule  (N), 

1 8)  tang  1'  —  \/(sinT  —  sinE)}4-  (sin  V  —  sin  F)2 

K 

Cette  dernière  formule,  toute  conforme  à  celle  (N'),  se  prête  par  con 

36.. 
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séquent  aux  mêmes  transformations;  c’est-à-dire  que 


tangZ'  =  ^  C0ST  (T  ■+•  E)  sin  (T  —  E)  +  cos  |  (V  +  F)  sin  (V  —  F) 


et  qu’elle  prend  une  forme  rationnelle  au  moyen  d’un  angle  Subsi¬ 
diaire  0  dont  la  tangente  est 


tang#  = 


cosÿ(V-t-F)  sin(V  —  F) 
cos  y  (T  -f-  E)  sin  (  T  — E  ) 


Quant  à  la  formule  (7) ,  il  suffit  d’y  changer  k  en  R  pour  la  rendre  gé¬ 
nérale;  ainsi 

(19)  langer' =  tangD  +  s^. 


Pour  appliquer  ces  formules  aux  occultations  des  étoiles,  il  suffit  de 
faire  W  =  o,  puisque  leur  parallaxe  de  hauteur  est  nulle;  on  a  en  outre 
D  =  o,  par  conséquent 

(20)  tangc-'  =  ^^,  ou  simplement  <7'  = 

Les  astronomes  ont  cherché  à  découvrir,  par  la  comparaison  d’un 
grand  nombre  d’éclipses  de  Soleil  et  d’étoiles,  si  la  Lune  est  douée 
d’une  atmosphère  On  conçoit  en  effet  que  si  cette  atmosphère  existe 
elle  doit,  en  réfractant  les  rayons  lumineux  de  l’astre  occulté,  et  en  les 
infléchissant  derrière  la  Lune,  influer  sur  l’instant  précis  et  la  durée  des 
éclipses  (vojez  X Astron.  t/icoriq.  et  prat.  deDelambre,  t.  II,  p.  58o). 
L’éclipse  annulaire  de  Soleil,  qui  eut  lieu  en  1764,  et  qui  fut  visible 
dans  toute  l’Europe,  parut  offrir,  par  l’étendue  et  la  variété  de  ses 
phases,  des  moyens  de  vérifier  ce  fait.  Dionis-du-Séjour  la  calcula,  par 
des  procédés  nouveaux,  avec  un  soin  tout  particulier;  mais  il  ne  put 
concilier  les  nombreux  résultats  de  ses  calculs,  comparés  aux  mesures 
directes  de  la  distance  des  cornes  du  croissant  prises  pendant  la  durée 
de  l’éclipse,  qu’en  supposant  autour  du  Soleil  une  irradiation  de  3"-|, 
et  autour  de  la  Lune  une  irradiation  de  2"  environ ,  produite  par  l’at¬ 
mosphère  de  ce  satellite.  Dans  cette  hypothèse,  on  diminue  de  en¬ 
viron  la  somme  des  demi-diamètres  apparents  donnés  par  les  tables, 
parce  que  ces  demi-diamètres  n’y  sont  pas  dépouillés  de  l’irradiation; 
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de  cette  manière  on  a  la  distance  des  centres  telle  qu’elle  se  trouve 
réellement  à  1  instant  du  commencement  ou  de  la  fin  de  l’éclipse. 

Cette  correction  des  demi-diamètres  est  admise  par  plusieurs  astro 
nomes  et  rejetée  par  d’autres.  Delambre  craint  bien  que  l’erreur  pré¬ 
tendue  des  diamètres  ne  tienne  à  l’erreur  de  leurs  mesures  (voyez  son 
Astronomie ,  tome  II,  page  4^3);  mais  il  est  incontestable  que  si  l’at¬ 
mosphère  de  la  Lune  existe  réellement,  elle  est  d’une  extrême  rareté. 

Nous  renverrons  aux  traités  d’ Astronomie,  relativement  aux  moyens 
à  employer  pour  observer  avec  succès  les  éclipses  de  Soleil.  Nous  nous 
bornerons  à  faire  remarquer  qu’il  est  absolument  nécessaire  de  savoir 
à  quel  point  du  disque  solaire  doit  s’effectuer  le  contact;  car  comme, 
au  commencement  d  une  éclipse ,  l’on  n’aperçoit  le  bord  de  la  Lune 
que  quand  il  échancre  celui  du  Soleil,  on  pourrait  bien,  en  ne  diri¬ 
geant  pas  son  attention  vers  le  point  où  le  contact  doit  s’effectuer,  ne 
pas  recevoir  la  première  impression  du  phénomène.  L’émersion  des 
étoiles,  pour  être  saisie  exactement,  exige  les  mêmes  précautions. 

Vu  1  incertitude  à  laquelle  sont  sujettes  les  mesures  micrométriques 
directes,  Ferrer  a  cherché  à  déterminer  la  valeur  de  l’irradiation 
ou  de  l’inflexion  de  la  Lune,  indépendamment  de  la  comparaison  de 
ces  mesures  avec  les  diamètres  déduits  des  occultations  d’étoiles  ou 
d’éclipses  de  Soleil.  Les  occultations  qu’il  a  observées  à  la  Havane, 
donnent,  par  une  moyenne  arithmétique,  2", 07  d’inflexion.  Cet  habile 
observateur ,  enlevé  prématurément  à  la  géographie ,  fit  usage  d’un  té¬ 
lescope  qui  grossissait  deux  cents  fois;  et,  comme  alors  les  étoiles  de 
première  et  de  deuxième  grandeur  lui  paraissaient  avoir  un  très-petit 
disque,  il  tenait  compte,  pour  déterminer  l’inflexion,  du  temps  écoulé 
entre  1  instant  où  le  centre  de  l’étoile  était  en  contact  avec  le  disque 
apparent  de  la  Lune ,  et  celui  de  la  disparition  totale  de  l’étoile  der¬ 
rière  le  disque  réel  (Connaissance  des  Temps  de  181 7,  page  3 18). 

Par  exemple,  le  i5  juillet  181 1 ,  Aldébaran  était  en  contact  avec  le 


disque  de  la  Lune  à .  ,  7b8m22s,4  t.  moyen. 

Il  disparut  entièrement  à .  17.8.32,4 

Delà,  temps  écoulé  entre  le  contact  et  l’occul¬ 
tation .  jos,o 

Ferrer  en  conclut  une  inflexion  de .  2,7 
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Calcul  de  la  différence  des  méridiens  de  Paris  et  de  Berlin ,  par 
V occultation  d’une  étoile. 

357.  Comme  en  ce  moment,  nous  avons  moins  pour  but  d’obtenir 
des  résultats  numériques  très-exacts,  que  de  guider  le  lecteur ans 
1  application  de  la  méthode  précédente  ;  nous  prendrons  pour  exemple 
1  occultation  d’Antarès,  observée  le  16  avril  1749,  et  nous  emploie¬ 
rons  la  plupart  des  éléments  calculés  par  Lalande,  p.  437  du  tome  II 
de  son  Astronomie  :  voici  ceux  qui  ont  été  déduits  de  l’observation. 


t6  AVK1L  1749 

A  PARIS. 

A  BERLIN,  ! 

immersion. 

immersion. 

émersion. 

Temps  vrais  de  l’observation. 

Temps  moyen . 

i3b 1 m20®  0 

13.3.32,8 

4h  6mi9so 
I4-  8.3i ,6 

l5h  I2n>54s  0 
i5.i5.  5,8 

Mais  à  cette  époque,  on  savait  déjà  que  la  longitude  orientale  de  Ber¬ 
lin,  comptée  de  Paris,  était  de  44ro41*  en  temps  à  fort  peu  près;  ainsi 


16  AVRIL  1749. 

A  PARIS, 

1 

A  BERLIN,  1 

immersion. 

immersion. 

émersion. 

Tempsvrais  des  observations, 
réduits  à  Paris . 

l3him2os  0 

I  3h22ml5s  0 

i4h28m5os  0 

Temps  moy.  correspondants. 

13.3.32,8 

13.24.27,6 

i4-3i.  1,8 

Avec  ces  données,  et  les  tables  de  la  Lune  et  du  Soleil  dont  Lalande 
lit  usage,  on  est  arrivé  à  former  le  tableau  suivant  (*)  : 


(*)  Les  principales  phases  de  l’éclipse  totale  de  Soleil,  du  8  juillet  iSfo  ,  ont  été  cal¬ 
culées  par  M.  Largeteau  :  elles  sont  relatées  dans  une  instruction  remarquable  que 
M.  Arago  vient  de  publier,  sur  les  phénomènes  qui  devront  plus  particulièrement  fixer 
l’attention  des  astronomes  durant  cette  éclipse.  [Académie  des  Sciences,  6  juin  1842.) 
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A  PARIS, 

A  B 

EKLIN  , 

immersion. 

immersion. 

émersion. 

Longitude  de  la  i  .  .  .  . 

2i593i'  42*4 
246.  0.56,9 
3.47.08,7 
4*36. 13,1 

57. 16,3 

245943'  i6"6 
246.  2.37,3 
3.47.18,7 
4-4°  M, 8 

57‘5,9 

a46°3o'  7 "8 

>46.39.45,4 

3  45  io,3 
4.40.26,4 

57.17,1 

Longitude  apparente  de  la  £ 

Latitude  de  la  ([  australe 

Latitude  apparente  de  la  <[  australe. 
Parallaxe  horizontalede  la  <[  ,  pourchaque 
lieu  (art.  203)..  . 

Temps  vrais  réduits  en  degrés 

>95-2o.  0,0 
!  >5  58  a,3 

311 .34.45,0 

i5. 58.5o,7  I 

238. i3.3o,o 
*6  1.24,7 

Ascension  droite  du  Q 

Ascension  droite  du  zénith 

311. 18.  3,3 

48.38.5o,o 

227.33.35,7 

53.30.34,0 

344.14.54,7 

5u .  30 ,4,0 

Déclin,  du  zénith,  ou  latit.  géogr.  moins 
l’angle  delà  vertic.  avec  le  rayon  (art. 200) 

i  diamètre  horizontal  de  la  <[ 

i5.38,3 

a  >9 

i5.38,5 

a»7 

i5.38,8 

3,o 

Augmentation  (art  333). 

j  diamètre  apparent  de  la  C  . 

»'  =  l5-4l  ,2 

a"=l5.  4>  ,3 

<r"=l5.4i  ,8 

Les  Tables  de  la  Lune,  par  Burckhardt,  et  celles  plus  récentes  de 
Damoiseau,  fourniraient  sans  doute  des  résultats  plus  exacts;  niais 
peu  importe  pour  l’inteiligence  de  la  méthode. 

Cagnoli,  ayant  calculé  1  occultation  dont  il  s’agit,  trouva,  comme 
-a  «me  e,  pour  la  position  apparente  d’Antarès,  à  l’époque  du  r6  avril 

j749> 

longitude  apparente  =  a460i6'  19", 2 

latitude  apparente  =  4  3a.ro  ,5  (australe);  _ 

et  à  la  même  époque 

l’obliquité  apparente  de  l’écliptique  w  =  a 30  28'2ü". 

Nous  ferons  remarquer  que  les  Tables  de  la  Connaissance  des  Temps 
ne  donnant  ordinairement  que  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons 
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des  étoiles,  il  serait  nécessaire  de  recourir  aux  formules  de  l’art.  259, 
pour  déterminer  leurs  longitudes  et  leurs  latitudes;  mais  comme  il 
s’agit  ici  des  lieux  apparents,  on  prendrait  pour  JK  et  D  l’ascension 
droite  et  la  déclinaison  apparentes  déterminées  par  le  procédé  de 
l’art.  281 ,  et  l’on  emploierait  l’obliquité  apparente  déduite  des  ïables 
solaires  (art.  244). 

La  première  opération  est  de  chercher  la  distance  apparente  des 
centres  des  deux  astres ,  afin  de  pouvoir  la  comparer  à  la  somme  des 
demi-diamètres  apparents,  et  de  connaître  ainsi  l’effet  que  produisent 
sur  cette  distance  les  erreurs  qui  affectent  et  la  différence  supposée  des 
méridiens,  et  le  lieu  de  la  Lune  déduit  des  tables. 

Détermination  de  la  distance  apparente  des  centres  des  deux  astres , 
lors  de  l’immersion  à  Paris. 


11  résulte  de  la  notation  et  des  données  précédentes,  que 


l’obliquité  de  l’écliptique  »  =  23028'22",o 


longitude  <Ç . . .  /  =  245.3i.42 ,4  latitude  (Ç  .  .  .  X 

longitude  *  .  . .  L  =  246.16.19,2  latitude  .  .  A 

t=l—  L  =—  o.44-36,8  «=>  — A 

=— 2676",  8 

ascension  droite  du  zénith  g  =  211°  18'  2" 
déclinaison  du  zénith  h  =  48.38.5o. 


— —  3°47'58",7 
= -  4-32.10  ,5 

=-H  o-44- 11  >8 

=-f-  265i",8 


Formules  (m)  donnant  le  nonagésime. 


cos  w  =  9,96248 
tang  g  =  9>7839» 

9,74639  =  0,55768 

—  0,52963 

tang  «  =  - h  0,02805 
log  tang  n  =  8,44793, 

1 . cos  g  =  9,93169  — 

I . cos  h  =  9,82000 
c. log. cos  n  =  0,00017 


sin  «  =  9,60022 

tang  h  —  o,o5544 
c.cosg-  =  o,  o683 1  — 

9,72397  =  —  0,52963 

longit.  du  zénith  n  = 

L  =  246.16.19,2 

n  —  L  =  —  64.39.55,2 


1 .  cos  q  =  9,75186  -f- 

l.singr  z=  9,91658  =  log.  sin.  latitude  du  zénith;de  là  ^  =  55036'5o". 
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l9)  (  t  ( 1 7)  donnant  les  principaux  éléments  de  la  distance  apparente. 


l°gt  =  3,42762 — 

idem  =  3,42762 — 


sin  1"  =  4,68557 
r-l%' 2  =  9,69897 

i , 23978 
LcosX  =  9’999°4 

1  .,sin  1" 

°g  cosX  =  1,23882  .  1,23882 

sin  A  =  8,89811—  sin  i"  =  4, 68557 
c.Iog  cos  u  =  ^00004  5,92439 

I°g  Su  =  0,1 3697—  1. cos A=9, 99863 


log  Su'  =5,92302  =r 


^ u  —  —  U, 37  Su'  =0,0000837 

«  =  265 1 , 80 

V  —  265o,43  =  N-+-Slt 

=  44'  «o",  4 

log  t  —  3,42762 - 

EeosX  =  9,99904 

;I°g  T  =  3,42666=  — 2670", 9 
T  =•  — 443o",  9. 


.  ,  s*nJ  1 

log  t- -  cos  A  cos  A 

•  2 


log  cos  «=  9,99996 

cos"  =  9’9999' 

—  dit'  = —  0,00008 

V'  =  9*999^3 


Formules  (i4)  et  (1 5)  évaluant  l’effet  des  parallaxes. 


2 , 35077  —  =  —  224" ,  27 
log  sin  A  =  8,898x1  — 
log  sin  <j  =  9,91658 

logf*-  v)  =  3 , 536o8  . 

log  cos  A  =  9,99864 

3 , 45 1 3o  -f-  =  2826/7 , 8 
-+-65  ,7 


2,91795-+-  =  827^84 
log  cos  A  =  9,99864 
log  cos  q  =  9,75186 

.  3, 536o8 

l.cos(« — L)  =  9,63137  — 

1 . sin  A  =  8,8981 1  — 

1 ,81742 — =—65", 68. 


F  =  2892  ,5 
=  -h  48'  1 2" ,  5 


Dans  ce  dernier  calcul,  Je  log  a,35o 77  supérieur  est  la  somme  des 
trois  log.  suivants,  savoir,  1.  sin  A,  1.  sin  tj  et  log  (<|>  -  ;  et  le  loga- 

”•  37 
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rithme  inférieur  3,45  i3o  est  la  somme  des  trois  logarithmes  immédia¬ 
tement  supérieurs,  savoir,  1.  cos  A,  log  (<]>  —  ¥),  1.  sin  </. 

On  a  ensuite,  formules  (16)  et  (17),  et  par  ce  qui  précède, 


l°g  —  ¥)  =  3,536o8 
l.sin(/i — L)  =  9,95607 — 
l.cos  q  =  9,75186 
log  E  =  3,24401  — 

E  =  — 1754", o  =  —  29T4" 

V'  =  9>999#3 

—  ^a'  =  — 0,00293 

K-  =  9’9&9°  l°g  K  =  9,99865 

V  =  265o",4 

F  =  2892  ,5 

V  —  F  =  —  242",  1 

V  -h  F  =  5542  ,9 

ffV-f-F)  =  2771  ,4 

=  46'ii",9 


827", 84 
—  224**,  27 
K  =  +603",  57 
log^a'  2,78073 
log  sin  1"  —  4,68557 

log  ^a'  =  7,4663o. 

'  =  o ,  0029262 

T  = —  2670", 9 
E  =-  1754  ,0 
T—  E  =—  916",  9 

1  +  e  —  —  4424  1 9 

4(T-t-E)  = -  2212  ,4 

=  ~  36'52' ,4 


Formule  (18)  donnant  la  distance  des  centres. 

l.cos  4  (V-h  F)  =  9,99996  l.cos  4  (T-hE)  =  9,99998 

log(V  — F)  =  2,38399 —  log  (T  —  E)  =  2,96232 

c . log  cos  ÿ ( T  -f-  E )  =  0,00002  c.logK  =  o,ooi 35 

c .  log  (  T  —  E)  =  7,03768  —  c.  log  cos  0  =  0,01464 

l.tang  9  =  9,42165  H-  log  2'  =  2,97829  =  95i",23 

sin  9  =  9,40701  —  distance  appar.  2'  =  i5'5i",2 


Formule  (20)  donnant  la  somme  des  demi-diamètres  apparents. 

Lors  de  l’immersion  à  Paris ,  on  avait 

demi-diamètre  horizontal  de  la  (£  ,  ou  d=  i5'38",3  =  q38"  3- 

de  là 

log  d  =  2,97234 
c.log  K  =  0,001 35 
log*'  =  2,97369; 

ainsi,  demi-diamètre  apparent  de  la  (£  ,  ou  0'  =  941  ",2  =  1 5'4  T7 , 2  ; 
mais  d  =  938  ,3 

augmentation  =  2,9  comme  Lalande. 


donc  , 
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En  calculant  de  la  même  manière  l’immersion  et  l’émersion  à  Berlin, 
on  trouve 

pour  1  immersion,  distance  apparente  2"  =  i5'5i",i3, 
pour  l’émersion,  distance  apparente  2'"  =  15.45,20. 

H  est  à  remarquer  maintenant  que  si  les  Tables  lunaires  étaient  par- 
aitement  exactes,  et  que  la  différence  en  longitude  de  Paris  et  de 
Berlin  fut  telle  que  nous  l’avons  supposée  ,  on  devrait  avoir  2'  —  <r', 
^  ~  9  ~  a  ’  mais  cette  identité  n’ayant  pas  lieu,  et  les  valeurs 

C.<7,,<7  ’  ff  pouvant  être  considérées  comme  exemptes  d’erreurs, 
puisqu  elles  ne  sont  pas  influencées  par  les  éléments  sur  lesquels  il  reste 
tle  I  incertitude,  il  s’ensuit  que 

c-"  —  2"=  &2",  a"'  —  2W  =  &2"‘ 

seront  les  erreurs  cherchées. 

Lalande,  pour  avoir  égard  à  l’inflexion  (art.  557),  a  diminué  de 
3  i  le  demi-diametre  apparent  de  la  Lune;  ainsi,  en  admettant  les 
résultats  ci-dessus,  et  les  valeurs  tirées  du  tableau  précédent,  on  a 

^  “  1  ^  >  5 ,  d2"  —  —  1 3",4  >  $2"'  =  —  6", 9. 

558.  Pour  déterminer  les  erreurs  des  Tables  lunaires,  et  celle 
qui  affecte  la  différence  supposée  des  méridiens ,  on  procédera  ainsi 
qu’il  suit. 

La  formule  (18)  étant  différentiée  dans  l’hypothèse  posée  à  l’art. 
554 ,  on  a  d’abord 


2 '  tang  2'  = 


_ cosJ  2'  I 

"PT 


sin(T-E)cos(^±i) 

sin(V-F)cos(^ï±ï) 


cos  T.e?T 
cos  Y.&Y 


] 


mais 

de  pl 


T  —  t  cos  X ,  c?T  =  fît  cos  X  ; 
us  on  a ,  à  très-peu  près , 

cos  T  =  cos  t,  et  dY  =  du  =  à  (X  —  A) 
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v  /T-f-E\ 
sin  (T  —  E  )  cos  (  — —  J 

R  tang  2' 


i 


X  I  cosX  cos£.  èt  - 


/v+f\ 

n  (V  —F)  cos  I  — - — -  Jcos  Y. 
sin  (T  —  E)  cos  ^  ~~~  J 


V.S\1 

Icos2  2 

n  " ; 


■* 


sin  (T  — E)  cos 

ou  bien  ,  à  cause  de  cos  0  = - K  tang  z' — ” — ~  ’  d’après  l’art-  551 , 

on  a  plus  simplement 

(b)  iïï'=  (cos3cosXcosL<?*H-sin0cos  V.<XV)  ct>^-  . 

Par  l’examen  des  formules  (a)  et  ( b )  l’on  voit  que  cos  S  est 
négatif,  si  sin  T— E)  est  négatif;  et  que  sin  6  a  le  même  signe  que 
sin  (V  —  F). 

Dans  ces  deux  formules  différentielles,  iït  et  dY  représentent  en  gé¬ 
néral  les  erreurs  totales  en  longitude  et  en  latitude,  provenant  tant 
des  Tables  lunaires  que  de  l’inexactitude  de  la  différence  des  méridiens 
employée  pour  calculer  le  lieu  de  la  Lune;  en  sorte  que  iïl'  est  l’effet 
de  ces  erreurs  sur  la  distance  apparente. 

Soient  M  le  mouvement  horaire  de  la  Lune  en  longitude,  et  m  son 
mouvement  horaire  en  latitude.  On  avait,  au  16  avril  17,49  et  d’après 
les  anciennes  tables, 


d’où 


M  =  1 988", 5  ,  in=  11 5", 46  ; 
log^  =  8,763906. 


Pour  introduire  le  rapport  —  dans  la  formule  [b) ,  nommons  c?T  l’er¬ 
reur  commise  sur  la  différence  supposée  des  méridiens,  cî'/et^X  les 
erreurs  en  longitude  et  en  latitude  des  Tables  lunaires;  la  formule  dont 
il  s’agit,  et  qui  est  de  la  forme 

(1 c )  dl'=pàt  -+-  qdY, 
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deviendra  pour  l’immersion  à  Berlin,  et  en  exprimant  <?T  en  secondes 
de  temps , 

(rf)  ^=^1+,^  +  '^+, 

pour  l’émersion  dans  le  même  lieu,  on  a  pareillement 

(e  W=pr»l+fft+  (|>'+9.*S)  §55- 


En  effet,  puisque,  par  hypothèse,  l’on  s’est  trompé  de  c^T  sur  la 
différence  des  méridiens ,  et  que  le  mouvement  horaire  de  la  Lune  est 

M  en  longitude,  il  s’ensuit  que  est  l’erreur  que  cette  hypothèse 

occasionne  sur  la  longitude  calculée  de  la  Lune.  De  même,  puisque  ni 
est  le  mouvement  horaire  en  latitude,  l’erreur,  sur  cette  latitude,  est 

représentée  par  ;  donc 


nvY T 
36oo‘ 


Cela  posé,  si  l’on  calcule,  par  les  logarithmes  à  5  décimales,  les 
coefficients  des  formules  (c) ,  (<Y),  (e),  on  trouvera  successivement 

(c')  i3",5  =  0,96763^/+ o, a56o5c?X, 

{d'  1 3", 4  =  0,86276  <17  -t-  o,5o86o  <?X  H-  0,49287  cH\ 

(«')  6//,9  =  -o,85i88^-ho,52736(?X  -  o,45363<?T. 

à  cause  de 

1.  tangfl  =  9,42165,  1.  tang0'=  9,76956,  1.  tang 0  '=9,70984  —  , 

1  sin  0  =9,40701—,  1.  sin  Ô'  =9,7o5o3  — ,  1.  sin  S"  =9,72063  —  ; 

équations  qu’il  s’agit  de  résoudre  par  la  voie  ordinaire. 

D’abord  on  en  tire  ces  trois  valeurs, 

(I)  <17=  i3",952  —0,26461  c^X, 

(II)  <17=  i5",53i  —0,58951  <?X  —  0,57127  <^T, 

•  (III)  <17  =  —  8", 0997  -t- 0,61905  <?X — o,5325o  <^T  ; 
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puis,  en  les  combinant  deux  à  deux,  on  a 


(H)  W  °=  ï'%579  -0,3*2490^). -0,57127^, 

III)  (1)  o  =  —  22  ,0517  -ho,88366^X  — o,5325o^T; 


et  par  suite 

d’où  l’on  tire 

(IV)  &A  =  438599—  1,7583  <?T, 

(V)  d'X  =  24",955  -h  0,60260  ; 

de  là 

(V)(IV)  0=  20", 0951  h-  2,3609  o'T, 

enfin 

24",955  —  5  ,  l3l  =  lg",8a;  ‘ 

o'l=  i3',952-5",25  =  8", 7. 

11  résulte  de  ce  calcul  que  les  anciennes  Tables  de  la  Lune  donnaient, 
à  l’époque  de  l’occultation,  une  latitude  trop  forte  de  19", 82,  et  une 
longitude  trop  petite  de  8", 7.  Cagnoli,  qui  a  calculé  le  même  exemple 
par  ses  formules,  a  trouvé  17", 7  pour  la  correction  de  la  latitude,  et 
8", 3  pour  celle  de  la  longitude.  (Voyez  sa  Trigonométrie.) 

En  nous  en  tenant  à  nos  nombres ,  on  a  donc 


Latitude  corrigée .  X  +<?).  =  —  3°47'38",9, 

Longitude  corrigée .  Zh-c?/  —  a45.3i.5i,i. 


Nous  avons  supposé  originairement  que  la  longitude  de  la  Lune 
était  trop  petite  par  suite  de  l’erreur  commise  sur  la  différence  des 
méridiens,  et  qu  il  fallait  en  conséquence  l’augmenter  de  la  quantité 

mais  dans  le  cas  particulier  ci-dessus,  on  a  c?T  =  -8",5;  la  lon¬ 
gitude  de  la  Lune  est  trop  grande  au  contraire;  il  faut  donc  la  dimi- 
M 

nuer  de  8  ,5  =  4  >7»  ou  de  4  >26  selon  Cagnoli.  Or,  en  augmen¬ 
tant  de  8",  5  la  différence  des  méridiens  44'4'%  c’est-à-dire  en  la  portant 
à  44'i2  ,5,  on  comptera  8S,5  de  temps  de  moins  à  Paris  au  moment  du 
phénomène,  puisque  Berlin  est  à  l’orient;  et  pour  lors  le  temps  se 


LIVRE  CINQUIÈME.  295 

trouvant  moindre,  la  longitude  de  la  Lune,  calculée  par  les  Tables, 
sera  nécessairement  plus  petite. 

On  voit  donc  que  le  problème  des  occultations  des  étoiles,  qu’on 
n'avait  pas  encore  résolu  d’une  manière  tout  à  fait  analytique,  est  sus¬ 
ceptible  de  l’ètre  avec  assez  de  simplicité. 

Néanmoins  la  méthode  trigonométrique  étant  généralement  usitée, 
nous  compléterons  par  ce  qui  suit  ce  que  nous  avons  dit  à  ce  sujet 
(art.  353). 


559.  La  formule 

2'*=  (/'-  L')2  cos2  A'-h  (X'— A')2 


étant  différentiée  par  rapport  à  V  et  X',  on  a 
dl'=  pdl'-i-qdV 


en  faisant 


P=~- 


-L'  2  ..  t’  cosJ  A' 

- —  cos2  A'  =  - ; —  , 


y—  a' 
1' 


Mais  les  variations  dl\  d\'  se  composant  chacune  de  l’erreur  dés 
Tables  lunaires  et  de  celle  commise  sur  la  différence  estimée  des  mé¬ 
ridiens  ,  on  a ,  comme  précédemment , 


dl’  =  #l  + 


M<$T 
36oo  ’ 


d\'=:<n- 


m  dT 
36oo  ’ 


valeurs  qui  étant  introduites  dans  celle  de  dl ',  lui  donnent  la  forme 

dr=pii+qSk+, (p+gÿ^  <JT, 

+ 

c’est-à-dire  celle  [d)  ou  ( e )  (art.  358)  qu’il  convient  d’appliquer  aux 
observations  de  Berlin.  D’après  cela,  et  en  profitant  des  valeurs  cal¬ 
culées  de  $2",  c?2w  (art.  357),  il  est  facile  de  s’assurer  que  l’on  a  : 
par  l’immersion  à  Paris , 

1 3", 5  0,96  o7  -t-  o,25  &X  ; 

par  l’immersion  à  Berlin  , 

i3",4  =  o,86  àl- 1-  o,5 1  ^X-i-o,49^T; 


o.96  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE, 

par  l’émersion  à  Berlin, 

6", 9  =  —  o,85  $1  -f-  o,52  —  o,45  dT  ; 

équations  correspondantes  à  celles  (c'),  (d')t  (V),  et  desquelles  on 
tire  * 

il  =  8", 87 ,  iX=  19", 97,  &T=—  9",o; 

ce  qui  porte  la  longitude  orientale  de  Berlin  à  44m4*+9*  =  44m*38,  en 
temps,  comme  ci-dessus,  du  moins  à  une  demi-seconde  près. 

Vu  la  précision  donnée  théoriquement,  dans  ces  derniers  temps, 
aux  tables  de  la  Lune,  on  ne  peut  guère  espérer  maintenant  de  les 
rendre  plus  parfaites  à  l’aide  de  la  méthode  que  nous  expliquons;  car 
il  serait  à  craindre  qu’on  ne  considérât  comme  erreurs  de  ces  tables 
des  différences,  telles  que  dl  et  dX  obtenues  ci-dessus,  qui  devraient  au 
contraire  être  attribuées  aux  erreurs  d’observation,  tant  il  est  difficile 
d’apprécier  à  une  ou  deux  secondes  près  l’instant  du  commencement 
d’une  éclipse  de  Soleil  ou  de  l’émersion  d’une  étoile. 

Proposons-nous,  pour  dernière  application ,  de  déterminer  l’heure 
de  la  conjonction  vraie  à  Paris  et  à  Berlin.  D’abord,  appelons  D'  la 
distance  apparente  des  centres  des  deux  astres,  corrigée  de  l’inflexion 
de  3", 5,  afin  de  nous  conformer  à  l’hypothèsfe  admise  (art.  357),  et 
faisons  X'— A '  =  u';  la  différence  des  longitudes  apparentes  de  ces 
mêmes  astres  sera 

t'=  (d-*! 

cosÿ(V-t—  A/)  * 

puis,  désignant  par  dP  la  parallaxe  de  longitude  pour  la  phase  ob¬ 
servée  ,  et  par  X  la  distance  à  la*  conjonction  vraie ,  on  aura  ,  en 
temps , 


en  prenant  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  selon  qu’il  s’agit  du 
commencement  ou  de  la  fin  de  l’éclipse. 

Par  exemple,  lors  de  l’immersion  à  Paris,  l’on  avait,  en  corrigeant 
les  latitudes  lunaires  de  -f- 19", 8  (art.  précédent!, 
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X'=  —  4°36'i2",i 

Correction.  .  H-  19  ,8 

X'=  —  4-35.52  ,3 
A'=  —  4.32.10  ,5 


D'=i5'4i",a  —  3", 5 

=15.37  >7 
w'=  3-4i  ,8 

D '+«'=  19.19  ,5  =  1 159", 5 
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log  (D'-h  «')=  3,06427 
log  (D'—  u')=  2,85485 
Somme.  .  .  .=  5,91912 


D'—  u'—  1 1.55  ,9  =  221,8 
Mouvement  horaire  de  la  Lune(t.  moy.) 
M=  1993” 

De  là  log  ^22  =  0,î568o. 


Demi-somme.  =  2,95956 
c.  cos  A'=  0,00 1 40 


log  t'=  2,96096  =  914", o  =  i5'i4",o 

Parallaxe  de  longitude.  .  .  ^P  =  -i-  29.14  ,5 

=  44-28  ,5  =  2668", 5 

et 

X=^(<'+^P)  =  482°",3 

Ainsi 


Heure  de  l’immersion .  ,3h  3“3a% 8  temps  moyen. 

Distance  à  la  conjonction  vraie.  .  .  X=  1.20.20  ,3 

Heure  de  la  conjonction  vraie  à  Paris,  i4.a3.53  ,i  temps  moyen. 
L  immersion  à  Berlin  conduit  de  même  aux  résultats  suivants  : 


X'=— 4°4o'i  i",8 
Correction.  .  -j-  ig  ,8 


D'=i5'37",7 
«'=  7.41  ,5 


X  4  39.52,0  D'-h  «'=23. 19 ,2 

A'=— 4.32.10  ,5  D'-w'=  7. 56  ,2 

u'—  o.  7.41  ,5  =  461", 5 

t'=  i3'38",99  Heure  de  l’immersion,  i4h  8m3is,6t.  moy. 
Parall.  ^  =  +  19.20,20  X  =  -f-  0.59.35,9 

t'-h  ^P=  32.59  ,59  Heure  de  la  conj.  vraie 

à  Berlin . i5.  8.  7, 5  t.  moy. 

38 
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Par  l’émersion  au  même  lieu ,  on  a 


—  4°4o  '26", 4 
-P  *9>8 
— 4-4°-  6 ,6 
—4.3a.  10 ,5 


D'=i5'38%3 

=  -7.66 ,  I 

D'-+-m'=  23.34  ,4 
D'— 7.4^  >2 


jz'=  7.56 ,1 

£'=  i3'3i",a 

Parallaxe  c?P=—  9.38  ,1  Heure  de  l’émersion,  i5hi5m5%8 
<'-<JP=  3.53,i  X=  ~  7-1»1 


et  Heure  de  la  conj.  vraie 

^  ^  36oo  =  —  Y  i"fi  à  Eerlin.  .  .  .=  i-5h  8m4s,7t.moy. 


CONCLUSION. 

A  Paris ,  la  conjonction  vraie  a  eu  lieu  à  i4h2  3m53%  1  temps  moyen. 

A  Berlin,  à . i5.  8.  6,1  par  un  milieu. 

Donc  la  différ.  des  méridiens  cherchée=  44m  1 3%o  en  temps. 

C’est-à-dire  qu’elle  est  la  même  que  par  les  deux  méthodes  précé¬ 
dentes. 

Il  y  aurait  encore  bien  des  choses  à  dire  sur  cette  matière ,  mais  ce 
serait  sortir  des  limites  dans  lesquelles  nous  devons  nous  renfermer  ; 
c’est  pourquoi  nous  renverrons  aux  traités  d’ Astronomie  nautique,  ou 
à  notre  Traité  de  Topographie,  d’ Arpentage  et  de  Nivellement ,  pour 
ce  qui  concerne  la  détermination  des  longitudes  terrestres  par  la  me¬ 
sure  des  distances  de  la  Lune  au  Soleil  ou  aux  étoiles ,  à  l’aide  dii 
cercle  de  réflexion  :  méthode  d’ailleurs  qui  ne  comporte  pas  la  même 
précision  que  celles  que  nous  venons  d’exposer. 

Règle  générale  pour  apprécier  le  degré  d! exactitude  du  résultat  moyen 
d’un  grand  nombre  d’observations. 

560.  Les  observations  astronomiques  dont  nous  venons  de  nous  oc¬ 
cuper,  procureront  des  résultats  moyens  qui  seront  d’autant  plus  exacts 
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que  les  valeurs  observées  seront  en  plus  grand  nombre,  et  qu’elles  dif¬ 
féreront  moins  entre  elles.  L’analyse  des  probabilités ,  portée  de  nos 
jours  à  un  très-haut  degré  de  perfection  et  de  généralité  par  Laplace,  et 
enrichie  d  utiles  développements  par  Poisson  {Connaissance  des  Temps 
pour  1827),  °ffre  1  avantage  de  donner  la  mesure  de  l’exactitude  de 
ces  résultats  moyens.  Nous  rappellerons,  à  ce  sujet,  une  règle  usuelle 
et  très-simple ,  dont  on  est  redevable  au  célèbre  Fourier,  et  dont  nous 
avons  déjà  fait  une  application  à  la  page  491  du  tome  1. 

i°.  On  détermine  la  valeur  moyenne  d’une  série  d’observations,  en 
divisant  la  somme  des  valeurs  par  leur  nombre;  on  élève  le  quotient 
au  carre,  ce  qui  donne  le  carre  de  la  valeur  moyenne; 

o.  .  On  elève  au  carré  chacune  des  valeurs  données  par  l’observation , 
et  1  on  divise  leur  somme  par  leur  nombre ,  ce  qui  donne  la  valeur 
moyenne  du  carré ; 

3°.  On  retranche  de  la  valeur  moyenne  du  carré  le  carré  de  la  va¬ 
leur  moyenne,  on  divise  le  reste  par  la  moitié  du  nombre  des  valeurs 
observées,  et  l’on  extrait  la  racine  carrée  du  quotient. 

Cette  racine  carrée  donne  la  mesure  exacte  de  la  précision  cherchée. 
En  la  multipliant  par  £  (plus  exactement  par  0,477),  on  trouve  l’er¬ 
reur  de  la  valeur  moyenne,  et  en  multipliant  cette  même  racine  carrée 
par  3,  on  trouve  la  plus  grande  limite  de  l’erreur. 

Le  savant  géomètre  qui  prescrit  cette  règle,  observe  en  outre  que 
1  on  doit  regarder  dans  la  pratique  comme  entièrement  impossible  que 
1  erreur  du  résultat  moyen  surpasse  ou  même  atteigne  sa  plus  grande 
limite  :  il  y  a  plus  de  5oooo  à  parier  contre  1  que  cela  11’est  pas. 

L  erreur  dont  le  résultat  moyen  est  affecté  peut  être  indifféremment 
au-dessus  ou  au-dessous  de  l’erreur  moyenne;  l’un  de  ces  cas  n’est  pas 
plus  vraisemblable  que  l’autre  :  leur  probabilité  commune  est 

Enfin  l’on  ne  change  rien  au  résultat  de  la  présente  règle,  en  re¬ 
tranchant  de  chaque  valeur  observée  une  même  quantité,  telle  que  la 
partie  commune  à  toutes  ces  valeurs  (art.  515\ 

Si  donc  les  valeurs  moy  ennes 

b  H-  O'y  b  -h  0 ",  b  -h 

correspondent  respectivement  aux  nombres  d’observations 
s  j  s  ,  s  , 
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la  valeur  moyenne  cherchée  sera 

TVT _  U  ,  s' &  +  s"  Q" s"' V" 


Faisant  «y-f-.y  -f-  s  —  s,  et - - - —  k ,  la  valeur  moyenne  du 

carré ,  que  nous  désignerons  par  k',  aura  pour  expression 


et  la  mesure  de  la  précision  cherchée  sera 


/2  (/•'-*>)_  /k'-*>_2h 

S  X  2S  j;’ 


en  faisant,  pour  abréger,  \  ( k'—k 2)  =  h 2  ;  alors  dt  ^=sera  l’erreur  de  la 

vs 

valeur  moyenne  k ,  et  —  désignera  la  plus  grande  limite  de  cette  er¬ 
reur:  mais  il  y  aura  5oooo  à  parier  contre  i  qu’elle  ne  peut  aller  à 
cette  limite.  (Page  [\i(\ ,  tome  I.) 

Généralement  ±:  ^  est  l’erreur  de  la  valeur  moyenne  k ,  et  la  pro¬ 
babilité  p  qui  en  dépend  a  pour  expression 


,=rJr- 


c  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens,  n  le  rapport  de  la  cir¬ 
conférence  au  diamètre,  et  l’intégrale  étant  prise  entre  les  limites  r  et 
l’infini. 


Soumettons  à  cette  règle  des  probabilités  les  nombreuses  observa¬ 
tions  de  latitude  faites  par  Méchain  à  l’Observatoire  royal ,  et  rappor¬ 
tées  à  la  page  4i*  du  tome  II  de  la  Base  du  Système  métrique. 
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On  trouve  que  3oo  observations  ont  donné  48°5o'i5",88 

.  14  ,02 

372 .  10  ,54 

*67° .  >3  ,64 

Total  s  =  2764 


Si  l’on  prend  b  =  48°5o'i3",  on  aura 

&  —  27/,88,  0"=i",o2,  9m  =  —  a", 46,  0,v  =  o",64, 
s'  =  300 ,  /'=422,  372,  1670; 

et  par  suite  la  valeur  moyenne  Æ  =  o",53. 

Le  résultat  moyen  des  2764  observations  sera  donc 

M  =  48°5o'i3'/,53, 

au  lieu  de  48°5o'j3",2  selon  Méchain.  Il  s’agit  maintenant  de  savoir 
dans  quelles  limites  ce  résultat  est  renfermé  :  or,  la  valeur  moyenne 
du  carré  étant 

k'  =  2",a3, 

la  mesure  de  l’exactitude  des  observations  sera 

S=0>38, 

et  les  limites  de  l’erreur  de  la  valeur  moyenne  seront  ±.  o'  ,019;  mais 
il  y  a  5oooo  à  parier  contre  1  que  cette  erreur  n’est  pas  de  o",i  14. 

S’il  était  bien  prouvé  que  le  cercle  qui  a  servi  à  ces  observations  était 
exempt  d  une  erreur  constante,  la  valeur  précédente  de  M  serait  aussi 
exacte  qu’il  est  possible  de  le  désirer. 
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LIVRE  SIXIÈME. 

QUESTIONS  DE  HAUTE  GÉODÉSIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ANALYSE  DES  TRIANGLES  S  P  H  É  R  OÏ  D  I Q  U  ES. 


361.  Lorsqu’on  réfléchit  sur  le  principe  de  la  méthode  employée 
dans  le  chapitre  xv  du  livre  III ,  on  reconnaît  bientôt  qu’il  repose  sur 
une  considération  dont  l’exactitude  n’est  pas  rigoureuse.  En  effet,  par 
rapport  au  sphéroïde  elliptique  de  révolution,  la  ligne  tracée  sur  sa 
surface,  par  les  opérations  géodésiques,  ou  celle  que  l’on  considère 
comme  la  route  d’un  rayon  de  lumière  qui  va  d’un  point  à  un  autre 
est  une  ligne  de  plus  courte  distance  et  à  double  courbure,  à  moins 
qu’elle  ne  coïncide  avec  le  méridien  ou  l’équateur  (art.  160).  Les 
deux  éléments  extrêmes  de  cette  ligne  ne  sont  donc  pas  en  général  dans 
le  même  plan.  Cependant,  nous  avons  supposé  jusqu’à  présent  que  la 
perpendiculaire  à  la  méridienne,  ou  qu’une  ligne  géodésique  quel¬ 
conque  était  située  tout  entière  dans  le  plan  vertical  passant  par  ses 
deux  extrémités.  A  la  vérité,  l’erreur  provenant  de  cette  hypothèse  est 
presque  nulle  dans  la  pratique,  les  côtés  des  triangles  qui  forment  un 
réseau  eussent-ils  plus  d’un  degré  d’amplitude;  mais,  pour  détruire  le 
doute  que  l’on  pourrait  former  à  cet  égard,  Legendre  a  donné,  dans 
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les  Mémoires  de  l  Institut  pour  l’année  1806,  une  analyse  des  triangles 
tracés  sur  la  surface  d  un  sphéroïde  (*).  Entre  autres  résultats  auxquels 
ses  savantes  recherches  l’ont  conduit,  c’est  que,  dans  tous  les  cas  où  le 
réseau  trigonométrique  s’étend  sur  une  surface  quelconque,  mais  peu 
différente  de  celle  d’une  sphère,  son  théorème,  relatif  aux  triangles 
sphériques  très-petits,  a  lieu  (art.  100).  Comme  nous  nous  sommes 
proposé  de  traiter  aussi  les  questions  de  haute  Géodésie ,  nous  allons 
commencer  par  exposer  les  principes  de  la  résolution  des  triangles 
sphéroïdiques. 

h  quations  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  F  ellipsoïde  de  révolution. 

Soient  P  le  pôle  de  la  Terre  (Jig.  28),  *  l’arc  M'M"  de  plus  courte 
distance,  H',  H"  les  latitudes  vraies  des  points  M',  M";  X',  X"  les  lati¬ 
tudes  réduites  de  ces  mêmes  points,  H  la  latitude  vraie  du  point  A  où 
le  méridien  PA  est  perpendiculaire  à  la  ligne  géodésique  M'M",  et  X  sa 
latitude  réduite;  V',  V"  les  angles  azimutaux  PM'A,  PM  A;  enfin  f 
et  f  les  longitudes  des  points  M',  M",  comptées  du  méridien  PA.  Il 
s  agit  de  trouver  des  relations  entre  ces  diverses  quantités,  dans  Thy- 
pothèse  que  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution,  et  quelle  que  soit 
d  ailleurs  la  grandeur  de  la  ligne  géodésique  s ,  par  rapport  aux  arcs 
elliptiques  PM',  PM". 

Si  u  =  o  est  l’équation  d’une  surface  courbe  quelconque,  l’une  de 
celles  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  cette  surface  sera,  d’après  l’art.  165, 

(l)  (■&)dd*  =  °- 

Or,  l’équation  d’un  solide  de  révolution,  quelle  que  soit  d’ailleurs  la 
nature  de  la  courbe  génératrice,  est 

x2 -h y  -+-/(*)  =*  «  =  o, 

/étant  le  signe  d’une  fonction  quelconque,  et  l’axe  des  t  étant  celui 


(  )  A  la  même  époque  le  même  sujet  a  été  traité  avec  beaucoup  d’étendue  par  Oriani 
sous  ce  titre:  Elementi  di  Trigonometrica  sferoïdica. 
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de  rotation;  ainsi  les  valeurs  des  coefficients  aux  différentielles  par¬ 
tielles  sont 

/ du\  (du\ 

(=)=a*’  y = ^ 

l’équation  (i)  devient  donc  „ 


ocddy  —  jrddx  —  o, 

et,  en  intégrant,  I  on  a 

xdjr  —  y  dx  =  cds. 


D’ailleurs  si  l’on  fait  CT  ou  z  =  t,  TM"  =?  q ,  le  triangle  rectangle 
C/?m,  dans  lequel  C .p  —  x,  pm  =  y  et  Cm  =•  q ,  donnera  évidemment 

x  =  q  cosp",  y  =  q  sin  p"; 

par  conséquent,  en  dilférentiant,  l’on  obtiendra 

!dx  =  dq  cos  9"  —  9  sin  p" .  dp", 
dy  =dq  sin  p*  -+-  9  cos  9" .  dp", 

et  l’on  aura,  par  une  combinaison  de  ces  quatre  équations, 
xdy  —  ydx  =  <7 3  dp". 

Concluons  de  là,  que 

q2dÿ'  =  cds. 

D’un  autre  côté,  le  triangle  élémentaire  dm' M",  rectangle  en  m', 
donne 

sin  PM"A  ou  sin  V"  = 

ds  7 

et  les  deux  arcs  semblables  F'G'  =  dp*  et  dm'  étant  proportionnels  à 
leurs  rayons  respectifs  CF'  et  q  —  dq ,  on  a 

dm'  =  çdp", 

en  prenant  toutefois  CF'  =  1 ,  et  négligeant  le  terme  du  second  ordre 


-  dqdtp";  donc 


livre  sixième. 


qtty 

-■*”»  et  V  sin  V"  =  c; 


a.nsi  la  propriété  de  la  ligne  la  plus  courte  es.  de  rendre  7  sin  V"  cons- 

pour  Dlan  d°11S  *“  "T*’  qU6  l0n  PeUt  prendre  P°Ur  méridien  fixe  ou 
M'M"P  dc  Z,’  Ce  U‘  qi"  est  PerPendiculaire  à  la  ligne  géodésique 
S°;1  d0nc  PA  ce  *néridien ;  alors  au  point  A,  l’azimut 
~  7  ’  ?.  a  consta"te  c  est  égale  à  AI ,  valeur  initiale  de  a. 

De  plus,  1  équation  différentielle  d’un  arc  M'M"  étant 

ds  =  \Jdx2  dj2  +  dz2, 

Zd;::~Tse  des  valeurs  ci'dessus  de  dx  et  dj>  et  faisant  atten- 

ds2  =  dq 2  -h  tfdf2  -f-  dt2. 

Substituant  ici  pour  ds  sa  valeur  "±df,  ensuite  éliminant  df,  on  a 
ÿs  (?a  -  c')  df* = c>  (de  +-  df), , 

(yJ-cJ)zfcs  =f(de+df),\  (3) 

Avant  d’intégrer  ces  équations ,  il  faut  en  éliminer  l’une  des  varia 
blés  t,q  al  aide  de  1  équation  du  méridien  mobile  PM’ F ,  qui  est 

«a  -+-  b2q‘  =  a2b2. 

Mais,  pour  parvenir  aux  résultats  les  plus  simples,  introduisons  une 
nouvelle  variable  X",  telle  que  l’on  ait  l’abscisse 

*  =  £  sin  X*,  - 

auquel  cas  X"  sera  l’angle  que  forme  avec  l’équateur,  le  rayon  b  du 
cercle  inscrit  au  mendien  mobile  PM",  et  dont  la  variable  ,  est  Pabsciste 

n.éndie7,eo.raT ord?nnéeVa'eUr  intr°dUite  da”S  léq,lati0n  de  ce 

jj  7  =  a  cos  X", 

39 
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fl  résulte  de  là  que  la  constante  c ,  qui  a  pour  valeur  q  sin  Y",  devient 
c  —  a  sin  V"  cos  X". 

A  un  autre  point  M'  de  la  plus  courte  distance,  pour  laquelle  X"  se 
change  en  X',  et  V"  en  V',  on  aurait  de  même 

c  =  a  sin  V'  cos  X'. 

Enfin  au  point  A  où  T  azimut  de  AM'  est  supposé  de  iooé',  on  aurait , 
en  désignant  par  X  ce  que  devient  X', 

c  =  a  cos  X  ; 

il  résulte  donc  de  ces  trois  valeurs ,  la  relation 

cos  X  =  sin  Y'  cos  X'  =  sin  V"  cos  X".  (4) 


Ainsi  les  sinus  des  angles  azimutaux ,  aux  extrémités  d’une  ligne 
géodésique ,  sont  entre  eux  réciproquement  comme  les  ordonnées  de  ces 
points. 

Maintenant  si  l’on  substitue  dans  les  formules  (3),  pour  t,  q  et  c  leurs 
valeurs  respectives  b  sin  X",  a  cos  X"  et  a  cos  X ,  et  que  pour  T  uniformité 
de  la  notation ,  l’on  écrive  ds”  au  lieu  de  ds  ,  on  aura ,  parce  que  <p"  aug¬ 
mente  quand  X"  diminue , 


dV'  cos  X 
a  cos  X" 


Y- 


sin2  X"  -f-  b 2  cos2  X" 


cos2  X"  —  ( 


-dr  cos  X’ J ***£'  + » 

V  COS2  V  —  CO! 


»2cos2X// 

-  cos2  >  ’ 


ce  sont  les  équations  différentielles  de  l’arc  perpendiculaire  AM".  11  est 
évident  qu’on  a  de  même  ,  pour  celles  de  l’arc  AM', 


C  ^  , _  d\'  cos  X  / a2  sin2  X'-f-  A2 

„  v  1  ‘  a  cos  y  V  cos2  —  ce 

A' 

V  V  cos2  X'—  co 


cos2X' 
cos2  X  * 
cos2  X' 
cos2  X 
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11  est  remarquable  que  la  variable  X"  se  déduit  immédiatement  de 
la  latitude  H"  du  point  M";  car,  à  cause  de  TM"  =  a  cos  X"  et  de 
LT  =  b  sin  X",  on  a,  pour  la  sous-normale  TO  de  ce  point, 


et  de  là 


TO  =  b  sin  X"=  *  sin  X", 


,  ou  tang  H"  =  ~h  tang  X"; 

donc  réciproquement 

tangX"=  ^  tang  H'7; 


c  est  aussi  ce  qu  on  a  trouvé  d’une  autre  manière  à  l’article  170. 

X  ,  qui  est  la  latitude  réduite  du  point  M",  est  en  général  moindre 
que  la  latitude  vraie  H";  mais  à  cause  du  peu  de  différence  de  ces  deux 
quantités ,  dans  le  cas  du  sphéroïde  terrestre ,  il  est  commode  et  exact , 
dans  la  pratique,  d’évaluer  H" —  X"  à  l’aide  de  la  série 


H" -  *'=  -  H"-;(^)’sin4H" +-s(^)  sin  6 H'  -  - 

ou  de  celle-ci  : 

H"  - X' -  (5?)  sin  2  X"  +  ï(^y  4  r  +  (:-^y  sin6).  + . . . 

selon  que  H"  ou  X"  est  connue. 

Il  est  évident  que  l’on  aura  aussi  entre  H'  et  X',  la  relation 

tang  X'  =  ^  tang  H', 


puisque,  d  après  la  déûnition  ci-dessus,  X'  est  la  latitude  réduite  du 
point  M'  dont  la  latitude  vraie  est  H'.  Même  observation  pour  le 
point  A. 


362.  Legendre  rend  très-facile  l’intégration  des  formules  [b  ,  par 
l  introduction  d’un  angle  subsidiaire  et  quelques  transformations  ingé- 

39.. 
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si  donc  on  intègre,  il  viendra ,  à  cause  de  -  =  i  —  i  £  +  . 
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j  —  [■  +  •» £  sin4).  —  Jj- sin'X]  arc  (cos  =  ^yj 

/  tangX'X 

f  =  arc(cos  =  ^) 

~  [i  Ê  ~  I  £2  —  râ  £2  S*n2  COS  [^arc  ^COS  —  ^r- ^  j 


U  n’y  a  point  de  constantes  à  ajouter,  parce  qu’elles  sont  milles  en 
meme  temps  que  s  et  <p;  en  effet,  X'  se  change  alors  en  X. 

Maintenant  soient 

5  =  arc(coS=^l'),  et  »  =  arc (cos  = 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


COS  <7  — 


sinX' 
sin  X  ’ 


COS  0)  = 


tang  y 
tang  X  ’ 


on  voit  d’abord  que  ces  deux  relations  appartiennent  évidemment  a 
un  triangle  sphérique  rectangle  dont  les  côtés  de  l’angle  droit  sont 
(100*  -  X)et  a,  et  dont  les  angles  opposés  à  ces  mêmes  côtés  sont  res¬ 
pectivement  /  et  w.  De  plus,  il  est  remarquable  que  <7  est  précisé¬ 
ment  1  angle  auxiliaire  employé  par  Legendre;  partant, 


tang  w  = 


tang  ? 
cos  X 


sin  XV  sinJX'\  *" 

sin  X  \  sinJX  / 


sin  2  (7, 


sin3XY  sin’X'X» 

aFÏV-*5^/  =  cosl  «’sin  o-  =  £sin  4  »-+- 1  sin  a  ff  ; 


3  io 

et  par  conséquent 
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(  ~b  =  (  i  +  i  £  sin3  X  —  s3  sin4  X)  a 

i  +  (■§■  £  sin2  X  —  £2  sin4  X)  sin  2  <7 

\  “lie g2  sin4  X  sin  4<7,  * 

(B)  |  9  =  w  —  [Tg  —  |e2  -  sin3 XjacosX 

|  H- âr2  ea  sin2X  cosXsin  2(7. 

Comme  il  est  utile  en  outre  d’avoir  la  valeur  de  a  en  fonction  de  - , 

retournons  la  série  (A),  et  remarquons  que  puisqu’elle  donne  d’abord, 
en  tirant  la  valeur  de  a  développée  jusqu’aux  termes  en  s2  inclusive¬ 
ment,  . 

c  (  l7  =  ï^i‘ïsi“,x+  6T£jïsin*>- 

\  — sinac  sin2?  -4-  -fe e2  sin  aasin4  X 

v  +  âTa  e2  sin4<7  sin4X, 

on  peut  représenter  par  F  (<7)  la  somme  de  tous  les  termes  en  e,  c’est-à- 
dire  faire <7  =  -  +  F  (<7).  Alors,  d’après  le  théorème  de  Lagrange,  on  a 
généralement 

(B)  a  =  i  +  F  (t\  +  d'FW  h-  ^ FM  , 

'  b  \b)  Ida  2.3  dd1  ***, 

sauf  à  faire,  après  la  différentiation,  la  variable  <7  =  (j)-  Or,  en  ne 
conservant  que  les  termes  en  g2,  il  vient  visiblement 

F  W* =  T?  e_  s*n<  ^  "E  T7 e5  sin2  2<T  sin1  >  -f-  ^  g»  sin  2<r  sin4  >  ; 

et  en  différentiant  cette  expression,  comme  on  l’a  dit  tout  à  l’heure 
on  a 

=*‘,sin2  (?)  0082  (?) si“2 (?) (ï) cos2 (i)  si„n. 
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Enfin ,  changeant  F  (<7)  en  F  (i'j  ,  on  arrive  définitivement  à  cette  série , 

7  =  b  t1  ï s  sin2  ^  +  Ti  S2  sin4  X) 

~sina  (s)(i*“n^-A*’sin*X) 

+  ïcosa(?)(Tî£as in*  A) 

+  Ts7  (1  sin  4  sin*).; 

ce  qu’il  failait  trouver.  On  y  parviendrait  aussi  par  une  méthode  tout 
a  fait  élémentaire,  celle  des  coefficients  indéterminés;  mais  le  calcul 
serait  un  peu  plus  long.  Il  faudrait,  dans  ce  cas,  supposer 

(E')  <T  =  j  +  P£  +  Q£2+..., 

et  tirer  de  là 

sin  20-  =  sin  2  (^j  -+-  2Pe .  Cos  2  ^ ,  sin  4<7  =  sin  4  ^  ; 

ensuite  substituer  ces  valeurs  dans  la  série  (C)  ordonnée  par  rap¬ 
port  à  e,  puis  la  comparer  terme  à  terme  avec  la  précédente  (E');  ce 
qui  fournirait  autant  d’équations  de  condition  qu’il  y  a  de  coefficients 
à  déterminer. 

Les  résultats  (A) ,  (B),  (E)  sont  les  memes  que  ceux  auxquels  Le¬ 
gendre  est  arrivé  par  une  autre  voie,  et  procurent  le  moyen  de  ré¬ 
soudre  un  triangle  sphéroïdique  formé  par  deux  méridiens  et  une 
perpendiculaire  à  l’un  d’eux,  en  sorte  qu’il  est  possible  de  vérifier  si 
les  observations  de  latitude,  de  longitude  et  d’azimut  faites  en  diffé¬ 
rents  points  de  cette  perpendiculaire  s’accordent  avec  l’hypothèse  for¬ 
mée  sur  la  figure  de  la  Terre.  Voici  d’ailleurs,  d’après  ce  qui  précède, 
les  formules  qui  répondent  directement  à  cette  question. 

363.  Soient,  comme  ci-dessus,  2a,  2 b  le  grand  et  le  petit  axe  de 

1  ellipse  du  méridien,  et  e  = — ;  soient  en  outre  s  un  arc  de  plus 

courte  distance  perpendiculaire  à  ce  méridien;  H,  H'  les  latitudes  de 
ses  extrémités  M,  M';  <p  la  différence  en  longitude  de  ces  mêmes  points  ; 
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et  supposons  l  are  s  perpendiculaire  au  méridien  qui  passe  par  le 
point  M.  Enfin  soient  X,  X'  les  latitudes  réduites  de  M  et  de  M';  on  aura, 
d  après  les  propriétés  de  la  plus  courte  distance  sur  la  surface  du  sphé¬ 
roïde  de  révolution,  et  quelle  que  soit  la  longueur  de  cette  ligne, 

b  b  * 

(i)  tangX  =  -tangH,  (a)  tangX'  =  -tangH', 


//n  tangX' 

W  cosu  = 


(5)  tangw  = 


(g  =  t(i  — t£  stn2  ^  *+■  ik  sin4  X) 


-  sin  2  ^({ssin2X— Yj£asin4X) 

l  cos  3  .(j)  (tVs>  sin‘X) 

■  2Î«£“sin4  (j)  sin*X...; 


(y  =  w  —  (£s  —  f  e2  —  -pg  £2  sin2X)  0-cosX 

l  ■+■  Tî  £2sin2XcosXsina<7...  ; 


on  aura  en  outre 


Y'  étant  l’angle  que  l’arc  ^  fait  avec  le  méridien  qui  passe  par  son  ex¬ 
trémité  M'. 


564.  La  ligne  la  plus  courte  menée  perpendiculairement  au  méri¬ 
dien,  affecte  une  figure  qu’il  est  aisé  de  se  représenter  d’après  cette  so¬ 
lution;  car  lorsque  g  =  90°,  on  a 

X'  =  o ,  H'  =  o ,  w  =  90°, 
et 

y  =  90°.[i  —  ({■£  —  |e2)cosX  e3  sin2XcosX]. 

Le  point  de  cette  ligne,  qui  correspond  à  la  valeur  de  g  =  90°,  est 
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an’il  îjS*tU^t  SUI  !éqilfteilrî  mais  sa  ^onëitllc^e  est  moindre  que  celle 
à  l’apJatiTsemènt  a  =  >T-  fs“  +  qUantité  *  pe"  P"'S  ProPortionnel|c 

d’eÏe'dont  Ta  ^  ~  ^  ‘  U"  qUar' 

S  =  b(i  +  sin2 X  —  ^  e 2  sin4 À) 9o°. 

Lorsque  ensuite  <7  =  i8o°,  on  a 


*'  =  — X,  H'  =  —  H 


w  =  i8o°; 


amsi  les  valeurs  de  <p  et  de  ,  deviennent  doubles  de  ce  qu’elles  étaient 

point 'a*1'  f fia-  ~0  a*°”  ’fa,Kps  Vf  l’azimut  V'  est  de  90»,  comme  au 
P-,  '  a8^‘  Donc>  la  Lgne  géodésique,  après  avoir  traversé 

od  elTeTst’dTn111  '*  para"èle  qf  a  la  mém<!  latit»do  que  le  point  4, 
elle  est  de  nouveau  perpendiculaire  à  la  méridienne.  Si  l’on  nro 

longe  encore  cette  ligne,  elle  passera  semblablement  du  second  hé 
misphere  dans  le  premier,  et  parviendra  au  même  parallèle X  é  e‘ 

2LPTl  mr'S  dan;  Un  P°int  fliffé,’em’  P^queï.  longRude  de  e 
point,  au  lieu  d’etre  de  36o°,  sera  5  “ 

36o°[i  -(|e  -a6»)cosX  + Jfj'sta'XcosX]. 

ta  dem  r,„i,èta x  d:r„  ■ *  a** 

-  r*"  **  *  «"*  i 

pour  demi-axes  b  et  b  esin^)  P  } 

on^gaCent  lieu  pourTme  Ze  géod  d’après  L^ndre- 

conque  à  un  autre  de  IVtl  g  ,  g  <leSI<llle  ,ne,lee  d  ,ln  Poim  quel- 

partie  d’une  perpendiculaire  fuL*  méridienne*  (^Se*  Mémluea't' 
de  ce  savant  géomètre).  ^  y  ^mon  e  cite 

IL 
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Il  est  une  autre  ligne  dans  l’ellipsoïde  de  révolution  qu’il  est,  sinon 
utile,  du  moins  curieux  d’examiner  en  Géodésie;  c’est  la  développée 
d’un  méridien  ( Jig .  4o).  Pour  en  obtenir  l’équation ,  il  faut  partir  de 
celle  de  ce  méridien ,  qui  est 


et  remarquer  que,  par  la  théorie  des  osculations,  l’on  a 


xt  et  yK  étant  les  coordonnées  courantes  de  la  développée  ou  de  l’un 
des  centres  m{  de  courbure.  Alors,  en  différentiant  deux  fois  de  suite 
l’équat.  (1),  il  vient 


jd2J  -  : 


i  + 


*?)' 


et  les  équat.  (2)  donnent,  avec  un  peu  d’attention, 

(  ax,  \T  _  x  /  by ,  \T  _  y 

V  ~b’ 


valeurs  qui  changent  l’éq.  (1)  en  celle  de  la  développée,  savoir . 

ta.)' -(&)*-■. 

ou  pour  abréger, 

(A*,)» -h  (B ^  =  ,. 

Enfin ,  faisant  disparaître  la  puissance  fractionnaire ,  on  a  cette  fonc¬ 
tion  rationnelle 

(1  -  A’x;  -  B’/;)*  =  27  A’x; .By; , 


dont  la  discussion  montre  que  la  développée  de  l’ellipse  enveloppe  un 
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espace  curviligne  aba'hl,  composé  de  quatre  branches  égales,  et  sy¬ 
métriquement  placées  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées  qu’elles 
rencontrent  aux  points  de  rebroussement. 


Du  triangle  formé  par  deux  méridiens ,  et  la  ligne  la  plus  courte  qui 
en  joint  deux  points  quelconques. 

36a.  Considérons  maintenant  deux  triangles  sphériques  pm'a ,  pm"a 
(fig.  28  et  29)  correspondants  aux  triangles  sphéroïdiques  PM'A, 
PM  A  ;  et  supposons  que  les  azimuts  V',  V"  soient  les  mêmes  de  part  et 
d  autre,  mais  que  les  latitudes  des  points  a,  ml,  m'  soient  X,  V,  X". 
Enfin,  représentons  respectivement  par  <7',  a",  ?  les  arcs  am\  am‘, 
m'm"-,  par  u"  les  angles  m'pa,  m"pa :  on  aura,  par  la  propriété  des 
triangles  sphériques  rectangles,  ou  en  vertu  de  l’art.  362,  les  rela- 
fions  suivantes  : 


I 

II 

III 


cosX  = 

COS  <7'  = 

tang&j'  = 


cosX'  sin  Y', 

sin).' 
sin)  ’ 
tang  a' 

cos)  7 


sin  a'  =  sin  w' cosX', 
cosw'  =  cosc'sinV', 
sin  a'  sin  X  =  cos  V'  cos  X'. 


Celles  qui  composent  le  premier  système  donneront  la  position  du 
point  A,  lorsque  le  point  M'  sera  donné.  On  a  en  outre,  par  rapport 
au  point  M",  rr 

IV  sinX"  =  sin  X  cos  <7", 

V  tango"  = 

&  cos)  ’ 

VI  cos  X"  sin  Y"  =  cos  X' sin  V'; 
enfin  la  proportion  des  quatre  sinus  donne 

(K)  sin  lu"  -  u')  =  sin  (v"— v')  sin  V' 

J  cos) 

On  pourra  donc,  à  l’aide  des  relations  (IV,  V,  VI),  déterminer  trois 
des  quatre  variables  H",  <j",  w",  Y",  quand  l’une  d’elles  sera  connue. 

De  là  et  des  formules  (A),  (B),  art.  5(>2,  on  tire  généralement  deux 
autres  équations  relatives  au  triangle  sphéroïdique  obliquangle  PM'M' 

4o.. 
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dans  lequel  M'M"  =  s ,  et  la  différence  en  longitude  M'PM"  =  ç,  savoir  : 

l  =  V  ~  *)  (i  ■+■  Tesin2X  -  ^e2  sin4X) 

+  (sin  2cr"  -  sin  ao*)  (|e  sin2X  -  ^ô2  sin4X)  * 

—  (sin  L \<7 "  —  sin  4c-')  s2  sin4  X), 

?  —<*>'  —  (a"  —  O7)  (I  £  —  f  £2)  COsX 

+  (<r"  -  y  +  x  sin  aa"  -  |  sin  te') .  fa  £2  sin2  X  cosX). 

Toute  la  théorie  des  triangles  sphéroïdiques  est  renfermée  dans  les 
équations  précédentes;  mais  il  est  des  cas  qui  présentent  d’assez  grandes 
difficultés  d’analvse  pour  combiner  ces  équations  de  manière  à  en  dé¬ 
duire  les  valeurs  de  certaines  inconnues.  Le  problème  le  plus  simple, 
apres  celui  que  résolvent  directement  les  équations  fondamentales’, 
c’est  lorsqu’il  s’agit  de  déterminer  les  éléments  H",  V",  au  moyen  des 
autres  éléments  connus  H' et  V'  et  de  la  longueur  s  de  la  ligne  la  plus 
courte  M'M".  En  effet,  les  relations  I,  II,  III  feront  d’abord  connaître 
X,  o2  et  ta';  puis  de  la  formule  VII  on  tirera,  par  l’un  des  procédés 
expliqués  à  l’art.  562,  la  valeur  suivante  : 

IX.  »".=  <r'  +  ’  (i  —  j  s sin2 X  -t-  ^e2sin*X) 

-  sin  \  cos  (w  +  Çj  (X  £  sin2  X  -  x  £2  sin‘  X) 

+  sin  i  cos  (atT2  +  l'j  cos  (a,-  +  2  0 

+  sinaicos(4a'  +  aî)(^); 

ensuite  on  obtiendra  X",  w"  et  V"  par  les  équations  IY,  Y,  YI ,  et  enfin  a 
par  l’équation  VIII. 

Il  est  encore  assez  facile  de  résoudre  le  problème  suivant,  déjà  traité 
à  l’art.  199,  mais  seulement  pour  le  cas  où  la  ligne  géodésique  est  de 
Tordre  de  l’aplatissement  de  la  Terre. 

Etant  données  les  latitudes  de  deux  points  situés  sur  l’ ellipsoïde  de 


VII 


VIII 
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révolution  j  et  leur  différence  en  longitude,  trouver  leur  plus  couHe  dis¬ 
tance  et  les  azimuts  de  cette  ligne  géodésique. 

Soient  pour  données,  les  latitudes  vraies  H',  H"  des  points  M',  M",  et 
9  leur  différence  en  longitude  (  Jig .  29).  On  calculera  d’abord  les  lati¬ 
tudes  réduites  X'  et  X"  à  l’aide  des  relations 

tangX'  =  ~a  tang  H',  tangX"  =  *  tangH", 


et  l’on  passera  ensuite  du  triangle  géodésique  au  triangle  sphérique 
correspondant,  dont  les  côtés  et  l’angle  compris  sont 


9®  X  ,  90  —  X  ,  U  —  U  —  tù' . 

Mais  la  différence  de  longitude  réduite  w  est  une  inconnue  qu’il  faut 
déterminer  au  moyen  de  la  différence  de  longitude  vraie  <p;  et  ce  qu’il 
y  a  de  plus  simple  à  faire  à  cet  égard ,  c’est  de  procéder  par  la  mé¬ 
thode  des  approximations  successives,  ainsi  qu’il  suit. 

D’abord  on  voit,  par  la  formule  VIII  précédente ,  que  u"  —  ou  w 
diffère  peu  de  <p.  Supposons  donc  en  premier  lieu  w  =  <p;  alors  le 
triangle  sphérique  m'pm"  dans  lequel  les  angles  azimutaux  V',  V"  sont 
les  memes  que  dans  le  triangle  sphéroïdique ,  étant  résolu  par  les  ana¬ 
logies  de  Néper,  on  aura 


,angx(V  +  v»)=ta„g 
,angi(y'-V”)=tangif§ig±P). 
Ayant  trouvé  approximativement  V'  et  V",  on  calculera 


puis 

et 


X  par  la  formule  cosX  =  cosX'sinV', 

sinY 
siaX’ 
sinY' 
sin>* 


«/par. 
g"  par. 


COS  (T7  = 
COS  G"  — 


Ensuite  avec  ces  données  approchées  F on  déterminera ,  au  moyen  de 
la  série  VIII,  une  nouvelle  valeur  de  w,  laquelle  étant  mise  à  la  place 
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de  <p  dans  les  analogies  précédentes,  donnera  lieu  à  d’autres  valeurs 
de  Y'  et  V"  qu’on  pourra  regarder  comme  suffisamment  exactes,  pour 
en  avoir  de  nouvelles  de  X,  g'  et  g" .  Enfin  ces  dernières  étant  em¬ 
ployées  dans  la  série  VII,  on  aura  Cette  solution  générale,  dontJLe- 

gendre  n’a  pas  parlé,  se  présente  naturellement  à  l’esprit. 

Les  formules  que  Dionis-du-Séjour  a  publiées  sur  le  même  sujet, 
dans  le  deuxième  volume  de  son  Traité  analytique  des  mouvements 
des  Corps  célestes ,  sont  représentées  par  les  précédentes  I,  II,  IV,  VI , 
(K),  et  par  les  séries  VII,  VIII,  IX,  dans  lesquelles  on  supprimerait 
les  termes  en  e2.  Ces  séries  ont  évidemment  lieu  quelle  que  soit  la  gran¬ 
deur  delà  ligne  géodésique  s ,  et  leur  convergence  ne  dépend  que  de 
la  petitesse  de  e.  Pour  le  sphéroïde  terrestre ,  cette  quantité  diffère  peu 
de  ^  :  on  peut  donc  négliger  presque  toujours  les  termes  en  s2;  mais 
lorsque  la  ligne  géodésique  est  très-petite  ou  de  l’ordre  e,  ainsi  que 
cela  a  lieu  dans  la  pratique  des  opérations  géodésiques,  il  est  plus  com¬ 
mode  de  développer  d’une  manière  particulière  les  formules  relatives 
au  triangle  PM'M",  dans  lequel  M'M"  est  très-petit  par  rapport  aux 
deux  autres.  Ce  développement  fera  l’objet  des  articles  suivants. 

566.  Par  ce  qui  précède,  on  a 

sinX"  =  sin  X  cos  (g1  H-  2*) , 
sinX'  —  sin  X  cos  <7', 
sinX  sine'  ==  cosV'cosX'. 

Ces  relations  sont  d’un  merveilleux  secours  pour  la  solution  du 
problème  qu’il  s’agit  de  résoudre  maintenant.  D’abord  si  dans  les 
équations  [b')  de  l’art.  361,  qui  font  voir  que  X"  est  compris  entre 
-h  X  et  —  X,  on  fait,  pour  cette  raison, 

sinX"  =  sinX  cos <7", 

d’où  il  suit  que  g "  =  g*  H-  £;  elles  deviendront,  par  la  substitution  de 
cette  valeur,  et  en  faisant  de  plus  a 2  =  b2  (1  -f-  *), 

,  _  b  cos> .  dn"  1  —h  e  sin2 'a  cos2  a" 

a{  1  — sinJ  \  cos1  <r")  ’ 

ds  =  bdG"^ 1  H-  e  sin2  X  cos2  a"; 
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mais  puisque  <7"  —  <7'  -4-  on  a,  en  regardant  <7'  comme  constant, 

da"  = 


de  plus,  si  l’on  fait  ^  =  U,  on  aura 

J  =  M’ 

et  U  pourra  être  considérée  comme  une  quantité  très-petite  du  même 
ordre  que  e  ;  partant 

dU  =  d%\J  1  -+-  i  sin2X  cos2  (<7'  +  £). 

Or,  pour  n’admettre  dans  la  valeur  de  U  que  des  termes  du  troisième 
ordre,  il  suffira  de  prendre 

cos  (o-'  -(-  £)  =  cos  <7'  —  |  sine-', 
cos2 (a'  -h  I)  =  cos2 <7'  —  sine'  cos <7', 
cos4  (a'  -+-£)  =  cos4  <7'; 

et  comme  le  développement  de  l’équation  précédente  est 

d\J  =  d%  [1  4-  sin2X  cos2  (<7'  -4-  |)  —  £  e2  sin4  X  cos4  (<7'  -+-  §)], 

on  a,  en  intégrant  entre  les  limites  rtï  et  m",  et  remarquant  que  la 
constante  est  nulle,  vu  que  U  et  £  s’évanouissent  en  même  temps, 

U  =  esin2Xcos2(7'—  ^£2sin4Xcos4  a')  — •  ||2(e sin2Xcos<7'  sin  <7'); 

ensuite,  si  l’on  a  égard  aux  deux  dernières  relations  (6),  il  vient 

U  =  £  (1  +  2 e  sin2  X'  —  j  £2  sin4 X')  —  \ e  cos  V'  sinX'  cos X'r 

et  réciproquement,  par  le  retour  des  séries, 

(i')  |  =  U  (1  —  \  e  sin3  X'  -h  f  e2  sin4  X')  -+-  \  U2  e  cos  V'  sin  X'  cosX'  ; 

d’où 


S2  2  U2(i  -  £sinaX'),  V  =  u’- 
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Actuellement,  il  s’agit  d’obtenir  le  développement  delà  latitude  X" 
en  fonction  de  X'  et  des  puissances  de  l’arc  ?,  sur  une  sphère  dont  le 
rayon  est  b  :  or,  a  cet  égard ,  le  théorème  de  Maclaurin  donne 


Les  valeurs  des  coefficients  différentiels  des  différents  ordres  étant  rap¬ 
portées  au  point  ou  ?  =  o,  on  a  (art.  195),  en  se  bornant  aux  termes 
de  l’ordre?3,  et  comptant  les  azimuts  V',  V"  du  nord  à  l’est, 

X"  =  X'-| cos  V'  -  |i3  sin3  V'  tangX'  +  A|3  sin3  V'  cos  V'(f -+-  tang3  X')  ; 

puis  mettant  dans  cette  équation ,  pour  |  sa  valeur  précédente  l’on  a 
à  l’égard  du  sphéroïde , 


~  UcosV'(i  —  £esin2X'  -h  fs2sin4X') 
)  ~  i  U2  sin2  Y'  tangX'  (i  —  £  sin2  X') 

|  —  ^  eU2  cos2  V' sinX'cosX' 

l  -h  |US  sin2  V' cosV' (-j -f-  tang2X'). 


L’azimut  V"  se  détermine  avec  la  même  facilité;  car,  suivant  la  no- 
taîion  actuelle,  on  a 


et  par  l’article  cité , 


V*  =  V'  —  |  sin  V' tangX' 

-h  sin  V'  cosV'  ({  -h  tang2X') 

-  |3  sin  V'  cos3  V'  tang X'  (  i  +  |  tang3  X') 

-+-  ?3  sin  V' tang  X'(A  +  .i  tang3  X'); 


puis  éliminant 
effectuer, 


(m') 


il  vient,  apres  quelques  transformations  faciles  à 

-  U  sin  V'  tangX'  (i  —  £  t  sin3X'  +  f  i3  sin*  X') 

+  U3  sin  V'  cos  V'  (A  -t-  tang3  X'  —  £  tang3  X'  ) 

+  U3  sin3  V'  tangX'  (A  +  a  tang3  X') 

-  U3  sin  V'  cos3  V'  tangX'  (f  +  tang3  X') 


V"  -  V' 
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Quant  à  la  différence  en  longitude  =  <p"  —  ç>',  elle  ne  peut  être 
calculée  aussi  aisément  :  voici  comment  l’on  parvient  à  son  expres¬ 
sion. 

Pour  décomposer  en  deux  parties,  s’il  est  possible,  le  second  mem¬ 
bre  de  la  première  équation  (c'),  soit  fait 


,  da  "  cos  \  Cda"  cos  1 

df=—  +  : 


i  —  sin5  X  cos’  a"  a  (  i  —  sin5  \  cos5  <x"  )  ’ 


C  étant  un  coefficient  qu’il  s’agit  de  déterminer;  et  soient  égalées 
entre  elles  les  deux  valeurs  de  dy,  on  trouvera  sur-le-champ 

C  =  —  [a  —  b)  \j  i  -h  g  sin2  X  cos2  <7"; 


ainsi  le  deuxième  terme  de  la  valeur  hypothétique  de  dy  prend  la 
forme  suivante, 


—  dv"  cosX 


[a  —  bsj  1  +  s  sin5),  cos5 a "  “j 
a{  1  —  sin5)  cos5  o-")  J’ 


et  en  multipliant  haut  et  bas  par  a  -h  b  \  i  -h  6  sin2  X  cos2  <7",  puis  se 
rappelant  que  à1  —  b2  =  ùae,  on  a 


b-t  cos) 


da" 


a  a  -h  b  sj  ï  -+-  s  sin5 )  cos5  a  " 1 

donc  la  valeur  de  dy  devient 

j  _  da"  cos)  b2i  cos  1  da" 


a  -H  b  y  1  -h  e  sin5)  cos5  a  " 


Enfin  prenant  l’angle  d’après  la  formule 
tang  w"  =  ^6^' 

^  COS )  ’ 


donnée  par  la  propriété  du  triangle  sphérique  rectangle  pm"a ,  et  fai¬ 
sant  attention  qu’à  cause  de 


da„  _  aog£_ 

1  -h  tang5  w"  f 


d’où  dtù"  = 


da" cos) 

1  —  sin5  )  cos5  a" 


II. 


4 
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d(p  =  du"  — 


V'i-besin3XcosJ<7/' 


Avant  d  intégrer  cette  équation,  il  convient  de  lui  faire  encore  subir 
une  transformation,  pour  la  composer  des  seules  quantités  relatives 
au  triangle  M'PM":  or,  on  a,  par  ce  qui  précède, 

a  =  b\!  i  +  s,  cosX  =  sinV'  cosX'  et  cos  </  = 

sin  X  7 


d<p  —  du"  — 


rfÇ.esinV'  cosX' 

2  (  i  -+-  e  —  -J-  s  cosJ  X') 


=  du"  —  \d%.z  sin  Y'  cosX'  (i  —  £  h-  \  g  cos2  X') , 

et  intégrant  entre  les  limites  m'  et  m ",  il  vient 

?"  —  ?'  =  «■>"  —  w'  —  |  s  |  sin  Y'  cos  X'  (  i  —  g -f-  {scos2X'), 

m"  —  u'  étant  la  différence  en  longitude  des  méridiens pm!\  pm'  sur 
une  sphère  du  rayon  b.  Mais  dans  ce  cas, 

+  (f)  s- i  (%)  e  +  *  ££)  • 

Ainsi,  déterminant  la  valeur  des  coefficients  différentiels  (art.  195),  on 
obtient,  avec  un  peu  d’attention, 

„  ,  >.  sinV'  sinV'co$V' 

“  -  “  =  cosr  -tang* 

+  1 1*  (4  tang>  X'  +  ,)  -  H1 


_//  _/ r  v  sin^'  v2  sin  V'  cos  V' 

9  ~  ~  tangX' 

—  sin  V'  cos  X'(i  g-f-i-g  cosa  X') 
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enfin  si  l’on  exprime  ?  en  fonction  de  U,  on  aura,  toutes  réductions 

<p')  cosX'  =  U  sinV'(i  —  l£  -+.  ie*) 

—  U2  sinV'cosV'tangX'(i  —  s  -h  i  g cos2X') 

H-  U3  sin  V'  cos2  V'  ({  +  tang2  V) 

—  U3  sin3  V'(|tang2X'). 

Ce  sont  ces  formules  mêmes  que  Legendre  a  publiées  dans  son  Mé¬ 
moire  sur  les  triangles  sphéroïdiques  :  bien  entendu  qu’il  faudra,  dans 

toutes,  faire  U  =  Ç  r",  U2  =  —  r"  TT3  —  **  r" 

b  f  b’1  r  1  ^  —  b3  r  *  a*ln  **  avoir  en  secondes , 

les  termes  où  ces  quantités  entrent  comme  facteurs.  On  juge,  à  leur 

inspection  ,  de  l’influence  de  l’excentricité  de  la  Terre  sur  les  quantités 

qui  en  dérivent,  en  y  mettant  pour  £  sa  valeur  < — ;  —  e2^(art.  167)- 

et  elles  mettent  à  même  de  pouvoir  apprécier  en  outre  le  degré  d’exac¬ 
titude  des  formules  (a'),  (p),  (?)  des  art.  192  et  195;  mais  comme 
elles  entraînent  dans  de  longs  calculs,  nous  allons  leur  faire  subir  des 
transformations  qui  auront  le  double  avantage  de  les  rendre  d’une  ap 
pncation  beaucoup  plus  facile,  et  de  prouver  que  celles  de  l’article 
cite,  que  nous  avons  déduites  de  considérations  moins  rigoureuses 
leur  sont  identiques. 


Simplification  des  formules  géodésiques  précédentes. 

367.  D’abord,  pour  nous  conformer  à  la  notation  de  l’art.  192 
nous  nommerons  X,  X'  les  latitudes  réduites  des  extrémités  de  la  ligne 
géodésique  K,  et  nous  désignerons  par  Z  l’azimut  de  cette  ligne, 
compté  du  sud  à  l’ouest  sur  l’horizon  du  point  dont  H  est  la  latitude 
vraie  et  X  sa  latitude  réduite.  Alors  la  série  précédente  (/')  donnera  - 

^  ~  ~  ~  cosZ  —  sin2  Z  tangX 
K3 

— { £  -£7  c°s2  z  sin  X  cos  X 
■+■  i^jsin2ZcosZ(i-f-3tang2X)..., 
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en  faisant  d’ailleurs 
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r  =  b y  i  -+-  esin2X, 
ou 

l-  =  ^(i  —  4-£sinaX  -b  |e2  sin4  X...).  ^ 

Ensuite,  pour  en  éliminer  les  latitudes  réduites,  on  tirera  des  relations 
tangX  =  ^tangH,  tangX' =  ^  tang  H', 
cette  série  régulière  et  très-convergente  (art.  95) 

;  (2)  H'— H=X'  —  X-b/n (sin 2X'  —  sin 2X) (sin 4X'  —  sin  4X)  +  .... , 

b7 

dans  laquelle  m  =  |  e2  -b  £  e* . . . .  ;  e2  =  e  -  étant ,  comme  Ton  sait ,  l’ex¬ 
centricité  des  méridiens.  Ces  memes  relations  donnant  ces  valeurs  ap¬ 
prochées  , 

sinX  =  sinH(i  —  {e2  -b  {e2  sin2 H), 
cosX  =  cosH(i  -b \e2  sin2  H), 
tangX  =  tangH(i  —  ±e2  — 

il  s’ensuit  que  l’on  aura 

sin  2X  =  sin 2H (  1  -|eJ  +  e2  sin2  H), 

C0S2X  =  1  —  2sin2H(i  —  e2  -b  e2  sin3 H), 
cos4X  =  1  —  8sin2Hcos2H, 

en  ne  tenant  compte  toutefois  que  des  termes  du  premier  ordre  en  s. 

D’un  autre  côté,  la  valeur  ci-dessus  de  r  étant  développée  au  même 
degré  d’approximation ,  l'on  a 

r  =  a(i  —  \e2  -b  |  e2  sin2X)y 

d’où 

p  =  p(i  4-  \e2  —  \e2  sin2 H), 

puisque  sin2  X  =  sin2  H  (1  —  e2  -b  e2  sin2  H).  Ainsi  la  série  (1)  donnera 
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sur-le-champ 

*'  =  *  -  ^cosZ(i  +ie>  -  ie*sin2H)  -i^-sin^tangH, 

en  n’ayant  toujours  égard  qu’aux  termes  du  premier  ordre. 

Maintenant,  si  l’on  prend  le  sinus  du  double  de  cette  valeur  appro¬ 
chée  de  X',  et  que  pour  abréger  l’on  fasse  X'  =  X  —  Q,  on  aura 

K2 

sin  aX'  =  sin  aX  —  —  cos2 Z  sin  2X  —  2Q  cosaX. 

Par  un  procédé  semblable  on  obtiendra 

sin4X'  =  sin4X  —  4  ^  cos  Z  cos4X. 

Ces  dernières  valeurs  et  lés  précédentes  étant  introduites  dans  (a), 
et  l’approximation  étant  poussée  jusqu’aux  quantités  du  troisième 
ordre  inclusivement,  on  aura  pour  le  deuxième  terme 

m  (sin  aX'  —  sin  aX) 

=  —  2  cosZ  (1  +  1  e2  —  2sin2  II  -4-  \  e2  sin2  H  —  e1  sin ‘H) 

K2  .  K2 

—  m  — sin2Z  tangH(i  —  asin2H)  —  un  —  cos2  Z  sin  H  cos  H, 

et  le  troisième  terme,  à  cause  de  la  valeur  ci-dessus  de  sin4X',  prendra 
cette  forme  : 

i  m2  (sin  4X'  —  sin4X)  =  —  a  m2  ~  cosZ  (1  —  8sin2  H  cos2  H). 

Enfin,  mettant  pour  m  et  m2  leurs  valeurs,  la  série  (a)  se  changera 
en  cette  autre  : 

H7  —  H  =  —  -  cosZ(i  H-  e2  -H-  e4  —  f  e2  sin2H  —  fe4sin2H-+-  f  e4sin4H) 
-  sina Z  tangH (i  +e2-  ne2 sin2 H)  -  |ea  ^ cos2  Zsin  aH 
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Sous  cette  forme  la  différence  des  latitudes  H',  H  est  sans  doute  fort 
compliquée;  mais  si  l’on  a  égard  à  ce  que  la  normale  N  au  point  H ,  et 
le  rayon  p  de  courbure  du  méridien  au  même  point  donnent  respecti- 
vement 

N  =  , - - - r=a(i+iessin2H+fe‘sin‘H...),  p  - 

p  =  a(i  -e2  +  fe2sin2H  -4e‘sinJH+J^e‘sin<H..>j,  • 
la  série  (3)  se  changera  en  celle-ci  : 

!/  R 

H'  —  H  =  y  cos  Z  —  -i  —  sina  Z  tang  H 

—  |  ea  5-  cos2  Z  sin  H  cos  H 
—  i^sin2ZcosZ(i  -4-  3tang3H)..., 

Cette  formule,  tout  à  fait  semblable  à  celle  (1),  s’évaluera  assez 
promptement  à  l’aide  d’une  table  des  log.  de  N  et  de  p.  Elle  prend 
une  forme  encore  plus  simple  en  multipliant  et  divisant  à  la  fois  le 
premier  terme  par  le  rayon  de  courbure  du  méridien  correspondant 
au  milieu  de  l’arc  H'  —  H;  c’est-à-dire,  par 

R  =  a(i  -e2)[i^-e3sina^(H-4-H,)]“*. 

En  effet,  si  l’on  pose  H'  —  H  =  ,  011  aura 

i(H  +  H')  =  H  +  i<?H, 

et  comme  <fH  est  du  même  ordre  que  la  ligne  géodésique  K  ou  que 
l’aplatissement  de  la  terre,  la  valeur  finie  de  R  étant  développée  en 
série  deviendra,  à  cause  de 

sin2  (H  -t-  i  <?H)  =  sin2  H  -+-  <JH  sin  H  cos  H  ; 

cette  valeur,  disons-nous ,  sera 

5.=  1  —  |  e2  ^  cosZ  sin  H  cos  H , 
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et  par  conséquent  l’on  aura  à  très-peu  près 
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P  R 

ainsi,  en  définitive, 


K  „  K  v* 

-cosZ  =  -rcosZ-Ae!“- 


cos2  Z  sin  H  cos  H  ; 


(4) 


(H'  -  H  =  -  |  cosZ  ~  T  ^  sin2 Z  tangH 

J  K.3 

[  +  ijüN-Jsin2ZcosZ(i  +  3tang2H), 


expression  qu’il  faudrait  diviser  par  sin,"  pour  l’avoir  en  secondes  de 

Il  est  évident  maintenant  que  si  l’on  supprime  dans  le  dénomina¬ 
teur  de  chaque  terme  le  facteur  R,  cette  formule  se  rapportera  préci¬ 
sément  a  une  sphère  du  rayon  N,  et  donnera  en  unités  métriques 
avec  toute  la  précision  désirable,  la  distance  des  parallèles  des  extré- 
ntes  du  cote  R,  ce  côté  eût-il  plus  d’un  degré  et  demi  d’amplitude- 
propriété  a  laquelle  on  peut  sans  doute  arriver  par  une  voie  plus  élé’ 
men  taire,  ma,  dont  la  démonstration,  pour  être  rigou^  pal 
devoir  reposer  essentiellement  sur  la  considération  de  là  ligne  la  pins 
deUX  P°mtS  qUelC°nqUeS  de  Ia  surface  de  l’elhpsoïde*  de 

11  est  à  remarquer  que  cette  distance  des  parallèles  se  calculerait 
aussi  a  1  aide  d’une  formule  plus  simple,  déduite  de  l’une  des  anX 
gies  de  Neper,  si  1  on  connaissait  les  azimuts  respectifs  Z,  Z'  des  extré 
d,  K.  EnelFel,  d„„,  I,  ,phéH,„.  J, , 

“.«ï‘ U  «  «— 

tangi(a  -  b)  =  tangXf  sinf(A-B) 

B  2  sin*(A+B)» 

on  aura,  en  employant  la  notation  géodésique  ordinaire, 

tangi  (rfM)  =  tang±K “Üï±2 
puisque  **i(Z’-Z)’ 

A  =  1800  -  Z ,  •*  B  ==  Z' 


-180»,  et  (a-6)=H'-H  =  dH. 
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Réduisant  en  série,  puis  substituant  les  arcs  à  leurs  tangentes,  on 
trouvera  sans  difficulté,  sur  une  sphère  du  rayon  N, 

M  _  Ksini(z'-hz)  F/  1  R2  sinZ'sinZ  I 

(1M  ~  sinj(Z'-Z)  L1  12  N*  sin’j(Z'-Z) j 


Cherchons  pour  exemple  la  distance  méridienne  de  Campvey  à  Dé- 
sierto  (PL  X,  tome  I)  sachant,  (art.  201)  que  le  log  R  de  ces  deux 
points  est,  en  mètres,  log  K  =  5,2065667  ; 


qu’à  Campvey  Z  =  i5o°,53o6.4, 
qu’à  Désierto  Z' =  349,5940.8, 

et  enfin  qu’à  la  latitude  moyenne  44%  on  a  log  N  =  6.8051869. 
Cela  posé,  la  formule  ci-dessus  donnera  en  toises 


Ier  terme. 

log  R  =  5,2065667 
9,7101800 
1.  sin{(Z-hZ')  =  9,8499099 
c.  1.  sin^(Z'-Z)  =  0,0000118 
log  ier  terme  =  4 ,7666684 
Ier  terme  58434T,64 

2e  terme  1  ,54 

distance  méridienne  58436  ,18 


2e  terme. 

log  Ier  terme  4,76667 

log-fâ  =  8,92082  — 
log  R2  =  o,4i3i3 
l.sinZ'  =  9,85223  — 
l.sinZ  =  9,84583 
2  c.  log  N  =  6,38964 
2C.  1.  sin^(Z' —  Z)  =  0,00002 


1.2e  terme  =  0,1 8834  4- 


et  c’est  précisément  ce  qu’il  fallait  trouver. 

Cette  formule  très-exacte  est  donc  une  de  celles  qu’on  pourra  en¬ 
core  employer  pour  la  rectification  d’un  arc  de  méridien.  Enfin  elle 
donnerait  la  différence  des  latitudes  des  extrémités  de  R  en  multipliant 

Dar  — ! — _  le  second  membre. 

*  R  sin  1 

La  formule  (4)  pouvant  s’écrire  de  la  sorte  : 


H'  -  H  =  - 


R  cosZ  N 
N  sin  1"  *  R 
t  K3  sin2ZcosZ 
*  N3  sin  1  " 


1  K*  sin*  Z  u  N 
-^s-kT^^-R 

(1+  3tang2H)rvjr, 
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il  s’ensuit  qu’un  triangle  formé  par  deux  méridiens  elliptiques  et  un 
arc  de  plus  courte  distance  peut  se  résoudre,  dans  tous  les  cas  pra¬ 
tiques,  comme  un  triangle  sphérique  de  même  espèce.  En  d’autres 
termes,  on  a  ce  théorème  :  La  différence  de  latitude  des  sommets  d’un 
triangle  géodésique  sur  le  sphéroïde  terrestre  est  à  leur  différence  de 
latitude  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  égal  à  la  normale  correspon¬ 
dante  terminée  au  petit  axe ,  comme  cette  normale  est  au  rayon  de 
courbure  de  l’arc  de  méridien  intercepté. 

On  observera  en  outre  que,  puisqu’il  faut  multiplier  par  ^  la  va¬ 
leur  de  H'  —  H  calculée  sur  une  sphère  du  rayon  N  pour  l'avoir  sur 
le  sphéroïde,  il  est  nécessaire  d’évaluer  ce  facteur  soit  à  l’aide  de  la 
table  dont  nous  avons  déjà  parlé  (art.  198),  soit  en  recourant  à  cette 
série  trouvée  (art.  195), 

^  =  i  -+-  e2  cos2  H  4-  e4  cos2  H  -h  f  e2 1  cos  Z  sinll  cos  H _ 

Mais  comme  ordinairement  l’on  suppose  seulement  ^ ■  =  i  4-  é1  cos2  H , 
les  différences  H'  —  H,  qui  dérivent  de  cette  hypothèse,  doivent  être 
multipliées  derechef  par  les  deux  autres  termes  e4  cos2 II  -+-  etc.,  afin 
qu’aucune  quantité  du  troisième  ordre  ne  soit  omise  dans  cette  éva¬ 
luation  (*). 

Passons  maintenant  à  la  formule  qui  donne  la  différence  en  longi¬ 
tude  des  extrémités  de  la  ligne  géodésique  K  en  fonction  des  mêmes 
éléments  H ,  K  et  Z. 


(*.)  La  normale  N  et  le  rayon  de  courbure  p  du  méridien ,  à  la  latitude  H ,  lorsque 

,  a5 —  b 2 

l’on  fait,  comme  à  l’art.  362 ,  — ^ —  =  c ,  ont  respectivement  pour  expression  ** 


b( i  4-ecos2H)> 


6(i-+-,) 


(*+« 


»2H)T 


ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  démontrer.  Telles  sont  les  formes  sous  lesquelles  ces  lignes  en¬ 
trent  dans  les  calculs  de  la  Mécanique  céleste. 


II. 
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Si  l’on  désigne  par p ,  p'  les  longitudes  des  extrémités  de  K,  on  aura 


K  sinZ 
P  P  «  cos  X 


R5  sinZcosZ  . 
ïr  ” côs»  tang>. 

R3  sinZ  cos2  Z 
b3  cos l 


et  si  à  la  place  de  s,  X  et  b  on  met  leurs  valeurs  en  fonctions  de  e 2, 
H  et  a,  et  qu’on  effectue  les  développements  qui  se  présenteront,  en 
ayant  soin  de  les  prolonger  jusqu’aux  termes  du  troisième  ordre ,  il 
viendra 


(5) 


,  R2smaZ 


R  sinZ 
N  cos  H  ~  2  cos  H 
,  R  '  sinZ  cos2 Z 
1  N7  cos  H 


tangH 
( iH-  3 tang2 H) 


,  R3  sin3  Z  au 

^  côsH  lan83  H- 


Ce  résultat  nous  apprend  que  l’angle  au  pôle,  formé  par  deux  mé¬ 
ridiens  elliptiques,  peut  se  calculer  comme  sur  une  sphère  du.rayon  N , 
lorsque  l’on  connaît  la  ligne  géodésique  R,  la  latitude  H  et  l’azimut  Z. 
Quoiqu’il  renferme  des  facteurs  communs  avec  ceux  de  la  série  par  la¬ 
quelle  on  calcule  la  différence  de  latitude  H'  —  H ,  il  est  très-avanta¬ 
geux  dans  la  pratique  de  le  remplacer  par  cette  série  : 

n,  _  n  _  K  sinZ  _  ±  R^  sinZ  ,  R3  sin3Z 
'  '  P  °  N'  cos  H'  6  N'3  cos  H'  6  N'3  cos3  H'  ’  ’  *  *  ’ 

dans  laquelle  N'  est  la  normale  à  la  latitude  H'.  La  démonstration  élé¬ 
mentaire  que  nous  en  avons  donnée  tome  I,  page  3g  i ,  peut  se  déduire 
des  principes  de  la  trigonométrie  sphéroïdique ,  ainsi  qu’il  suit  : 

En  vertu  du  théorème  précédent,  on  a 

sin  (p'  -  n)  =  sig“sinZ 
*  cos  h '  7 

lorsqu’on  fait  u  =  ^  et  H'  =  h'  -h  <|/,  étant  la  correction  due  à  l’ellip¬ 
ticité  des  méridiens  terrestres,  et  dont  la  valeur  approchée  est,  d’après 
ce  qui  précède, 

<|<  =  é1  c^H  cos2  H  =  —  e2  ^  cosZ  cos2 H. 
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Nous  1  affectons  du  signe  négatif,  parce  que  l’azimut  Z  est  supposé 
aigu  dans  toutes  nos  formules,  etqu’alors  H'  <  h'). 

On  remarquera  d’abord  que  l’on  a 

P'  ~  P  =  sin  (p'  -p)  -h  |  sin8  (//  -  p) - 

et  que  si  l’on  y  substitue  pour  sin  u  sa  valeur  en  série,  il  viendra 


(6') 


p'-p  = 


smZ  .  ,  sinZ 

U  - 77  “  £  «  - 77 

cos  h  0  cos  //' 


sin3  Z  * 
cos3  h'  ’ 


mais,  a  cause  de  h'  =  H'  —  i|i,  on  a,  à  un  degré  d’approximation  suffi- 

cos  h'  =  cos  H'  cos<|/  h-  sin  H'  sin  =  cosH'  -  e3 1  cosZ  sin  H  cos2  H  ; 
ainsi,  à  très-peu  près, 

h‘ ’  =  roàf'  ('  +  e"  |  cos  Z  sin  H  cos  H). 

D  on  autre  côté,  si  N  et  N'  désignent  les  normales  aux  points  H 
et  H  ,  on  aura,  sans  erreur  sensible, 

N  =  a(i  +  {e‘  sin3 H),  N'  =  a(i  +  le3  sin3H'); 

et  comme  généralement  H'  =  H  +  dH ,  il  s’ensuit  qu’au  même  degré 
O  approximation , 

N 

N'  =  1  e 2  ^  s*n  ^  cos  H  —  1  -+-  e2  ^  cosZ  sin  H  cos  H , 

puisque  d’ailleurs  ,  Z  étant  supposé  aigu  et  compté  du  sud  à  l’ouest,  la 
différence  de  latitude  est  nécessairement  négative;  par  conséquent 

1  __  _i _  N 

COS  h'  cosH'*N'* 


Enfin ,  à  cause  de  u  —  — ,  la  série  (6')  se  changera  en  celle  (6),  en 

mettant  toutefois  N'2  au  lieu  de  N2  dans  un  des  termes  du  troisième 
ordre ,  ce  qui  est  évidemment  permis. 

Tl  est  à  remarquer  cependant  que,  les  deux  termes  du  troisième  ordre 

4a.. 
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étant  toujours  de  signes  contraires  et  forts  petits,  on  peut  le  plus  sou¬ 
vent  en  faire  abstraction  dans  le  calcul  ordinaire  de  la  différence  de 
longitude.  On  a  donc  alors  simplement,  et  en  secondes  de  degré, 

,  _ K  sinZ 

P  P  N'  cos  H' sin  i"’  * 

on  peut  même  changer  N'  en  N,  puisque,  dans  la  pratique,  la  diffé¬ 
rence  des  latitudes  II ,  H'  est  toujours  très-petite  :  c’est  ce  que  nous 
avons  fait  (art.  199). 

La  formule  (6) ,  en  privant  chacun  de  ses  termes  du  facteur  N'cosH', 
donnerait  en  mesures  métriques,  et  à  la  latitude  H',  la  longueur  d’un 
arc  de  parallèle  intercepté  entre  les  méridiens  de  la  ligne  géodésique  R. 
(f^ojrez  tome  I,  page  35o). 

Il  nous  reste,  pour  compléter  la  résolution  du  triangle  sphéroïdique 
obliquangle,  à  considérer  la  différence  des  azimuts  Z,  Z'.  Or  on  a 

Z'  —  Z  =  V'  —  V  -h  i8o°  (fg.  29), 

et  la  différence  V'  —  V  est  donnée  par  cette  série 

V'  —  V  =  —  ^  sinZ  tangX  H-  \  —  sinZ  cosZ(i  -f-  2tang2X) 

K5  K* 

—  e  sin  Z  cos  Z  tang2  X  -+-  sin3  Z  tang  X  (±  -h  |  tang2  X) 

—  ^  sin  Z  cos2  Z  tangX  (f  -h  tang2  X). 

Substituant,  comme  précédemment,  à  la  latitude  réduite  la  latitude 
vraie,  éliminant  r  et  £,  et  faisant  attention  à  la  valeur  précédente  de 
p'  —  Pi  on  parviendra  en  définitive  à  cette  expression  plus  simple, 
dont  nous  croyons  pouvoir  garantir  l’exactitude  (*): 

Z  -  Z=  i8o°  —  (/>'  -p)sinH-+-i;|jsin2Z(i  +-e2cos2H) 

—  i  ^7  sinZ  cos2  Z  tang  H  -h  {  ~  sin3  Z  tang  H . 


(*)  La  valeur  de  remployée  ici  n’est  pas  celle  du  rayon  de  l’ellipsoïde  correspondant 
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Bien  entendu  qu’il  faut  diviser  par  sin  \  "  tous  les  termes  du  deuxième 
et  du  troisième  ordre. 

Il  suit  de  là  que  la  différence  en  longitude  des  extrémités  d’une 
grande  ligne  géodésique,  calculée  sur  une  sphère  du  rayon  N,  est 
très-exacte,  et  que  la  différence  des  azimuts  de  cette  ligne  aux  mêmes 
extrémités,  déterminée  sur  la  même  sphère,  n’a  besoin  que  d’être  aug- 

KJ 

mentée  algébriquement  du  très-petit  terme |  —  e2  sinaZ  cos2 H,  pour 

appartenir  aussi  à  l’ellipsoïde  de  révolution  sur  lequel  les  triangles 
sont  projetés.  Ainsi  la  correction  la  plus  importante  à  faire  aux  coor¬ 
données  géographiques  d’un  réseau  de  triangles  de  l’ordre  de  ceux 
d’Espagne,  calculées  par  les  formules  en  usage,  ne  porte  réellement 
que  sur  les  grandes  différences  de  latitude;  encore  est-elle  très-faible, 
pour  le  triangle  dont  les  sommets  sont  Campvcy ,  Mongo ,  Desierto 
(art.  lo4). 

Les  différences  d’azimuts  peuvent  aussi  être  déterminées  plus  sim¬ 
plement  que  par  la  dernière  formule  ci-dessus  :  voici  comment. 

Considérons  d’abord  le  triangle  sphérique  correspondant  au  triangle 
sphéroïdique  :  ses  trois  côtés  seront,  d’après  ce  qui  précède,  R,  900  — H 
et  90 °  —  h',  et  les  trois  angles  respectivement  opposés,  p'—p,  Z'—  180° 
et  1800  —  Z.  Or,  par  une  des  analogies  de  Néper,  qui  donne  la  tan¬ 
gente  delà  demi-somme  de  deux  angles,  on  a 

tang  [90°  -  i  (Z'  -  Z)]  =  tang \{p'  -  p)  ^2L±|2, 

expression  dans  laquelle 

sin|(H-h/i')  _  sin  (H  -+-  H'  ^ 

cosÿ (H  —  h')  ~~  cos-f(H  — H'  — i)’ 

en  attribuant  à  l’angle  ^  la  même  signification  qu’à  la  p.  33o;  angle  qui 
doit  être  ici  pris  positivement,  parce  que,  l’azimut  Z  étant  aigu,  011  a 
h'  >  H'.  Si  l’on  développe  le  second  membre  de  cette  expression,  on 


au  point  dont  la  latitude  réduite  est  >;  car,  en  appelant  rO)  ce  rayon,  l’on  a  exacte¬ 
ment  ,  comme  l’on  sait , 


',(l)  =  a\Jx — é1  sinX  = 


\/: 


—  é1  (2  —  c2)  sinJ  H 
1  —  e 2  sin^  H 
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aura  d’une  maniéré  suffisamment  approchée 


sin 

cos 


{(H  +  H'  +  ij/)  _  sinj(H-f-H') 


et,  a  cause  de  T  i|i  =  *e»  |  cos  Z  cos2  H ,  la  formule  finie  ci -dessus  “de- 
viendra 

tang  [9o«  -  i(Z'  -  Z,]  =  tang  a  (y  - 
+  ï«2^:  sin  Z  cosZ  cos2  H . 

Telle  est  l’équation  qui,  relativement  à  la  sphère,  donnerait  en  fonc¬ 
tion  des  latitudes  vraies  la  différence  des  azimuts  des  extrémités  de  la 
ligne  géodésique;  mais,  vu  la  petitesse  de  l’angle  p'  -  p,  même  dans 
le  plus  grand  triangle  d’Espagne,  la  valeur  suffisamment  exacte  de 
cette  différence  serait 


Z-Z  = 


80 


sin -i  (H -h  H') 
cos-j- (H  —  H') 


T  e2  sin  2Z  cos2  H , 


a  cpioi  d  faudrait  ajouter  le  même  terme  en  e2,  conformément  à  ce  qui 
a  été  dit  précédemment,  afin  d’avoir  la  différence  d’azimut  sur  le  sphé- 
roide.  On  a  donc  enfin 

(8)  .  Z'-Z=  .8o»-(p'-p)“5iffl+50 

\r  r)  cos-j- (H  —  H')* 

C’est  effectivement  par  cette  formule  que  les  azimuts  de  tous  les 
côtés  de  la  méridienne  de  Dunkerque  ont  été  calculés  au  Dépôt  de  la 
Guerre.  Comme  elle  est  fonction  de  la  différence  de  longitude  et  des 
latitudes  des  extrémités  du  côté  R,  on  pourrait  en  désirer  une  qui  dé¬ 
pendit  seulement  de  ce  côté,  de  l’azimut  Z  et  de  la  latitude  H'  :  or,  à 
cause  de 

H  =  H'  -h  «cosZ  -+-  \u2  sin2  Z  tang  H  (art.  193), 
on  a,  en  s’arrêtant  aux  termes  du  premier  ordre, 


tang  H  =  tang  H'  -h  uc osZ  -f  «cosZ  tang2  H'. 
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Substituant  cette  valeur  dans  la  formule  ( c )  du  même  art. ,  en  y  conser¬ 
vant  les  termes  du  deuxième  ordre,  et  réduisant ,  il  vient 

Z'  —  Z  =  200°  —  «sin  Z  tang  H'  —  \  u2  sin  Z  cos  Z  sin  i  ", 

lorsque  u  =  ^  est  réduit  en  secondes. 

Voilà,  sur  la  résolution  des  grands  triangles  géodésiques  par  la 
voie  la  plus  directe  et  la  plus  simple,  des  remarques  qui,  ce  nous 
semble,  éclaircissent  complètement  ce  qu’elle  pouvait  laisser  d’obscur, 
même  après  ce  qu’ont  écrit,  dans  ces  derniers  temps,  plusieurs  géo¬ 
mètres  que  ce  sujet  a  intéressés. 


Du  triangle  dont  les  côtés  sont  très-petits  par  rapport  auoc  dimensions 
du  sphéroïde. 

368.  Il  reste  une  question  importante  à  examiner  pour  compléter 
l’analyse  précédente  :  c’est  de  savoir  si  les  triangles  sphéroïdiques, 
dont  les  côtés  sont  très-petits  à  l’égard  des  dimensions  du  sphéroïde 
peuvent  être  résolus  par  les  mêmes  règles  que  celles  qui  s’appliquent 
aux  triangles  sphériques,  ou  s’ils  exigent  une  méthode  toute  parti¬ 
culière. 

Soit  MM'M"  (Jig.  3o)  un  triangle  sphéroïdique  dont  les  côtés  sont 
supposés  fort  petits  relativement  aux  axes  de  l’ellipsoïde  de  révolution. 
Désignons  par  X,  X',  X"  les  latitudes  réduites  des  points  M,  M',  M"; 
par  A ,  A  les  azimuts  des  cotes  MM',  MM"  par  rapport  au  méridien 
PM.  Enfin,  soient  le  côté  MM'  =  bU'  et  le  côté  MM"  =  ôü";  b  étant 
toujours  le  rayon  du  pôle. 

Cela  pose,  il  s  agit  d  abord  de  déterminer  la  position  des  points  M', 
M"  d’après  ces  cinq  données,  savoir  :  X,  £U',  ÔU",  A',  A". 

Or  on  a ,  en  vertu  de  la  formule  (/'),  les  deux  valeurs 

X'  =  X  —  U'  cos  A'  (  i  —  £ e  sin2  X  H-  -f  e2  sin*  X 
—  \  IJ'2  sin2  A'  tangX  (î  —  esin2X) 

*  —  eU'2  cos2  A'  sin  X  cosX 

H-  £  U'3  sin2  A'  cos  A'  (|  -h  tang2  X), 
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X"  =  X  —  U"  cos  A"  (i  —  £  e  sin2  X  4- f  sa  sin*  X) 

—  |  U"2  sin2  A"  tangX  (i  —  s  sin2X) 

—  \  sü"2  cos2  A"  sin  X  cos  X 
4-  \  U"3  sin.2  A"  cos  A"  (|  4-  tang2  X). 

•-* 

D’un  autre  côté,  la  formule  ( A' )  donnant  la  différence  de  longitude 
de  deux  points,  tels  que  M,  M',  on  aura  évidemment,  en  désignant 
par  Aç>  la  différence  M'PM", 

Ap  cosX  =  (U'  sin  A'  —  U"  sin  A")  (i  —  \  e  -h  f  £2) 

4-  VU"2  sin  A"  cos  A"  — U'2  sin  A'  cos  A')  tangX  (i  —  e-h  \  s  cos2X) 
-4-  (U'2  sin  A'  cos2  A'  —  U"2  sin  A"  cos2  A") .  4-  tang2  X) 

4-  (U,/a  sin3  A"  —  U'2  sin3  A') .  tang2  X). 

Les  trois  quantités  X',  X"  et  Aç>  se  trouvant  maintenant  déterminées, 
on  tirera  des  deux  équations  (/')  (A7)  les  valeurs  de  UcosV'  =  x', 
U  sinV^^',  développées  jusqu’aux  termes  du  troisième  ordre  inclusi¬ 
vement,  et  l’on  aura  définitivement  la  longueur  MJ  =  b  \joc,‘i  du 

yJ 

troisième  côté  M'M"  du  triangle  proposé,  puis  tangV  -  J—r  C’est  ainsi 

que  Legendre  résout  cette  question;  mais  l’analyse  de  l’article  précé¬ 
dent  exigerait  évidemment  bien  moins  de  calculs ,  sans  nuire  à  la  préci¬ 
sion  des  résultats  numériques. 


569.  Si  l’on  considère  maintenant  un  triangle  rectiligne  mm'm", 
dont  les  côtés  seraient  égaux  à  ceux  du  triangle  sphéroïdique  MM'M", 
l’angle  M  de  celui-ci  sera  égal  à  A'  —  A";  et  dans  le  triangle  rectiligne, 
l’angle  m  correspondant  sera  égal  àM  —  z\  z  étant  une  inconnue 
qu’il  faut  déterminer,  et  qui  est  nécessairement  fort  petite.  Or,  d’a¬ 
près  la  notation  ci-dessus,  on  a 


cos  (M 


x  __  U’* -HJ"*—  Ü» 

air  u"  ; 


ou  bien,  à  cause  de  la  petitesse  de  z,  il  vient,  en  développant  et  s’arrê¬ 
tant  aux  quantités  du  second  ordre, 


z  sm M  —  j  z2  cosM  = 


U'1  4-  U"’  —  2U'U"  cosM  —  U1 
2U,U"  » 


équation  dans  laquelle  il  ne  s’agit  plus  que  de  substituer  pour  U2  sa 
valeur  déduite,  comme  on  vient  de  le  dire,  des  formules  (/'),  (A')  de 
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I  ait.  366.  Mais  le  développement  de  cette  valeur,  poussé  jusqu’aux 
quantités  i  u  quatrième  ordre,  étant  fort  long  et  exigeant  beaucoup 

a  resse  ana  ybque ,  nous  nous  bornerons  à  faire  remarquer  que  l’on 
obtiendrait  n  n 


(je  ^  U2  —  11,2  +  U"2  —  aU'U"  cos  M  -  |  U'aU"a  sina  M  ; 

z  sin  M  —  {  z2  cosM  =  j  U'U"  sin2  M  ; 

et  ensuite 

z  =  i  U'U  sin  M  -h  jV  U'2U"2  sin  M  cos  M , 

ou  simplement 

z  =  }  U'U"  sin  M  ; 

vu  que  le  second  terme  ^U'WsinM  cos  M,  qui  est  du  quatrième 
ordre,  supposerait  que  les  termes  du  sixième  ordre  out  été  conservés 
dans  la  valeur  de  Ua.  ( Voyez  le  Mémoire  de  Legendre.) 

Il  residte  de  là  que  la  valeur  de  z  est  égale  au  tiers  de  l’aire  du 
triangle  sphéroïdique,  et  qu’elle  doit  être  exacte,  aux  quantités  près 
du  troisième  ordre.  Ainsi  les  triangles  de  cette  espèce,  dont  les  côtés 
auraient  pour  amplitude  un  degré  ou  même  plus,  peuvent  se  calculer 
comme  les  petits  triangles  tracés  sur  la  surface  de  la  sphère  Ce  nrin 
cipe  est  même  applicable  à  tous  les  triangles  géodésiques  qui  seraient 
formés  sur  une  surface  peu  différente  d’une  sphère;  car,  comme  l’ob¬ 
serve  Legendre,  «  on  peut  supposer  qu’une  telle  surface  se  confond 
»  sensiblement  dans  la  portion  occupée  par  le  triangle  que  l’on  con- 
»  sidère,  avec  un  sphéroïde  elliptique  disposé  de  manière  que  les  sec- 
»  lions  verticales  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure,  qui  se 
»  coupent  toujours  à  angles  droits  dans  un  solide  (art.  187),  se  con- 
»  fondent  avec  les  sections  semblables  et  de  rayons  égaux  dans  l’autre 
»  solide.  Alors  le  triangle  commun  aux  deux  surfaces  jouira  de  la 
»  même  propriété  que  les  triangles  sphériques.  « 

Nous  pourrions  suivre  une  méthode  analogue  à  celle  de  l’art  565 
pour  résoudre  les  différents  cas  des  triangles  sphéroïdiques  quel¬ 
conques,  dont  deux  côtés  seraient  des  arcs  de  méridiens;  mais,  les  so¬ 
lutions  précédentes  étant  déjà  plus  que  suffisantes  dans  la  pratique, 
nous  terminerons  cette  matière,  sur  laquelle  on  peut  d’ailleurs  con¬ 
sulter  notre  Essai  de  Trigonométrie  sphéroïdique inséré  dans  le  tome  X 
des  Mémoires  de  V Institut  (année  1 83o). 

II. 
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CHAPITRE  II. 

DE  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE,  DÉDUITE  DE  LA  COMPARAISON  DES 
MESURES  GÉODÉSIQUES. 


,">70.  Nous  avons  dit,  conformément  à  la  théorie  newtonienne 
art.  167),  que  la  Terre,  assimilée  à  une  masse  fluide  homogène  dont 
les  molécules  s’attirent  réciproquement  aux  carrés  des  distances,  a  du, 
en  vertu  de  son  mouvement  de  rotation  sur  elle-même,  et  par  l’effet 
de  la  force  centrifuge,  s’écarter  de  la  figure  sphérique  qu’elle  avait 
probablement  à  l’origine  de  ce  mouvement,  en  se  renflant  à  l’équateur 
et  s’aplatissant  aux  pôles,  et  affecter  la  forme  ellipsoïdale.  Pour  en 
donner  la  preuve ,  Huygens ,  dans  son  traité  de  Causa  gravitatis,  sup¬ 
pose  la  pesanteur  partout  constante  et  toujours  dirigée  au  centre;  puis  il 
imagine  un  siphon  composé  de  deux  branches  rectangulaires  et  con¬ 
tenant  un  fluide  homogène,  l’une  ayant  son  axe  sur  celui  de  rotation 
de  la  Terre,  l’autre  l’ayant  dans  le  plan  de  l’équateur.  Alors,  celle-ci 
décrivant  ce  plan  dans  l’intervalle  de  i(\  heures  sidérales,  la  colonne 
fluide  quelle  renferme,  et  qui  devient  moins  pesante  à  cause  de  la  force 
centrifuge  qui  l’anime,  doit  s’allonger  aux  dépens  de  l’autre,  jusqu’à 
ce  qu’elle  lui  fasse  équilibre.  Ainsi  le  rayon  de  l’équateur  excède  celui 
du  pôle,  et  le  calcul  fait  voir  que  l’aplatissement  est  alors  de-g-fg-;  mais 
cet  aplatissement  est  trop  petit ,  et  celui  de  trouvé  par  Newton  est 
trop  grand,  ainsi  qu’il  résulte  de  la  supposition  plus  admissible  que  la 
densité  des  couches  terrestres  croît  de  la  surface  vers  le  centre  de  la 
masse.  ( Exposit .  du  Syst.  du  Monde ,  6e  édit,  page  a5a.) 

On  peut  d’ailleurs  vérifier  l’hypothèse  de  l’homogénéité  de  la  Terre, 
soit  en  comparant  les  longueurs  des  degrés  des  méridiens  pour  savoir  si 
leur  irrégularité  s’accorde  avec  l’aplatissement  résultant  de  cette  hypo- 


livre  SIXIÈME. 

these,  soit  en  mesurant ,  à  l’aide  du  pendule  à  secondes,  l’accroissement 
de  la  pesanteur  depuis  l’équateur  jusqu’aux  pôles.  Occupons-nous  du 
premier  moyen  plus  particulièrement  que  nous  ne  l’avons  lait  dans  le 
troisième  livre,  et  employons  toujours  dans  nos  calculs  les  mesures  les 
plus  accréditées,  afin  de  donner  plus  de  poids  aux  conséquences  que 
nous  en  déduirons. 

Si  la  Terre  était  parfaitement  sphérique,  tous  les  degrés  des  méri¬ 
diens  seraient  égaux  ;  mais,  quels  que  soient  leurs  rapports  entre  eux, 
il  est  évident  que  si,  à  un  point  quelconque  de  la  surface  terrestre, 
on  mesure  la  hauteur  méridienne  d’une  étoile,  et  qu’après  s’ètre 
avance  vers  le  pôle  eleve,  sur  le  méridien  de  la  première  station,  l’on 
mesure  encore  la  hauteur  de  la  même  étoile  lors  de  sa  culmination, 
1  arc  parcouru  sera  d  un  degre,  en  supposant  que  la  différence  des 
hauteurs  méridiennes  de  l’étoile  soit  elle-même  d’un  degré.  A  la  ri¬ 
gueur,  l'angle  formé  par  les  verticales  des  deux  stations,  ou  l’ampli¬ 
tude  de  l’arc  intercepté,  est  égale  à  la  différence  des  hauteurs  mé¬ 
ridiennes,  moins  l’angle  sous  lequel  on  verrait  du  centre  de  l’étoile 
l’arc  parcouru  ;  mais  nous  avons  dit  (art.  23)  que  cet  angle  est  in¬ 
sensible. 

Afin  de  n’avoir  aucun  doute  àcet  égard,  soient  AG  la  verticale  [Jig.  3T 
et  AH  l’horizon  de  A;  soient  pareillement  BC  la  verticale,  et  BH'  l'ho¬ 
rizon  de  B.  Cela  posé ,  la  hauteur  méridienne  de  l’étoile  E  sur  l’ho¬ 
rizon  de  A  sera  représentée  par  l’angle  EAH  =  4;  la  hauteur  de  cette 
étoile  sur  l’horizon  de  B  sera  de  même  représentée  par  l’angle  EBH=A'. 
Or  l’angle  C  a  pour  mesure  l’arc  AB;  et  comme  les  angles  HAB, 
JIBÀ  sont  égaux,  et  qu’ils  ont  chacun  pour  mesure  £  arc  AB,  il  s’en¬ 
suit  que  HAB  -+-  HBA  —  G.  Donc  les  trois  angles  du  triangle  EAB  ou 
a,  =  E+A  +  (aQ  —  h!)  -+-  C,  donc  enfin  C  =  h'  —  h  —  E. 

571.  Nous  avons  fait  voir,  dans  les  chapitres  précédents,  comment 
on  détermine  rigoureusement,  parla  Trigonométrie,  la  longueur  d’un 
arc  de  plus  courte  distance  compris  entre  deux  points  de  la  surface 
terrestre,  quelle  que  soit  sa  direction  par  rapport  à  une  méridienne. 
Nous  avons  en  outre  exposé  les  méthodes  des  astronomes  pour  ob¬ 
server  avec  précision  tant  les  azimuts  des  extrémités  de  cet  arc  que 
son  amplitude;  ainsi,  en  divisant  la  longueur  d’un  arc  par  le  nombre 
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de  degrés  qu’il  contient,  le  quotient  exprime  la  valeur  du  degré 
moyen  correspondant  à  la  latitude  moyenne.  C’est  de  cette  manière 
que  l’on  est  parvenu  à  connaître  la  grandeur  des  degrés  des  méridiens 
sous  différentes  latitudes,  et  que  Ton  s’est  convaincu  de  leur  accrois¬ 
sement  de  l’équateur  aux  pôles.  „ 

Voici,  par  exemple,  le  tableau  des  principaux  degrés  mesurés, 
avec  les  latitudes  de  leurs  milieux,  exprimées  suivant  la  division  du 
cercle  en  36o  degrés. 


LIEUX 

des 

observations. 

ARCS 

mesurés. 

LATITUDES 

moyennes . 

LONGUEURS 

des 

degrés. 

NOMS 

des 

observateurs. 

Pérou . 

3®  7'  3*o 

—  i°3i'  o*5  A 

uo582mi 

Bougucr,  Lacondamine. 

Inde . 

9.53.45,25 

i3.  6.3i ,0  B 

110627,2 

Lambton ,  Everest. 

Cap  de  Bonne-Espér. 

1 . 13.17 

33.i8.3o,o  A 

ni  i63,o 

Lacaillc. 

Pensylvanic . 

1.28.45 

39.12.  0,0  B 

110880,0 

Mason ,  Dixon. 

Italie . 

2.11.26 

43.10.  0,0  B 

111004,0 

Boscovicli ,  Lemaire. 

France . 

12.22.12,4 

44.5i.  2,3  B 

111125,7 

Delambre,  Méchain,  Biot,  Arago. 

Angleterre . 

3.57. i3 

52.35.45,0  B 

X I 1241 ,0 

Roy,  Mudgc,  Rater. 

Suède . 

1.37.19 

66.20.10,3  B 

!  111488,5 

Melnndcrhielm ,  Svanberg. 

La  Terre  est  donc,  comme  nous  l’avons  déjà  supposée,  aplatie  vers 
les  pôles  et  renflée  vers  l’équateur.  Cependant  la  comparaison  des  di¬ 
vers  degrés  mesurés  dans  les  deux  hémisphères,  démontre  que  les  mé¬ 
ridiens  sont  différents  entre  eux  et  n’ont  pas  exactement  la  forme 
elliptique;  par  exemple,  le  degré  moyen  de  France  et  celui  de  Suède 
donnent  un  aplatissement  de  g-fj-,  tandis  que  le  degré  de  Suède  et 
celui  du  Pérou  le  supposent  de  yjy-. 

372.  Une  des  opérations  les  plus  importantes  en  Géodésie  est, 
comme  on  sait,  celle  qui  a  été  exécutée  par  Delambre  et  Méchain,  de¬ 
puis  Dunkerque  jusqu’à  Montjouy,  continuée  au  sud  par  MM.  Biot  et 
Arago  jusqu’à  l’île  de  Formentera,  et  rattachée  au  nord  à  celle  du 
major  général  Roy,  en  Angleterre. 

En  voici  les  résultats,  extraits  de  Y  Astronomie  de  Delambre,  tome  III, 
page  566,  mais  corrigés  tant  de  la  discordance  des  hases  de  Melun  et 
de  Perpignan,  que  de  l’erreur  qui  avait  été  commise  dans  l’évaluation 
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<le  1  arc  de  méridien  compris  entre  Montjouy  et  Formentera  (art.  201 ,  ; 
c  est-à-dire  que  la  distance  du  Pantliéon  à  Montjouy  a  été  augmentée 
de  33T,3,  à  cause  de  cette  discordance. 


latitudes 

aslronomiqu. 


Greenwich. . , 
Dunkerque.. . 
Panthéon . . . . 

Evaux . 

Carcassonne. 
Montjouy. . . . 
Formentera. . 


5i°28'  4o"oo 
5i.  a.  8,5o 
48.5o.49,37 
46. 10.43,54 
43.i2.54,3o 
4i.2i.46,58 
38.39.56,11 


AMPLITUDES 


astronomiqu. 


o°26'  3i"5o 
2.11.19,13 
2.40.  6,83 
2.57.48,24 

r.5i.  7,72 
2.41 .5o,47 


Arc  total . . 


INTERVALLES 

en  toises.  I  en  mètres. 


2524 tT9 

124944.8 
i5?.3o5,o 

168859.8 

to55o7,2 

1.53674,0 


73o532 ,7 

ou,  suivant  la  Description  géométrique  delà  France. 

tome  II ,  page  610 .  73o532,8 


49'97m39 

243521 ,90 
296848,02 
329113,93 
206637  *^9 
299516,25 


1423834,97 
1423835, 16 


LONGUEURS 
des  degrés. 


111284M5 
111266,0 
iii238,8 
1  no6o,5 
111026,7 
1 1 1040,6 


CUAM.EM. 
pour  i°. 


-  63,2 
■  '3.9 


On  voit  tout  d’abord,  par  ce  tableau,  que  les  degrés  n’ont  pas  entre 
eux  les  rapports  qui  conviennent  à  un  méridien  elliptique  ,  puisqu  en 
allant  du  nord  au  sud  ils  décroissent  très-irrégulièrement  à  partir  du 
troisième,  et  que  de  Montjouy  à  Formentera  ils  éprouvent  au  contraire 
un  petit  accroissement  .  Cette  anomalie  serait  encore  plus  grande  si 
nous  11’avions  pas  adopté,  comme  Delambre,  le  milieu  entre  les  ôb- 
servations  de  latitude  faites  à  Barcelone  et  à  Montjouy,  et  pour 
Dunkerque,  le  milieu  entre  les  deux  étoiles  observées  par  cet  astro¬ 
nome  (*). 

Lorsqu’au  moyen  de  la  série  donnée  en  note  à  la  page  332  (tome  I  . 
011  calcule  les  différences  des  latitudes  géodésiques  des  stations  précé¬ 
dentes,  en  partant  du  Panthéon  et  prenant  pour  longueurs  des  arcs 
ceux  que  nous  avons  obtenus,  il  en  résulte  le  tableau  suivant,  dans  le¬ 
quel  nous  avons  adopté  la  latitude  du  Panthéon  telle  quelle  a  été  dé- 


(*)  La  latitude  de  Formentera  réobservee,  en  1825,  des  deux  cotés  du  zénith,  par 
M.  Biot,  qui  n’a  pas  encore  publié  l’ensemble  de  ses  résultats,  n’offrira,  de  l’aveu  de 
ce  savant,  aucune  différence  notable  avec  la  première  détermination  mentionnée  ci- 
dessus. 
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duite,  par  les  ingénieurs-géographes,  de  celle  de  l’Observatoire  royal, 
observée  de  48°5o'  1 3",  2 . 


STATIONS. 

LATITUDES 

géodésiques. 

LATITUDES 

astronomiques. 

DIFFÉRENCES^ 

Greenwich  (Observatoire) . 

5i°a8'  44"6 

5i°a8'  4°"« 

-4"6 

Dunkerque .  . 

5i.  3.11,6 

5i .  3.  8,5 

—  3,1 

Paris  (Panthéon) . 

48.5o.48,6 

48.5o.48,6 

0,0 

Evaux . 

46. io.35,3 

46. io.4a,5 

■+■  7»a 

Carcassonne . 

43. ia. 5a, a 

43.ia.54,3 

-+-  3,1 

Montjouy . 

41.31 .46,8 

4l .31 .46,6 

—  0,3 

Formentera . 

38. 39.55,0 

38.39-56,1 

—  I,1 

Ainsi  il  existe  à  Évaux  une  déviation  du  fil  aplomb  qui  transporte  le 
zénith  vers  le  nord  d’environ  7  secondes,  en  supposant  toutefois  cette 
station  et  Paris  situés  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l’aplatisse¬ 
ment  serait  de  -5-^. 

573.  Si  les  quatre  arcs  consécutifs  du  méridien ,  mesurés  en  France , 
appartenaient  réellement  à  un  ellipsoïde  de  révolution  ;  que  l’on  subs¬ 
tituât  leurs  valeurs  dans  la  formule  suivante, 

(a)  A  =  g"(H'  -  H)  -  -  H)cos(H'+  H), 

qui  dérive  de  celle  de  l’art.  178,  et  dans  laquelle  g"  =  ^désigne  le 

grade  moyen,  a  l’aplatissement,  on  aurait,  entre  ces  deux  inconnues, 
quatre  équations  qui ,  étant  combinées  deux  à  deux,  donneraient  exac¬ 
tement  les  mêmes  valeurs  pour  g"  et  a,  en  supposant  toutefois  que  les 
erreurs  d’observation  fussent  insensibles;  mais,  comme  il  n’en  est  pas 
ainsi,  on  cherche  à  déterminer  l’ellipse  qui  satisfait  le  mieux  aux  arcs 
mesurés.  Il  existe,  pour  cet  effet,  une  méthode  très-élégante  que  Le¬ 
gendre  a  appelée  méthode  des  moindres  carrés }  et  qu’il  a  publiée  pour 
la  première  foi£  dans  son  Mémoire  sur  la  Détermination  des  orbites  des 
comètes  (année  i8o5).  Elle  jouit  de  l’avantage  de  diminuer  autant  que 
possible  l’influence  des  erreurs  commises  dans  la  mesure  des  arcs 
entiers,  ou  dans  une  série  quelconque  d’observations,  en  rendant  mi¬ 
nimum  la  somme  des  carrés  de  ces  erreurs.  L’illustre  auteur  de  la  Me'- 
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c  unique  céleste  a,  depuis,  confirmé  l’exactitude  de  cette  méthode  par 
sa  savante  Théorie  des  probabilités ,  et  M.  Ivory  en  a  donné  une  dé¬ 
monstration  fort  simple  que  M.Francœur  a  rapportée  dans  son  Asti'o- 
nomie  pratique j  page  4^7. 

Si ,  par  exemple,  on  a  le  système  d’équations 

E  =  a  4-  bx  cy  Jz  -4- _ , 

E'  =  a'  -+-  b'x  4-  c'y  4-  f'z- h  . .  . . , 


dans  lesquelles  abc ,  a'b'd , . . .  sont  des  coefficients  connus,  et  xyz. 
sont  des  inconnues  qu’il  faut  déterminer  par  la  condition  que  les  va¬ 
leurs  E,  E',.  .  .  se  réduisent  à  une  quantité  ou  nulle  ou  très-petite, 
on  aura  ,  pour  la  somme  des  carrés  des  erreurs, 

E2  +E'3+r...=(flî+^  +  ^.i.)  +  (b2  +  b'*  +  b"\..)  X2 

H-  (c2  -h  d2  -h  c"2 . . .) y2  -h (  /2  -h /'»  4-/"2 . . .  )  z2 . . . 
-hi(ab-jra'b' -h  anb"...)x->rtx(ac-\-a'd->r-a',c" .  .)y 
-h  a  (af- 1-  af  -h  af". . .)  z. . . 

-+-  a  (bcr^b'c'-^  b"  c" . .  .)xy  -h  a  (bf-h  bf  b"  f". . .  )æz 
+  i(àf 4-  df  4-  (ff". .  .)yz. . . 

Or  le  minimum  de  cette  expression,  pris  d’abord  par  rapport  à  x 
seul ,  sera  (Calcul  différentiel  de  M.  Lacroix ,  5e  édit.,  n°  1 56) 

o  —  2ab  4-  x2b 2  -hylbc  4-  z2bf  4-  etc. , 

en  représentant,  pour  abréger,  par  2ab  la  somme  des  produits  sem¬ 
blables  ab  -f-  a’ b'  -f-  . . . . ,  par  2b2  la  somme  des  carrés  b2  -f-  b'2  h- ,  et 

ainsi  de  suite. 

Le  minimum,  pris  en  faisant  varier  y,  sera  de  même 

o  =  2ac  4-  x2bc  -h y2c2  4-  z2Jc  4-  etc....  ; 
puis,  en  faisant  varier  2,  on  aura 

o  =  2aJ 4-  x2bf  4- y2cj '*4-  z2f  4-  etc... 

Il  suit  de  là  que,  pour  former  l équation  du  minimum  par  rapport  à 
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lune  des  inconnues ,  il  J  dut  multiplier  tous  les  termes  de  chcupie  équa¬ 
tion  proposée  par  le  coefficient  de  l  inconnue  dans  cette  équation ,  pris 
avec  soîi  signe,  et  égalera  zéro  la  somme  de  tous  ces  produits. 

Par  cette  méthode,  qui  non-seulement  est  exacte,  générale  et  di¬ 
recte,  mais  encore  d’une  application  facile,  on  obtient  autant  d’équa¬ 
tions  du  minimum  qu’il  y  a  d’inconnues,  et  il  ne  s’agit  ensuite  que  de 
résoudre  ces  équations  du  premier  degré  par  les  voies  ordinaires. 
Elle  consiste,  en  quelque  sorte,  à  prendre  le  centre  de  gravité  des  ob¬ 
servations  que  l’on  compare,  pour  trouver  des  valeurs  les  plus  avan¬ 
tageuses.  On  pourrait  aussi  employer  la  méthode  des  équations  de 
condition ,  imaginée  par  Mayer,  et  dont  les  astronomes  font  encore 
usage  dans  certains  cas,  parce  que,  quoiqu’elle  soit  moins  sûre  que 
la  précédente,  elle  exige  moins  de  calculs  numériques. 

574.  Pour  donner  une  première  application  du  principe  des 
moindres  carrés,  nous  emploierons  les  éléments  suivants,  qui  sont 
ceux  auxquels  s’était  arrêtée  la  Commission  des  poids  et  mesures,  et 
que  nous  laisserons  intacts.  » 


LIEUX 

des  observations. 

LATITUDES 

en  grades. 

ARCS  COMPRIS 
exprimés  en  modul. 

H  -  H'. 

Dunkerque . 

Panthéon . 

revaux . 

Carcassonne . 

Montjouy . 

-,68706944 

54,2746<4 

51,309414 

48,016790 

45,958281 

DP  60472,69 

PE  76145,74 

EC  84424,55 

CM  52749,48 

26432330 

2 ,965200 
3,292624 
2,o585og 

a 106981 558 
105,584028 
99,326204 

93 ,97007 1 

Le  5oe  grade  étant  d’environ  a565o  modules,  égaux  chacun  à  deux 
toises  (art.  145),  on  peut  faire  —  =  ,  |3  étant  une  très-petite  frac¬ 

tion  ;  et  pour  lors  l’équation  (a)  renversée ,  savoir. 


H  -  H'  =  p  -h  l  sin  (H  —  H')  cosi  H  +-  H  ), 

deviendra 

H  -  H'  =  sk  +  +  a-^r8in(H  -  H')  cos  (H  +  H'). 
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Maintenant,  appelant  E,  E', ...  les  corrections  additives  aux  lati¬ 
tudes  de  Dunkerque,  du  Panthéon,  etc. ,  on  aura  H  -h  E  -  H'  -  E', 
au  lieu  de  II  —  H',  etc.,  et  alors,  en  unités  de  grade, 


E  ~  E'  =  o, oo3252  +  (2,435) p  -  (0,626) a, 

E'  -  E"  =  o,oo3443  -h  (2 ,969) p  -  (o,389)  a, 

E"  ~  E"'  =  -  0,001219  +  (3,29i)/3  (o,o52) a, 

E'"  —  E'v=  -  o,ooi999  -+-  (2,o56)/3  h-  (0,292)». 


Afin  de  pouvoir  considérer  ces  erreurs  séparément,  on  regardera 
comme  une  nouvelle  inconnue  l’erreur  E",  par  exemple,  et  l’on  aura 


E  =  E"  +  o,oo6695  -h  (5,4o4)j3  -  (1,016)  a, 

E'  =  E"  o,oo3443  -h  (2,969) jS  —  (o,389) a, 

E"  =  E", 

E"'  =  E"  -h  0,001219  ~  (3,291)  p  —  (o,o52)a, 

E,T  =  E"  -h  0,003218  -  (5,348)  p  -  (o,344)  a. 

Appliquant  le  principe  des  moindres  carrés 3  énoncé  précédeuiment , 
et  exprimant  d’abord  la  condition  du  minimum  par  rapport  à  l’ in¬ 
connue  E",  dont  tons  les  coefficients  sont  1 ,  on  aura ,  par  l’addition 
de  toutes  ces  équations , 


0  =  5E"  -h  0,014575  —  (0,266)  jS  —  (1,801)  a; 

donc 

E"  =  —  0,00291 5  -h  (o,o53)  p  -h  (o,36o)  a. 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  les  cinq  équations  ci-dessus 
conduit  à 

E  =  o,oo378o  -+-  (5,457) /3  -  (o,655) a, 

E'  =  o,ooo528  -h  (3,022) p  -  (0,029) a, 

{b)  E"  =  —  o, 002915  -h  (o,o53) j3  H-  (o,36oJa, 

I  E"'  =  —  0,001696  -  (3, 238)  p  ■+  (o,3o8)  a, 

\  E,T  =  o,ooo3o3  —  (5,295)/3  -h  (o,oi6)a. 


On  exprimera  la  condition  du  minimum  par  rapport  à  ]3,  en  mul¬ 
tipliant  chacune  de  ces  équations  par  le  coefficient  de  jS  dans  ces  mêmes 
11.  44 
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équations,  pris  avec  son  signe,  et  en  égalant  à  zéro  la  somme  de  tous 
ces  produits.  Si  l’on  opère  de  la  même  manière  par  rapport  à  a,  on 

aura  les  deux  relations 

# 

o  =  0,025957  -t-  (77,438) j3  -  (4,729) a,  „ 

O  =  —  0, 004060  —  (  4,729) /3  -f-  (o,655)a; 
d’où  l’on  tire 

a  =  0,00675,  /3  =  0,0000773; 

donc  l’aplatissement  le  plus  probable,  résultant  de  l’ensemble  des  ob¬ 
servations,  est 

®  14  8  , 

et  le  5oe  grade 

g"  =  =  25648,02. 

Enfin,  substituant  dans  les  équations  (b)  les  valeurs  de  a  et  /3,  011 
aura,  pour  les  erreurs  exprimées  en  secondes  centésimales, 

E  — -  2",  19,  E'=  5', 65,  E"  =  —  4*i  79,  E"  =  i\34,  E"  =  o',o5; 

de  là ,  en  secondes  sexagésimales , 

E=  —  o",73,  E'=i",83,  E"=  — i",55,  E"=o",42,  E,T  =  o",02 . 

L’aplatissement  déterminé  de  la  sorte  est  beaucoup  plus  grand  que 
celui  qui  résulte  des  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation , 
et  qu’on  trouve  de  3^-,  en  le  déduisant  de  deux  inégalités  du  mouve¬ 
ment  lunaire,  l’une  en  latitude,  l’autre  en  longitude  f).  On  sait 
d’ailleurs,  par  la  comparaison  des  arcs  mesurés  en  France  et  à  l’équa¬ 
teur,  qu’il  est  de  (art.  181),  résultat  presque  identique  avec  le 
précédent.  Ainsi  l’aplatissement  que  fournissent  les  quatre  arcs  de 
méridien  mesurés  en  France,  appartiendrait  à  une  ellipse  qui  ne  peut 
convenir  à  la  figure  générale  du  globe,  et  qui  supposerait  dans  les 


(*)  Exposition  du  Système  du  Monde ,  sixième  édition,  page  23 1 . 
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observations  des  latitudes  de  Paris  et  d’Évaux  des  erreurs  beaucoup 
plus  fortes  que  celles  qui  sont  probables.  De  telles  anomalies  dans  les 
latitudes  ne  pouvant  donc  être  entièrement  attribuées  aux  observa¬ 
tions,  on  doit  croire  qu’elles  tiennent  à  des  attractions  locales  qui 
agissent  irrégulièrement  sur  le  fil  à  plomb,  et  écartent  la  figure  de  la 
Terre  de  celle  d’un  ellipsoïde  de  révolution. 

Si,?  dans  les  équations  (b)t  l’on  fait  a  =  ^,  suivant  Newton,  et 
que  1  on  cherche,  connue  on  vient  de  l’enseigner,  l’équation  du  mmi- 
murn,  on  obtiendra  une  résultante  qui  fournira  une  nouvelle  valeur 
de  Pi  et  pour  lors  le  5oe  grade,  qui  est  une  fonction  de  cette  valeur, 
s’accordera  suffisamment  avec  la  détermination  primitivement  adoptée; 
mais  il  résultera  de  là  que  les  valeurs  de  E,  E',  E"  s’écarteront  davan¬ 
tage  des  limites  probables  des  erreurs  des  observations,  dans  l’hypo¬ 
thèse  du  minimum  absolu.  (Consultez,  à  cet  égard,  le  Mémoire  cité  de 
Legendre,  et  la  Mécanique  céleste ,  tome  II,  page  r4o.) 

Delambre  préfère  la  méthode  qui  donne  les  moindres  erreurs  de  la¬ 
titude,  moitié  positives,  moitié  négatives;  celle  qu’il  emploie  pour  cet 
effet  n  est  pas  directe,  mais  elle  est  trop  simple  pour  la  passer  sous  si 
lence.  Ce  célébré  astronome  prend  la  formule 

(H'  —  H)  =  A^[i  -h  |  a  cos?(H'  —  H)  cos  (H'  4-  H)], 

qu’on  déduit  aisément  de  celle  de  l’art.  178,  en  y  négligeant  les  puis¬ 
sances  supérieures  de  l’aplatissement,  et  transformant  le  terme  en  a 
par  le  procède  de  1  art.  184;  puis  il  détermine,  d’après  Tare  mesuré, 
la  différence  H'  —  H  des  latitudes  pour  différentes  hypothèses  d’apla¬ 
tissement,  et  par  conséquent  Terreur  des  observations.  En  considé¬ 
rant,  par  exemple,  la  latitude  de  Paris  comme  la  plus  exacte,  et  ap¬ 
pliquant  la  formule  ci-dessus  aux  arcs  du  méridien  compris  entre  le 
Panthéon  et  les  lieux  rapportés  dans  les  tableaux  précédents,  il  a  re¬ 
connu  que,  pour  l’aplatissement  a  =  jy^,  la  somme  des  erreurs  se  ré¬ 
duit  presque  à  rien,  tandis  qu’aucune  d’elles  ne  passe  3"  Jv  de  la  divi¬ 
sion  sexagésimale.  L’aplatissement  satisfait  encore  assez  bien  a  la 
condition,  au  lieu  que  donne  la  somme  des  erreurs  =  -+-  t3  ,96. 
(Abrégé d’ Astronomie ,  page  607.) 


44- 
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375.  Puisque  la  comparaison  des  parties  dont  se  compose  un  arc 
de  méridien  ne  donne  qu’imparfaitement  la  valeur  de  l’aplatissement 
de  la  Terre,  à  cause  du  peu  de  différence  de  leur  courbure,  établis- 
sons-la  entre  les  longueurs  de  plusieurs  degrés  mesurés  à  de  hautes  et 
basses  latitudes,  et  arrêtons-nous  aux  mesures  suivantes ,  quisojgt  les 
plus  accréditées ,  savoir  : 


NOMS 

des*  contrées. 

ARCS 

d’un  degré. 

LATITUDES 

moyennes. 

AMPLITUDES 

astronomiques 
des  arcs  mesurés. 

NOMS 

des  observateurs. 

A  l’équateur . 

Dans  l’Inde . 

1  io582lni 

110627 ,2 

1 1 r  1 3 1 ,2 

—  i°3.'  o"5 
i3.  6. £1,0 
•  45.  4.18,1 

66.20.10,3  j 

3°  7'  3"oo 

0  w  *1 

Bouguer, 

|  Lacondamine. 

Major  Lambton. 

]  Delambre,  Mécliain, 

En  France . ."C 

JJ • 1 

12.48.43,89  j 
1.37.18,98  j 

En  Suède . 

nx488,5  ! 

[  Biot,  Arago. 
Melanderhielm , 

Swanberg. 

Or  il  a  été  démontre  (art.  184)  que,  dans  l’hypothèse  elliptique ,  les 
degrés  des  méridiens  croissent  à  très-peu  près  comme  les  carrés  des 
sinus  des  latitudes  qui  correspondent  à  leurs  milieux;  si  donc  £(,),  £(J), 
e  5),  s<4)  sont  respectivement  les  erreurs  dont  les  mesures  A(,),  ACï),  A'3;, 
A  4),  peuvent  être  affectées,  on  aura  ces  quatre  équations  de  condition 


A(1)  —  z  —  7sin2^(,)  =  e(,) 

ou 

1 10582, 1  —  z  —  7.  0,00070  =  £(l^. 

A(»)  —  z  —  7  sin2  ^(,)  =  £(1) 

ou 

110628,6  —  3—7.0,0.5144  =  £<*>. 

ÀÇ5  —  z  —  7  sin2  =  £(s) 

ou 

1 11  i3i,2  —  z  —  7.0,50125  =  e(3). 

A(.4;  —  z  —  7  sin2  <jé4)  =  £(<) 

ou 

v  1 488,5  -  3  -  7.0,83890  =  £^'. 

dans  lesquelles 

et  les  deux  équations  du  minimum  qui  seront,  d’après  ce  qui  précède, 


J  =  f  *  =  ■£*(* -«V 


44383o,4  -  4z  — 7-^39229  =  0, 

—  155000,4-4-3.1,392294-7.  0,95765=  O, 


fourniront  ces  valeurs 
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jr  —  io89ra,o3,  z=  110578™, 54- 


D’un  autre  côté,  l’aplatissement  a  ayant  pour  expression 


2  _  Ll 
—  3  *’ 


et  le  rayon  de  l’équateur  étant 

1 80 

a  =  z  (1  -h  2a), 

on  trouve 

loga  =  7,5i6a475,  «  =  35^! 

log  a  =  6,8o46357 ,  a  =  6377284“'  ; 


par  suite  le  rayon  du  pôle  (art.  179), 

log&  =  6,8032076,  b  =  6356347“, 
et  le  quart  du  méridien  , 

logQ  =  7,00004^4»  Q=  10000976™. 

Enfin  les  erreurs  les  plus  probables  sont 

.(0  =  +  2mjg;  g(.)  =  _  6m  0.  g(.)  _  £(<)  =  3»  £ . 


mais,  vu  l’extrême  précision  des  mesures  de  F rance  et  de  l’Inde,  les 
erreurs  probables  dont  elles  paraissent'  être  affectées  doivent  plutôt 
être  attribuées  aux  irrégularités  de  la  Terre. 


576.  Les  géomètres  désiraient  depuis  longtemps  faire  concourir  à 
la  détermination  de  l’ellipticité  de  la  Terre  les  mesures  d’arcs  de  pa¬ 
rallèles,  et.  les  grandes  opérations  géodésiques  relatives  à  la  nouvelle 
carte  de  France  leur  en  ont  procuré  l’occasion.  En  effet,  les  deux  lignes 
de  courbure  d’une  surface  quelconque  étant  perpendiculaires  entre 
elles,  la  mesure  d’un  arc  de  parallèle  est,  théoriquement  parlant. 
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propre  a  faire  connaître  si  la  surface  à  laquelle  elle  appartient  est  ou 
n’est  pas  de  révolution.  Par  les  opérations  dont  il  s’agit,  l’on  ne  me¬ 
sure  pas  directement  cet  arc;  ce  sont,  comme  pour  la  méridienne,  les 
triangles  établis  le  long  de  cette  ligne  qui  servent  à  en  déterminer  la 
grandeur  art.  203):  il  ne  reste  plus  ensuite  qu’à  en  évaluer  l’ampli¬ 
tude  par  les  signaux  de  feu,  ou  à  l’aide  d’excellents  chronomètres,  ou 
par  tout  autre  moyen.  Mais  il  paraît  si  difficile  d’obtenir  cette  ampli¬ 
tude  avec  une  extrême  précision,  qu’on  a  peu  d’espoir  d’acquérir  par 
là,  sur  la  véritable  figure  de  la  Terre,  plus  de  lumières  qu’on  n’en 
possède  maintenant.  Néanmoins,  on  ne  doit  pas  négliger  de  faire  en. 
trer  en  considération  les  mesures  d’arcs  de  parallèles,  ou  de  perpendi¬ 
culaires  à  la  méridienne,  si  les  observations  de  longitude  et  d’azimut 
peuvent  inspirer  assez  de  confiance,  et  si  les  opérations  géodésiques  ont 
été  faites  avec  tous  les  soins  que  leur  importance  exige. 

La  longueur  d’un  arc  de  parallèle  compris  entre  les  points  extrêmes 
d’une  chaîne  de  triangles,  et  son  amplitude  étant  connues,  on  aura 
aisément  la  longueur  du  degré  moyen  de  ce  parallèle;  car  ce  serait 
sans  doute  un  hasard  si  les  portions  de  cette  ligne  étaient  rigoureu¬ 
sement  proportionnelles  à  leurs  degrés.  Les  irrégularités  observées 
dans  les  arcs  de  méridiens  donnent  lieu  de  penser  qu’il  en  existe  aussi 
dans  les  arcs  de  parallèles.  Cependant,  si  les  différences  entre  les  de¬ 
grés  d’un  même  parallèle  sont  très-légères,  et  quelles  puissent  être 
uniquement  attribuées  aux  erreurs  des  observations,  l’on  sera  en  droit 
de  conclure  que,  dans  le  lieu  où  l’on  a  opéré,  la  surface  de  la  Terre 
est  réellement  de  révolution.  Dans  la  supposition  contraire,  le  parallèle 
mesuré  sera  une  courbe  irrégulière,  et  la  différence  de  longitude  de 
ses  extrémités  ne  sera  pas  rigoureusement  son  amplitude  :  on  détermi¬ 
nera  alors  l’ellipse  qui  y  satisfait  le  mieux.  Mais  que  pourra-t-on  con¬ 
clure  de  là,  si  ce  n’est  que  la  Terre,  dans  le  lieu  des  observations,  a 
sensiblement  la  forme  d’un  ellipsoïde? 

Supposons,  par  exemple,  qu’aux  arcs  partiels  b%  b^\  bC3)  .  cor¬ 
respondent  les  amplitudes  astronomiques  T  1  ,  T  5),  T(î), . . . ,  exprimées 

en  secondes  de  temps;  que  £  désigne  le  degré  sexagésimal  du  parallèle  B 

dont  il  s’agit,  et  que  5  soit  généralement  l’erreur  commise  syr  l’ampli¬ 
tude  T,  on  aura  (en  faisant  attention  que  4m  de  temps  ou  2408  répondent 
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à  l’arc  d’un  degré)  ces  quatre  équations  de  condition, 


(6) 


TO 

240 

TC) 

TC) 

4° 


fWu  -  = 


)Wu  - 


\V»u  -  ^  ^ 


«o 

240’ 
«(») 
240  ’ 

gO 

240* 
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Traitant  ces  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  il  viendra, 
pour  la  valeur  la  plus  probable  du  degré  du  parallèle, 


1  _  g  _  240  [60*  60*  4-  60)'  .  .  .] 

u  ~  m  60T0  -h  6(*)TC)  -+-  6<*>T<») -+- . .  .  ’ 


ensuite,  portant  cette  valeur  dans  les  équations  précédentes,  on  ob¬ 
tiendra  les  erreurs  les  plus  probables  des  amplitudes  partielles.  Il  sera 
convenable  de  prendre  une  grande  ligne  pour  unité  de  mesure ,  afin  d’é¬ 
viter  de  trop  grands  nombres  dans  ce  calcul. 

Quant  à  la  recherche  de  l’expression  de  la  probabilité  que  le  rapport 

de  l’erreur  de  la  valeur  de  -  à  cette  valeur  est  compris  entre  certaines 

limites,  c’est  une  question  délicate,  que  l’auteur  de  la  Mécanique  cé¬ 
leste  devait  traiter  dans  un  nouveau  mémoire  sur  la  Théorie  analytique 
des  Probabilités.  Ce  savant  illustre  voulut  bien  m’apprendre  que  si  le 
nombre  n  des  équations  de  condition  ci-dessus  est  petit,  la  probabilité 
que  le  rapport  de  T  erreur  de  la  valeur  précédente  du  degré  du  pa¬ 
rallèle  mesuré  à  cette  valeur,  est  compris  dans  les  limites  zh  le  produit 
de  cette  valeur  par 

r  /  2  [80*4-90)»  +  ,  ..  4-9Ç)»] 

0T+~â  *  V  60,+  6<*)»_h*(s)*_h  . .  i  +  iw*» 

égale  à 


lorsqu’on  désigne  par  ,  0O .  les  nombres  ^  ~ , . . . ,  et  par  c 

la  base  des  logarithmes  népériens. 
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Le  calcul  de  —  est  d’autant  plus  pénible  par  cette  voie  que  le  nom¬ 
bre  des  équations  de  condition  est  plus  grand  ;  mais  il  est  facile  de  le 
simplifier  considérablement  en  modifiant  ces  équations  de  la  manière 
suivante  : 

Si  l’on  suppose  ~  =  l3-hx— j3^i 

valeur  de  [i  celle  qui  ne  diffère  de  la  plus  probable  que  d’un  petit 
nombre  d'unités,  x  sera  alors  une  très-petite  quantité  dont  on  pourra 
négliger  le  carré  dans  l’expression  de 

D'après  cela ,  les  équations  de  condition  (6)  se  changeront  en  celles-ci  : 

24°-&(i)  _  T(.)  _  24q  *(i)  x  _  g(1)  ■ 

P  PJ 

g4o  *(,)  To  _  24o-^(,)  _  w 

(A)  f  P 

!  240.  b  -  _  T<î)  _  a4<>-*(3;  ^ 

I  P  P1  7 


ou,  pour  abréger,  en  ces  autres  : 


N(t>x  =  s<‘>, 
TS(,)x  =  «c*>, 
N  3)  x  =  gO, 


Opérant  sur  ces  équations  comme  il  est  dit  ci-dessus,  on  obtiendra 

MONO  H-  MWR(»>  h-  mwjxw  +  . . 

X  ~  N(0‘+]!(W4r  <*)».+.  . . . - :- 

Telle  est  la  quantité  à  ajouter  algébriquement  à  pour  avoir  le  de¬ 
gré  le  plus  probable  résultant  de  la  mesure  géodésique.  Si  l’on  substitue 
ensuite  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (A'),  on  aura  également 


,  et  que  l’on  prenne  pour 
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les  valeurs  les  plus  probables  de  s(,),  g(î) ,  s(3), . . .  Enfin  la  somme  de 
ces  erreurs,  prises  avec  leurs  signes,  sera  la  correction  à  appliquer  à 
la  différence  en  longitude  T(,)  4-  Tc0  4-  T(3)  4- 

Pour  faire  ressortir,  par  quelques  applications  numériques,  T  utilité 
et  les  avantages  de  la  méthode  actuelle,  j’emprunterai  de  la  mesure  de 

I  arc  de  parallèle  compris  entre  l’Océan  et  Padoue  les  résultats  qui  ont 
été  en  partie  obtenus  par  mon  procédé,  et  que  l’on  trouve  à  la  page  291 
de  la  Connaissance  des  Temps  pour  1 829 ,  mais  corrigés  ici  de  la  très- 
petite  discordance  des  bases  de  Bordeaux  et  du  Tésin  ,  et  ramenés  à  la 
latitude  de  45°43'i2".  Voici  en  peu  de  mots  comment  j’ai  effectué  cette 
correction. 

D  abord  la  rectification  de  ce  parallèle  a  été  faite  en  prenant  pour 
base  de  départ  le  côté  j Sort-Herment  de  la  méridienne  de  Dunkerque , 
calculé  par  Delambre.  Or  la  base  de  Bordeaux  conclue  de  ce  côté  s’é¬ 
tant  trouvée  de . 14117™, 46  log  4,1497566 

et  sa  mesure  directe  étant  de . 14119  ,08  log  4>i 498064 

on  a  pour  la  différence  logarithmique .  -h  0,0000498 

II  faut  donc  ajouter  au  log.  de  la  longueur  B  du  parallèle  la  correction 
-h  0,0000498,  pour  convertir  cette  longueur  en  unités  de  la  base  de 
Bordeaux. 

De  plus,  le  réseau  trigonométrique  de  ce  parallèle  étant  lié  par  ses 
extrémités  à  la  base  de  Bordeaux  et  à  celle  du  Tésin ,  et  celle-ci ,  déduite 

de  la  première,  étant  de . 9999™, 455  log  3,9999763 

tandis  que  sa  mesure  directe  est  de.  .  9999  ,254 

il  s’ensuit  que  la  base  moyenne  =  9999  >3545  log  3,9999720 
et  que  par  conséquent  la  2e  correct,  logarithmique  =  —  o,ooooo43 

Ainsi,  en  définitive,  on  a  pour  le  log.  de  la  longueur  B  du  parallèle 
moyen,  évaluée  en  unités  de  cette  base  moyenne, 

log  B  4-  0,0000498  —  o,ooooo43  =  log  B  4-  o,oooo455. 

Telle  est,  en  effet,  la  correction  que  j’ai  faite  à  chacun  des  arcs  par¬ 
tiels  avant  de  former  le  tableau  suivant. 

11. 
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ARCS  PARTIELS. 

AMPLITUDES 

astronomiques. 

amplitudes 

géodésiques. 

DIFFÉR. 

Marennes etS^Preuil.  A(')=  y44,4ni9^ 

T(‘)=ob3m48s990 

P(*>=oh  3m4q*43o 

-ho"  440 

SVPreuilet  Sauvagnac  A(*)=  134194 ,79 

T(*)=o.  6.23,094 

P(0=o.  6.22,910 

-ofi84 

Sauvagoac  et  Usson. .  A0)=  133359,09 

TO)=o.  6.51,391 

PO)=o.  6.5i  ,160 

— o,23i 

Ussod ei  Genève .  K4)—  a33iii,o8 

T(0=  0.1 1.57, 820 

P(0=o.i  i.58, 720 

■+-0,900 

Genève  et  Milan . A(5>—  336741,47 

T(*J=0.I2.  9,570 

P(*)=o.i2.  9,890 

-+-0,320 

Milan  et  Padoue .  b(6)—  209379,5a 

T(«)=  o.io.45,383 

P(6)=0.  io.45,23o 

— o,i53 

Arc  total  B  =  101 1 100,91 

T  =o.5i.56,a48 

P  ;=o.5i.57,34o 

-+-1,096 

La  première  conséquence  que  l’on  tire  de  ce  tableau,  c’est  que  l’a- 
piatissement  d’après  lequel  a  été  calculée  l’amplitude  géodésique  P 
est  plus  petit  que  celui  qui  répond  à  l’amplitude  astronomique  T.  Elle 
devient  d’ailleurs  évidente  par  cette  relation  : 


90°. B 
Q  cos  H 


45°.  B 
Q  cos  H  ' 


a  (i  -h  2  sinaH  )  , 


tirée  des  formules  démontrées  aux  art.  179  et  190  du  tome  I ,  puisque, 
plus  l’aplatissement  a  augmente,  plus  P  diminue,  le  quart  du  méri¬ 
dien  elliptique  Q  restant  toutefois  le  même.  Observons  cependant  en 
passant  qu’on  aurait  tort  de  vouloir  déduire  définitivement  de  cette 
seule  relation  la  valeur  de  a ,  en  y  remplaçant  P  par  T  exprimée  en 
degrés  sexagésimaux,  parce  que  Q  est  aussi  une  Inconnue  dont  la 
valeur,  à  la  vérité,  différé  dans  tous  les  cas  bien  peu  de  io  millions 
de  mètres.  Au  surplus ,  en  supposant  Q  constant,  on  a  l’équation  dif¬ 
férentielle 

^  =  ~  -da(i  +  asin’H), 


qui  donnerait  la  correction  d’aplatissement  au  moyen  de  celle  de  lon¬ 
gitude,  et  réciproquement. 

La  seconde  conséquence  est  encore  plus  frappante  que  la  première, 
en  jetant  un  coup  d’œil  sur  le  tableau  suivant ,  formé  des  valeurs  de 

75^)’  etc-  ’  insérées  dans  la  seconde  colonne. 
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LONGUEURS 

du  deçré. 

DIFFÉRENCES. 

Par  le  ier  arc. . . 

77992m87 

77805,32 

77799*9^ 

77939>49 

77878,67 

77825,25 

iis 
\  1  +  11 

Par  le  2*.  . . . 

Par  le  3e . 

Par  le  4e . 

Par  le  5® . 

Par  le  6e . 

Par  l’arc  total . 

77870,60 

Nous  croyons  devoir  attribuer  en  grande  partie  ces  différences 
considérables  entre  les  longueurs  des  degrés ,  bien  plus  à  l’imperfection 
de  la  méthode  qui  a  été  employée  pour  mesurer  les  amplitudes  astrono¬ 
miques  de  tres-petits  arcs  qu’aux  irrégularités  de  la  figure  du  parallèle. 

I  n  y  a  donc  rien  de  mieux  à  faire,  pour  rétablir  autant  que  possible 
harmonie  entre  les  six  parties  de  cette  ligne,  que  de  procéder  comme 
on  vient  de  le  dire.  Ainsi,  en  supposant  ^=77870“, 6,  les  équations  Aï 
deviendront 


(A") 


0,359  ~  0,002945  x 

—  o,3ai  —  0,004915  x 

—  0,374  —  0,005*78  x 
4-  o,636  —  0,009213  x 
H-  0,075  —  0,009370  x 

—  0,376  —  0,008283  X 


*(4), 

*<•>, 

«w, 


et  donneront ,  par  la  méthode  la  plus  avantageuse 

—  0,1057  “L  0,000867  x> 

~b  0,1578  4-  0,002416  x , 

"b  0>Ï974  ~b  0,002786  X , 

o,586o  -4-  0,008489  x , 

—  0,0703  -f-  0,008780  x , 

-b  o,3n4  4-  0,006861  x. 
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Égalant  cette  somme  à  zéro  ,  on  aura 


77870“,  60 
3  ,16 

77873“, 76 

Enfin  ,  substituant  pour  x  sa  valeur  dans  les  équations  (A"),  les  er¬ 
reurs  les  plus  probables  qui  affectent  les  amplitudes  partielles  seront 

£(,)  =  -h  os,35o 
s(i)  =  —  O  ,337 
e(3)  =  —  o  ,391 
e(,)  =4-0  ,607 
e(i)  =  -h  o  ,o45 
Ê(t)  =  —  O  ,402 

Somme  e  =  —  0,128 

Cette  valeur  de  e  est  donc  la  correction  à  faire  à  l’amplitude  to¬ 
tale  T  =  oh5i™56%248  pour  avoir  la  différence  en  longitude  la  plus 
probable  entre  Marennes  et  Padoue;  ainsi  l’amplitude  corrigée 
=  oh5i“56s,i2  = 

Il  est  à  regretter  que  les  irrégularités  du  parallèle  mesuré,  ou  les 
perturbations  du  fil  à  plomb  dans  le  sens  de  cette  ligne,  qui  paraissent 
exister,  ne  puissent,  quant  à  présent ,  être  mises  tout  à  fait  en  évi¬ 
dence,  à  cause  des  trop  fortes  erreurs  d’amplitude  dont  au  reste  il  était 
impossible  de  se  garantir.  Cependant  l’on  serait  porté  à  croire  que  la 
différence  4-  0^,900  entre  T  4  et  P  ,  que  l’on  remarque  dans  le  premier 
tableau  ci-dessus,  n  est  pas  entièrement  due  à  ces  erreurs.  On  aurait 
éclairci  ce  point  important  en  réobservant  l’amplitude  de  Tare  entre 
Genève  et  Marennes,  par  la  méthode  qui  a  été  pratiquée  avec  un  grand 
succès  sur  le  parallèle  de  Brest  (art.  347).  Quoi  qu’il  en  soit,  cherchons 
maintenant  l’aplatissement  de  l’ellipsoïde  osculateur  en  France  par  la 
formule  que  nous  avons  donnée  art.  191. 


x  _  _£io^£  _  ,6 

0,030199 


Mais  par  hypothèse . j3  = 

Ajoutant . x  = 

il  viendra  pour  le  degré  le  plus  probable . B,„  = 


On  a  d’abord 
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H  =  45°43'i2", 

B/w  =  77873“,  76. 

De  plus,  l’arc  du  méridien  compris  entre  Greenwich  et  Formentera  a 
pour  longueur 

A  =  i423835“,i6, 
et  les  latitudes  de  ses  extrémités  sont 

X  =  5i°a8'4o",oo 
X'  =  38.39.56 ,11 
Amplitude  X— X'=  12.48.43  ,89 
=  12°, 8121917; 

de  là ,  degré  moyen  , 

Y~}  =  Kn  =  IIIl3l“,23. 


Gela  posé,  la  formule  citée,  qui  se  réduit,  en  négligeant  le  très- 
petit  terme  en  e\  à  la  suivante, 

T  (Bw  —  km  cos  H) 


■-[; 


i35  sin  (  V)  cos  (  \  - 

TT  l—Y 


“■V 


Am  cosH  sin2 H 


donne,  en  opérant  par  logarithmes , 

log  Am  =  5,o45836i  - 
l.cosH  =  9,8439583  77873,76 

1.  A„2  cos  H  =  4,8897944  —  —  77581,79 

29G97 

i  011  numérateur  =  1 45 ,985  log  2 , 1 643o83 

^°g  B/n  =  4j89I  39i  I  log  \  =  9,6989700 

=  i,633i839  1.  Am  cos  H  =  4,8897944 

i«>n(X—V)cos(X-hV)  „  „  . 

log - îzTÿ - —  056364761  —  1.  sin^H  =  9,7097490 


2,i6io5ii  =  —  1 44m>89 


4,2985 1 34=  i9884m, 44 
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Vu  l’incertitude  qui  reste  encore  sur  la  valeur  du  degré  moyen  du 
parallèle  mesuré ,  il  est  inutile  de  tenir  compte  du  second  terme  de  la 
formule  en  e2.  Néanmoins  il  est  assez  prouvé  que  les  mesures  de 
France,  dans  le  sens  des  deux  lignes  de  courbure,  donnent  un  apla¬ 
tissement  plus  fort  que  celui  qui  paraît  convenir  le  mieux  à  la  figure  du 
globe  en  général ,  et  que  le  résultat  ci-dessus  est  beaucoup  plus  exact 

que  celui  de  tiré  des  seules  parties  de  l’arcdu  méridien  (art.  374)(*). 

Achevons  de  compléter  la  solution  du  problème  que  nous  nous 
sommes  proposé.  D’abord,  en  admettant  que  a  =  exactement,  le 
carré  de  l’excentricité  de  l’ellipsoïde  osculateur  est 

ei  _  (a -h  b)  (a  —  b)  537  _ 

fl2  (269)’  » 

de  là  log  e 2  =  7,8704697  ;  ensuite  le  demi-grand  axe  se  déduira  de 
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T  B/«  =  19468”,  44 

—  144 ,89 

iq323  ,55 
q-  19884  ,44 

dénominateur  =  39207  ,99  log  =  4^933747 

log  numér.  =  2,i643o83 
c.  log  dénom.  =  5,4o66253 

log  a  =  7,5709336  =  o,oo37233 
compl.  arith.  =  2,4290664  =  268,57  î 

aplatissement  a  =  -  . 


(*)  Lorsqu’aux  six  arcs  precedents  l’on  ajoute  celui  qui  a  été  mesuré  en  dernier  lieu  par 
M.  le  général  Fallon,  et  qui  est  compris  entre  le  clocher  de  Sainte-Justine  de  Padoue  et 
la  tour  de  la  ville  de  Fiume,  son  amplitude  astronomique T(’)  =  ohiom  1 3*, 536,  son 
amplitude  géodesique  P^)  =  ohionii5*,392,  et  sa  longueur  bi1)  =  1 99571®, 64,  toutes 
corrections  faites.  Alors  le  degré  moyen  le  plus  probable,  déduit  de  ces  sept  arcs  par¬ 
tiels,  a  pour  valeur  77906®,  et  l’aplatissement  de  l’ellipsoïde  osculateur  est  dey^. 


cette  formule, 
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Bm=^.  acosH  (1  H-  |e2  sin2  H  +  |e4  sin*  H  4- . . .), 

démontrée  (art.  189) ,  et  dans  laquelle,  F  étant  le  facteur  polynôme  du 
second  membre,  on  trouvera  aisément,  d’après  les  données  précé¬ 
dentes,  F  =  1,001907.  Voici  ce  calcul  : 

logBm  =  4,8913911 
c.l.cosH  =  0,1 560417 

I°g~  =  1,7581226 

c.  log  F  =  9>9991717 
log  a  =  6,8047271  a  =  6378624“ 

log  a2  =  13,6094542 
1  —  e*  =  0,9925789;  log  (1  —  e2)  =  9,9967649 

log  b*  =  13,6062191 

log  b  =  6,8031095  b  —  63549  ioni 

Enfin  le  quart  du  méridien  sera  donné  par  cette  série  : 

l°g2Q  =  l°g  «  -+-  log  tc  -  fi  ({  a  +  a1 . . .  ), 

trouvée  (art.  179) ,  laquelle  donnera,  à  cause  de  log  jt 1  =  9,63778  et 
de  log  a  =  log  ^-9-  =  7,5702477 , 

log  2Q  =  7,3010694 
9,6989700 

log  Q  =  7,0000394  =  10000907  métrés. 
9,7101800 

log  Q  =  6,7102194  =  5i3i2o6  toises. 

11  suit  de  là  que ,  par  les  seules  mesures  de  l’ellipsoïde  oscillateur  en 
France,  on  aurait  trouvé  pour  la  longueur  du  mètre  3pioP°i  i1,B,336 
Sa  longueur  légale  est . 3.o.  11  ,296 

Différence .  o  ,04 
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Dans  la  recherche  de  la  figure  générale  du  globe  par  les  mesures 
géodésiques  et  astronomiques ,  il  est  impossible  de  rendre  les  latitudes 
et  les  longitudes  indépendantes  des  anomalies  produites  par  des  causes 
perturbatrices  qui  étendent  leur  action  jusqu’aux  lieux  des  observa¬ 
teurs;  mais  il  est  évident  que  rinfluence  de  ces  anomalies  locale*  sur 
l’expression  numérique  de  l’aplatissement  est  d’autant  moindre  que 
les  arcs  mesurés  ont  plus  d’amplitude. 

En  examinant  au  contraire  ce  qui  se  passe  dans  une  petite  étendue 
superficielle ,  cette  influence  en  décèle  toutes  les  inégalités.  Par  exemple, 
nous  avons  cherché,  à  l’aide  des  équations  différentielles  de  l’art.  200, 
quels  seraient,  en  France,  les  aplatissements  qui  feraient  accorder  exac¬ 
tement  entre  elles  les  déterminations  géodésiques  et  astronomiques 
correspondantes,  en  supposant  les  stations  situées  d'eux  à  deux  sur  des 
ellipsoïdes  tangents  au  sphéroïde  terrestre  à  l’Observatoire  de  Paris, 
et  nous  avons  trouvé  les  résultats  suivants,  que  nous  extrayons  de  la 
Nouvelle  carte  de  France y  tome  II,  page6i4- 


STATIONS  COMBIN. 

(partie  occid.) 

LAT1T.  ET  LONCIT . 
géodésiques. 

DIFFÉRENCES 
avec  les 
mesures  aslr. 

ËQCA\I0NS  A  RESOUDRE. 

CORRECT.  d’aPPL.  ET  DD  |  DU  MÉRIDIEN, 

aplatissement  déduit. 

Observât,  royal 

H  =  |S°5o'  13*20 
H'=48.  i4-5o,o5 

P'=  6  49.4o,3a 

Q  =  10000724"* 

da=-t-o, 000235a ;  dq=—  0,0007828 
a'  =«-f-da=o  ,Oo3a4-t-dœ=-^-- 

Crozon . 

<ffl'=—  i"55 

dZ'=—  9,67 

—  i"55=  393*74  du-+-  aia3"i5d<7 

—  9,67=19435,0  d*-f-  i83g6,od</ 

Angers . 

H'=47.a8  10,6; 

p'=  a. 53. ai, 57 

dH'=—  3,88 

dZ'—— 16,71 

—  3,88=  811,02  da-t-  492a, 53  dq 

—16,71=  7999  >7  7669,70  dq 

du— —  o,ooi5834  j  dq= — o,oo52734 
a'  =  0 ,00 16566  =  „  .1 

600,6 

Puits -Berteau.  J 

1 

(H'=47.  .  3.59,85 
|P'=  0.14. 5a, 47 

I 

dH'=-+-  0,69 

dZ'=— a'ltaS 

■+■  0,69=  91 5,6l  da-f-  5773,35  dq 

—24,28=  681 ,35  d«-f-  655, 18  d</ 

du— —  o,n4ai84ii  dq—  0,0068097 
«'=-  0, 038944  =-  ^ 

La  Ferlanderie  J 

1 

(H'=45  44.44,87 
|p'=  3.  1 .  ta  ,04 

dH'=-  3,83 

</Z'=— a8,o5 

—  3,83=  1 333,o  ii28,33  dq 

—28,o5=  7893,3  d*-+-  7792,00^7 

d«=-  0, oo36448;  dq=  0,00009^ 
«'  = —  o,ooolo48  = - - - 7 

a»7°>4^ 

Tour  de  Borda. | 

;h'=43.4a  41,75 
|p'=  3.a4.  5,84 

l 

dH'=-t-  o,34 

dZ'=-4«.37 

0,34=  12^9, 1  du-h l845l  ,45  dq 
_4l  ,27=  8279,5  du- 1-  8469,7  '  dq 

du—— o,oo536943;  dq=  0,0003761 
«'  =-o,ooaia943  =-  ^ 
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Dans  ce  tableau,  relatif  à  la  PI.  ///,  les  différences  de  latitude  et 
t  azimut  sont  positives  ou  négatives,  selon  que  les  déterminations 
geodesiques  calculées  pour  l'aplatissement  a  =  o,ooM  son.  plus  faibles 

désPrésultat!  mn  ^  <r  (e'mi,lat,°nS  astl'°"omKlues- 11  su>t  évidemment 
des  résultats  qu  d  renferme,  et  auxquels  il  ne  faut  pas  cependant  ac¬ 
corder  une  exactitude  absolue,  que  la  sphère  tient  à  peu  p,  es  le  milieu 

en  re  les  deux  ellipsoïdes  aplati  et  allongé  qu'on  obtiendrait  en  grou¬ 
pant  les  stations  qui  répondent  à  des  aplatissements  de  même  si<me 
't-oii  meme  la  part  des  erreurs  ^observation  la  plus  grande  possible.’ 


Dations  comkin 
(Partie  orient.) 

LATIT.  ET  LONG1T. 

geodésiques. 

DIFFÉRENCES 

avec  les 

mesures  aslr 

ÉQUATIONS  A  RÉSOUDRE. 

CORRECT.  d’aPL.  ET  DU  J-  DU  MÉRIDIEN  . 

aplatissement  déduit. 

B,'éri  (mont). . 

H'=  46°4?'  3o"6i 
P'=—  3. 1 4  é  3 1 , 83 

5*23 

dZ'— — 37 ,87 

-+■  5"  a3=  io83"o  da-t-  7362"6  dq 
-1-37,87=  87Sr,2</a-i-  85i4,5  dq 

d«  =  0, 0042267;  dq  =  0,0000886 

*'  =  0,007466-  =  -  1 

133,9 

°Pmes  (prè8 
j  '  Clermont). 

H'=  45.42.39,79 
>'=-  0.45.24,57 

8,97 

dZ'  = — 1 5,82 

■+•  8?97=  1337  .7  <fa-t-U253,4-  dq 
-Hi5,82=  1974,5 da-h  ig5o,3  dq 

dX  =  0,0000818:  dqd=: — 0,0001738 

=■  0,Otl42  =*  - L_ 

*  87,56 

^Dntceau  (tour) 

H'=  45.35.28,5o 
P'=-  3.  *.49,59 

4,5o 

tfZ'=--,5,75 

4,5o=  i352,6 doc-hi  1684,7  dq 
-+-1.5,75=  7878,4  d*-f-  7798,1  dq 

da  =  0,0001737  ;  dq  =  0,0001840 

«'  =  0,004977  =  __ L_ 

200,9 

Colombier.* . 

;h'=  45.52.55,88 

p'——  3.25.17,27 

6,08 

dZ'= — 18,81 

6,08=  i3ia,  1  d«4-roG37,2  dq\ 
-+- 18,81=  8987,1  dx-h  885o, 7  dq 

dv.  =.  0 ,ooo3o2'5  ;  <fy=— 0,0009445 

«'  =  0,006263  =  — . 

1 59,67 

G°nève  (ancien 
observatoire). 

H'=  46.11.59,74 
P'=-  3.48  56,92 

dH'= —  0,24 
dP'=— 16,29 

—  0,24=  I2q9,9 da-f-  9493,46  dq 

-t-,6,29=,4°23,oda-)-i3736,92  dq 

da.  =  0, ooi362i  ;  dq=—  0,0002047 

«'  =  0,0046021=  — ! _ 

2.7,3 

Marseille . j 

H'=  43i:.5i,6o 
P'=—  3.  i.5o,3o  < 

m'=~  3,08 
iZ'=— 3i  ,  17J- 

—  3,08=  Ill2,5da-1-I994l,6  dq  , 
+-3r,i7=  67i3,5da-+-  7137,7  dq  ( 

dx  =  0,0049532;  dq— — 0 ,00043 1 

*'  =  0,0081932  =  - î— 

122 ,05 

L2  CCtte  dmrence  de  ,oneitude  cst  du  signe  -,  comme  si  les  long^ud^ie 

neales  étaient  positives. 

Les  douze  équations  de  ce  second  tableau,  traitées  par  la  méthode 
des  moindres  carrés,  donnent 

cia  =  0,0042340;  dq  =  —  o,ooo338a6; 

a'  =  a  4-  c/a.  =  0,007474  = 


II. 
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Ainsi  il  est  évident  que  la  surface  qui  comprend  toutes  les  stations 
combinées  deux  à  deux  avec  celle  de  Paris  est  formée  de  deux  nappes 
principales,  séparées  à  peu  près  par  le  méridien  de  cet  observatoire, 
et  que  ces  nappes  appartiennent  à  deux  ellipsoïdes  irréguliers  dont  les 
aplatissements  sont  tellement  inégaux,  que  l’un,  à  l’occident,  est 
presque  nul,  et  l’autre,  à  l’orient,  d’environ  On  doit  donc  inférer 
delà  que  la  méridienne  terrestre,  dans  notre  contrée,  est,  par  l’effet 
des  irrégularités  locales,  une  courbe  à  double  courbure  assez  pronon¬ 
cée.  Enfin  il  est  incontestable  que  quand  la  direction  du  fil  à  plomb , 
d’où  dépendent  essentiellement  les  valeurs  absolues  des  coordonnées 
géographiques  d’un  point  de  la  terre,  est  troublée,  soit  par  l’attrac¬ 
tion  de  quelque  montagne  voisine,  soit  parce  que  la  densité  du  terrain 
est  plus  petite  ou  plus  grande  que  la  densité  générale  de  la  croûte 
terrestre,  on  ne  peut  vérifier  non-seulement  la  loi  de  la  variation  des 
degrés  des  méridiens  et  des  parallèles  dans  l’hypothèse  elliptique, 
mais  en  outre  la  relation  qui  existe,  sans  cette  cause  perturbatrice, 
entre  les  azimuts  et  les  longitudes  sur  un  sphéroïde  irrégulier  peu  diffé¬ 
rent  d’une  sphère.  Ainsi  les  anomalies  qui  ressortent  des  comparaisons 
dont  il  s’agit  et  celle  entre  Andrate  et  Mondovi,  qui  a  été  signa¬ 
lée  par  M.  Plana,  tiennent  nécessairement  à  des  variations  d’une 
grande  étendue  dans  la  nature  du  sol  de  la  France  et  de  l’Italie,  et 
les  mesures  géodésiques,  comme  celles  du  pendule  à  secondes,  lors¬ 
qu’elles  réunissent  toutes  les  conditions  requises,  sont  éminemment 
propres  à  attirer  l’attention  des  géologues.  (Voyez  Descript.  géom.  de 
la  France,  tome  II,  page  69.7  et  suiv.)  (*). 


(*)  Les  travaux  géodésiques  et  astronomiques  récemment  exécutés  en  Russie  sous  la 
direction  de  M.  le  général  Schubert,  et  dans  d’aulres  contrées  limitrophes,  par 
MM.  Gauss,  Struve,  Tenner,  etc.,  sont  aussi  de  nature  à  confirmer  la  loi  qui  lie  entre 
elles  les  longueurs  des  degrés  des  méridiens  dans  toute  la  partie  occidentale  de  l’Eu¬ 
rope  ,  et  à  jeter  de  nouvelles  lumières  sur  la  cause  des  irrégularités  dont  elles  sont  affec¬ 
tées.  Enfin  la  triangulation  du  royaume  des  Deux-Siciles  par  les  ingénieurs  napolitains 
procure  également  de  précieux  résultats  pour  le  perfectionnement  de  la  géographie,  et 
se  lie  à  celle  du  reste  de  l’Italie,  comme  celle-ci  se  rattache  à  l’immense  réseau  qui 
couvre  la  France  et  la  Belgique. 
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Recherche  de  la  figure  de  la  Terre  par  la  combinaison  d’un  arc  de 
méridien  et  d  une  autre  ligne  de  plus  courte  distance  perpendiculaire 
à  cet  arc. 

377 .  L’auteur  de  la  Mécanique  céleste  propose  de  déterminer  l'ellip¬ 
soïde  oscillateur  en  un  lieu  quelconque  par  la  mesure  de  deux  lignes 
de  plus  courte  distance  perpendiculaires  entre  elles,  et  dont  l’une  soit 
dirigée  dans  le  sens  du  méridien  (art.  378);  mais  les  calculs,  en 
suivant  cette  voie,  sont  si  longs  et  si  pénibles,  que  j’ai  dû  préférer, 
dans  la  pratique,  la  méthode  simple  et  rigoureuse  que  je  viens  d’ex¬ 
poser  avec  tous  les  développements  qui  sont  de  nature  à  en  faire  res¬ 
sortir  les  avantages.  Cependant,  si  l’on  voulait  déduire  des  deux  lignes 
dont  il  s’agit  l’excentricité  de  cet  ellipsoïde,  ne  fût-ce  que  dans  le  but 
démultiplier  les  moyens  de  vérification,  on  pourrait  substituer  à  la 
méthode  de  l’art.  188  la  suivante,  qui  est  plus  exacte  et  plus  directe. 

Désignons  par  X,  X'  les  latitudes  observées  aux  extrémités  nord  et 
sud  d  un  arc  A  de  méridien,  par  II  la  latitude  d’un  point  intermédiaire 
de  cet  arc,  et,  comme  à  l’ordinaire,  par  es  le  carré  de  l’excentricité  de 
l’ellipsoïde  oscillateur  cherché;  par  p  le  rayon  de  courbure  du  méri¬ 
dien  au  point  H  :  on  aura,  d’après  l’art.  184, 

OX  j  =  X  -  X'  -4-  I  ea  [(X  -  X')  C0S2H  -  sin(X  -  X')  cos(X-hX')], 

en  supposant  l’amplitude  X  —  X'  exprimée  en  parties  du  rayon ,  et  bor¬ 
nant  l’approximation  aux  termes  de  l’ordre  de  l’aplatissement. 

D’un  autre  coté,  appelons j-,  jr'  les  deux  portions  de  la  ligne  géodé- 
sique  perpendiculaire  à  l’arc  A  au  point  dont  la  latitude  est  H ,  et  N  la 
normale  ou  le  rayon  de  courbure  de  cette  ligne  au  même  point;  enfin 
désignons  par  p,  p'  les  longitudes  respectives  des  extrémités  de  y,/ 
comptées  du  méridien  A  et  exprimées  également  en  parties  du  -rayon , 
on  aura  (art.  196), 

p cosH  =  r  -f^tang’H; 
d’où  l’on  tire,  à  très-peu  près, 

(a)  ~  =  p  cos  H  -+-  ±  p3  sina  II  cos  H , 
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et  pareillement 


(3) 

£  =  P'  “s  H  +  \p'*  sin2  H  cos  H. 

Écrivons  brièvement 

ces  trois  équations  ainsi  qu’il  suit 

■ 

A 

J  =  ?  +  e  q, 

m 

£  =  Vf 

(3') 

N.  ~  ; 

en  faisant 

<p  =  1  —  1', 

7  =  fP  —  X'JcosaH  —  sini[X  —  X^cQsfT-»-  X')], 

?' =  pcosH  -f-  sin2H  cos  H, 

etc., 


et  remplaçons  p,  N  par  leurs  valeurs  connues;  on  aura  assez  exacte 
ment,  en  représentant  par  R  le  rayon  de  l’équateur, 


A(i — eJsinJH)* 

R 


—  t  —  e2  (f  —  q) , 


(«*) 


y(i—  e’sïn’H)*  , , 

""r  —  <P  (i  —  e2  sina  H)  ; 


ou  simplement,  en  faisant  <p  —  q  ==  ^ ,  <p'  sina  jj  _  ,, 


(>"•) 

(»') 

de  là 

(4) 


A(i  — ^sirPH)* 

- r - -  = 

.T  (i  — c’siir'H)^ 

R  =  ?'  —  ey  ; 


g3 

V— rv-' 


Cette  valeur  de  e 2  étant  connue,  on  aura  le  demi  grand  axe  R  par 
l’une  des  formules  (i"),  (a"),  et  par  suite  le  rayon  du  pôle, 

Il  est  évident  qu’en  combinant  entre  elles  les  équations  (i),  (3),  on 


a  également 

(40 
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ea  _  V—  r'?. 

V'— /V 

mais,  puisque  ces  deux  valeurs  de  ea  peuvent  ne  différer  l’une  de  l’autre 
que  par  l’effet  des  erreurs  dp,  dp'  commises  respectivement  sur  les  lon¬ 
gitudes  p,  p',  il  faut  en  chercher  une  seule  qui  soit  la  plus  avanta¬ 
geuse  possible,  c’est-à-dire  traiter  par  la  méthode  des  moindres  carrés 
les  deux  équations  de  condition  suivantes  : 


(6)  dp'  =  _  C.-(Z>-VQ. 

1  A  cos  H  AcosH 


Tel  est  le  second  procédé  qui  ferait  connaître  l’ellipsoïde  oscillateur 
en  un  point  donné  de  la  Terre;  mais  il  est  une  dernière  remarque  à 
faire  à  ce  sujet,  la  voici  : 

La  méthode  de  calcul  à  employer  pour  déterminer  la  longueur 
d’un  arc  de  perpendiculaire  a  été  exposée  au  chapitre  xi  du  livre  III. 
Quant  à  l’amplitude  cherchée,  il  est  visible  qu’elle  est  égale  à  l’angle 
que  forment  entre  elles  les  normales  des  extrémités  de  la  ligne  géodé- 
sique  calculée.  Or,  par  les  observations  de  latitude  et  de  longitude,  on 
connaîtra  tant  les  angles  que  ces  normales  font  avec  le  rayon  du  pôle 
de  la  Terre,  que  celui  des  deux  méridiens  extrêmes;  il  ne  s’agira  donc 
plus  que  de  calculer  le  troisième  côté  d’un  triangle  sphérique  dont 
on  connaîtra  deux  côtés  et  i’angle  compris. 

Soient,  par  exemple,  II,  IL  les  latitudes  des  extrémités  de  l’arc  per¬ 
pendiculaire  mesuré,  et  P  leur  différence  en  longitude;  on  aura,  par  la 
propriété  du  triangle 'sphérique,  et  en  désignant  en  outre  par  U  l'am¬ 
plitude  de  l’arc  dont  il  s’agit, 

sin2-^U  =  sin2T(TI  —  H')  -h  cosll  cosH'sinay  P; 

ainsi,  en  divisant  par  cette  amplitude  la  longueur  de  l’arc  perpendicu¬ 
laire  mesuré,  on  aurait  la  longueur  du  degré  moyen.  Mais  il  est  plus 
exact  de  faire  usage  de  la  valeur  du  premier  degré  perpendiculaire y 
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dans  la  recherche  de  l’aplatissement  (art.  188);  degré  qui  coïncide 
sensiblement  avec  la  portion  correspondante  de  la  section  verticale 
ayant  même  direction. 

Voici  le  moyen  d’évaluer  en  général  l’amplitude  U  d’un  arc  P' 
perpendiculaire  au  méridien  AP  3a),  et  résultant  de  la  section 
faite  sur  le  sphéroïde  de  révolution ,  par  un  plan  passant  par  la  nor¬ 
male  AN. 

Par  les  extrémités  A,  B  de  l’arc  P',  concevons  les  normales  AN, 
BN'  à  la  surface  terrestre ,  l’oblique  BN ,  et  la  droite  £N  parallèle  à 
BN'.  D’après  cela,  si,  dans  le  plan  ABN  et  par  le  point  B,  l’on  mène 
l’horizontale  BH  et  la  perpendiculaire  BR  à  cette  horizontale,  l’angle 
RRA  sera  l’amplitude  de  P'.  Or  cet  angle,  qu’il  s’agit  de  connaître, 
est  sensiblement  égal  à  celui  des  deux  normales  AN ,  BN  qui  mesure 
l’amplitude  de  la  plus  courte  distance  AB.  On  s’assurera  de  ce  fait 
ainsi  qu’il  suit. 

D’abord ,  si  par  le  point  R',  pris  sur  la  normale  BN'  et  sur  la  per¬ 
pendiculaire  RR'  au  plan  NBA,  l’on  mène  respectivement  à  AN  et  BR 
les  parallèles  R' A',  R' B',  l’angle  B'R'A' =  BRA  sera  l’amplitude  de  la 
section  AB  =  P'.  Ensuite  si  l’on  appelle  l’angle  NBN'  formé  par  la 
normale  BN'  et  l’oblique  BN,  angle  qu’on  trouvera  de  8", 6  environ 
dans  l’hypothèse  de  l’art.  .188,  il  est  visible,  que  l’angle  RBR'  =  <{/, 
et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  NBA,  sera,  à  très-peu  près,  égal 
à  ^  sinV;  V  étant  l’azimut  de  AB  sur  l’horizon  de  B,  et  calculé  sur  la 
Terre  supposée  sphérique.  Ainsi,  pour  passer  de  l’amplitude  calculée 
BR' A'  à  l’angle  B'R'A'  ou  BRA,  il  ne  s’agit  que  de  faire  usage  de  la 
formule  pour  réduire  un  angle  à  l’horizon  (art.  96).  Soient  donc 
BR' A'  =  O,  et  BRA  =  O';  on  aura,  à  cause  de  B'R'B  =  i|/  =  ^ sin V, 
et  d’après  l’article  cité, 

O'  -  O  =  (j)’tangiO  sin  i"  -  (ï)  cot|Osin  i"; 

quantité  tout  à  fait  insensible,  et,  dans  tous  les  cas,  bien  plus  petite 
que  l’erreur  qui  affecte  l’angle  O,  et  qui  résulte  de  celles  des  observa¬ 
tions  de  latitude  et  de  longitude.  On  peut  donc  toujours  prendre  pour 
amplitude  de  l’arc  de  section  AB  =  P',  l’angle  èNA  des  deux  normales 
des  points  extrêmes. 
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CHAPITRE  III. 

CONTINUATION  DE  LA  RECHERCHE  DE  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE,  d’aprÈs 
LES  MESURES  GÉODÉSIQUES  ET  LA  THÉORIE  DE  LAPLACE. 


378.  Si  1  on  pouvait  satisfaire  aux  équations  de  condition  qu'ex¬ 
priment  les  formules  relatives  à  la  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  une 
surface  engendrée  par  la  révolution  d’une  ellipse  autour  de  son  petit 
axe  (art.  362),  il  s’ensuivrait  que  la  figure  de  la  Terre  serait  conforme 
a  cette  hypothèse;  mais  jusqu’à  présent  il  11’est  aucune  opération  géo- 
désique,  considérée  en  elle-même,  qui  ne  donne  une  ellipticité  diffé¬ 
rente.  Toutefois,  si  la  surface  terrestre,  abstraction  faite  de  ses  aspéri¬ 
tés,  est  irrégulière,  elle  s’écarte  peu  de  celle  d’une  sphère.  Il  est  donc 
important  d’examiner  les  propriétés  d’une  ligne  géodésique  étendue  sur 
un  tel  sphéroïde. 

Clairaut.  paraît  être  le  premier  qui  se  soit  occupé  de  cette  question 
délicate;  mais  1  illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste  a  donné  sur 
ce  sujet  important  une  analyse  beaucoup  plus  complète,  et  au  moyen 
de  laquelle  on  peut  non-seulement  décider,  d’après  des  mesures  géodé- 
siques  prises  dans  le  sens  du  méridien  et  suivant  des  directions  perpen¬ 
diculaires  à  cette  ligne,  si  la  Terre  est  ou  n’est  pas  un  ellipsoïde  de  ré¬ 
volution  ,  mais  encore  déterminer  autant  d’ellipsoïdes  oscillateurs  qu'on 
a  formé  de  perpendiculaires  à  la  méridienne,  et  sur  lesquels  les  posi¬ 
tions  géographiques  des  objets  peu  éloignés  des  points  de  contact  se¬ 
raient  sensiblement  les  mêmes  que  sur  le  globe  terrestre.  C’est  cette 
analyse  que  nous  allons  faire  connaître,  en  suivant,  pour  arriver  aux 
formules  qui  en  dépendent,*  la  voie  qui  nous  paraîtra  se  rapprocher 
le  plus  de  la  méthode  adoptée  dans  cet  ouvrage. 
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Méthode  pour  déterminer  la  courbe  du  méridien  terrestre. 

579.  Si  la  Terre  est  réellement  un  sphéroïde  irrégulier,  le  méridien 
terrestre  est  une  courbe  à  double  courbure,  qui  cependant  doit 
d’autant  moins  différer  de  la  courbe  produite  par  i’intersectioïi  du 
plan  du  méridien  céleste  et  la  surface  de  la  Terre,  que  cette  surface 
s’approche  plus  de  celle  de  l’ellipsoïde  (art.  160). 

Pour  déterminer  cette  courbe,  soit  u  =  o  l’équation  de  la  surface 
de  la  Terre;  u  étant  une  fonction  des  trois  coordonnées  orthogonales 
Je,  j,  z,  en  sorte  que  u=  j\x,y,  z); /  dénotant  le  signe  d’une  fonc¬ 
tion. 

D’abord  on  sait,  d’après  l’art.  160,  que  le  méridien  terrestre  est  la 
courbe  qui  est  déterminée  par  le  système  des  droites  menées,  par  tous 
les  points  du  méridien  céleste,  perpendiculairement  à  la  surface  du 
sphéroïde,  et  que  chacune  de  ces  droites  ou  normales  peut  être  censée 
parallèle  au  plan  de  ce  dernier  méridien.  Soient  donc  x,  y,  z  les  coor¬ 
données  du  pied  d’une  de  ces  normales,  et  x',  y',  z'  les  coordonnées 
courantes;  les  équations  de  cette  ligne  seront 

(x'  —  x)  -h  p(z'  —  z)  =z  O, 

(x1  -  x)  -+-  ï  ( z '  -  *)  ==  o, 

puisque  l’équation  différentielle  de  la  surface  du  sphéroïde  est 
dz  —  pdx  -+-  qdy.  Maintenant  si 

z  —  ax  -+-  by  -+-  d 

est  l’équation  du  méridien  céleste  relatif  au  zénith  du  point  x,  y,  z, 
on  aura,  dans  la  supposition  que  ce  plan  et  la  normale  sont  paral¬ 
lèles,  la  relation  suivante  : 

(i)  ap  -h  brj  -i-  i  =  0; 

mais,  u=o  étant  l’équation  du  sphéroïde,  on  a  nécessairement  (art.  165) 

?--(£)(%)■  ■>=-{%)& 
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et  pour  lors  la  relation  (,)  prend  cette  forme, 
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-»(9  (£)-*(£)©— .. 
(ï)-« (£)-*&)—• 


j  °Ur  aj°lr  les  constantes  a  et  °n  supposera  connues  les  coor- 

"  tr/'-rV6  ’f  verticale  Parallèle  à  l’axe  de  rotation  de  la 
Terre,  et  celles  d  un  lieu  donné  de  sa  surface.  En  substituant  suc- 
»  cessivement  ces  coordonnées  dans  l’équation  précédente,  on  aura 
»  deux  équations,  au  moyen  desquelles  on  déterminera  a  et  b.  L’é- 
»  quation  precedente,  combinée  avec  celle  de  la  surface  u  =  „,  don- 
l'e^a  a  collr|'e  <lu  méridien  terrestre  qui  passe  par  le  lieu  donné.  » 
i  a  Terre  était  un  ellipsoïde  quelconque,  u  serait  une  fonction  ra 
tonnelle  et  entière  du  second  degré  en  xjz;  c’est-à-dire  que  l’on  au- 
rait  en  general 

Koc*  +  Br*  ■+■  Cz> 

-H  A'.*  B  y  +  C'Z  I 

+  K"xj  +  K'xz  +  c "rz.  (  ~  “ 

+  D  ) 

L’équation  (a),  dans  laquelle  g),  g),  g)  sont  de$  diffé,.en. 

tielles  partielles  de  u  appartiendrait  alors  à  un  plan  dont  l’intersec 
t.on  avec  la  surface  de  la  Terre  formerait  le  méridien  terrestre;  mais 
dans  le  cas  general,  ce  méridien,  comme  nous  l’avons  dit  *  *  ’ 

courbe  à  double  courbure,  et  diffère  de  la  ligne  déterminée  I’  f 
sures  géodésiques.  nee  Par  ^es  me_ 

Nous  n’expliquerons  pas  comment  on  ne.it 
r„re.  para  ,u,  l’opération  d, 

"•  —  —  rappel Iwams 

que  les  lignes  tracées  par  les  operations  géodésiques  ont  la  propriété 

d  être  les  plus  courtes  que  |’0„  puisse  mener  sur  la  surface  du  ht 
roide  :  leur  premier  coté,  dont  la  direction  peut  être  supposée  «ST  ’ 
conque  est  tangent  a  la  surface  de  la  Terre;  leur  second  côté  *t  le 
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prolongement  de  cette  tangente,  plié  suivant  la  verticale;  leur  troi¬ 
sième  côté  est  de  même  le  prolongement  du  second  côté,  plié  suivant 
la  verticale,  et  ainsi  de  suite. 

«  Voyons  maintenant  quelles  lumières  peuvent  donner  sur  la  figure 
»  de  la  Terre ,  les  mesures  géodésiques  faites ,  soit  dans  le  sens  des*mé- 
»  ridiens,  soit  dans  le  sens  perpendiculaire  aux  méridiens.  On  peut 
»  toujours  concevoir  un  ellipsoïde,  tangent  à  chaque  point  de  la  sur- 
»  face  terrestre,  et  sur  lequel  les  mesures  géodésiques ,  les  longitudes 

et  les  latitudes ,  à  partir  du  point  de  contingence,  dans  une  petite 
»  étendue,  seraient  les  mêmes  qu’à  cette  surface.  Si  la  surface  entière 
»  était  celle  d’un  ellipsoïde ,  l’ellipsoïde  tangent  serait  partout  le  même  ; 
»  mais  si,  comme  on  a  lieu  de  le  ct^ire,  la  figure  des  méridiens  n’est 
»  pas  elliptique,  alors  l’ellipsoïde  tangent  varie  d’un  pays  à  l’autre,  et 
»  ne  peut  être  déterminé  que  par  des  mesures  géodésiques  faites  dans 
»  des  sens  différents.  Il  serait  très-intéressant  de  connaître  ainsi  les 
»  ellipsoïdes  osculateurs  d’un  grand  nombre  de  lieux  sur  la  Terre.  » 

Équations  de  la  plus  courte  distance  sur  la  surface  de  la  Terre. 

380.  «  Soit  u  —  oc2  -H./2  -+-  z2  —  i  —  2 olu!  =  o  l’équation  de  la 
»  surface  du  sphéroïde  que  nous  supposerons  différer  très-peu  d’une 
»  sphère  dont  le  rayon  est  l’unité,  en  sorte  que  a  est  un  très-petit  coeffi- 
»  cient  dont  nous  négligerons  le  carré,  u '  peut  toujours  être  considéré 
»  comme  fonction  des  deux  seules  variables  x  et  y;  car,  en  le  suppo- 
»  sant  fonction  de  oc,  y,  z,  on  peut  en  éliminer  z ,  au  moyen  de 
»  l’équation  z  =  \i  —  x1  —  J2,  »  que  l’on  obtient  dans  l’hypothèse 
que  la  Terre  est  une  sphère.  Cela  posé,  si  l’on  différentie  successive¬ 
ment,  par  rapport  à  xyz,  1  équation  précédente  en  w,  on  en  tirera 
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substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 


(5)  “*'•  (: 

|)  =  0 

(S)  ■“  -  G 

1)  ddx  =  0- 

(î)  -  G 

£)  ddr  =  °> 

qui  sont  celles  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  de  la  Terre 
(art.  165),  on  aura 

(*d'f  -  jd'x  =  a  (~  j  d'jr  -  « 

#  (O)  )xd2z  —  zd2x  —  a  d2z, 

(jd’z  -  zd'jr  =  «  (£')  rf’z; 

nous  désignerons,  comme  à  l’ordinaire,  cette  ligne  sous  le  nom  de 

ligne  géodésique. 

«  Nommons  r  le  rayon  mené  du  centre  de  la  Terre  à  sa  surface 
»  C/%-  33);  0  l’angle  que  ce  rayon  fait  avec  l’axe  de  rotation  que  nous 
»  supposerons  être  celui  des  z,  et  <p  l’angle  que  le  plan  formé  par  cet 
»  axe  et  par  r  fait  avec  le  plan  des  xz\  on  aura 

[A)  x  =  rsinô  cos  9,  jr  =  r  sin  Q  sin  <p ,  z  =  rcos0;  » 

différentiant  les  deux  premières  par  rapport  à  r  et  g?,  puis  formant  les 
produits  xdjr ,  jrdi r,  on  obtiendra 

(1)  xdjr  jrdx  =  r2  sin2  Qdy  (sin2  <p  +  cos2?)  ^  r2  sin2  6dcp. 

Différentiant  la  première  et  la  troisième  équation  (A),  en  considérant 
seulement  x ,  z ,  ret  0  comme  variables,  et  formant  les  produits  xdz. 
zdx ,  il  viendra 

(a)  xdz  —  zdx  =  —  r2  cos  ydÔ  (sin2  $  -h  cos2  6)  =  —  r2  cos 

Différentiant  pareillement  la  deuxième  et  la  troisième  équation  (A  ,  en 
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prenant^,  z ,  r  et  9  pour  variables,  on  aura 

(3)  ydz  —  zdy  =  —  r2  sin  ydO  (sin2  9  H-  cos2  0)  =  —  r2  sin  ydQ. 

Enfin,  multipliant  les  équations  (2)  et  (3),  respectivement  par  cdt©  et 
sin 9,  on  aura,  en  les  ajoutant, 

(4)  [xdz  —  zdx)  cos<p  -h( ydz  —  zdy)  sin?  =  —  r2dQ  (cos2?-f-  sin2 ?)  =  —  r2d9. 

Maintenant,  si  l’on  fait  tout  varier  dans  les  équations  (A),  on  aura 

clx  =  drsinO  cos<p  -b  r  cosQ  cosrpdQ  —  r  sin  0  sin  9^9, 
dy  =  dr  sin  9  sin  9  -+-  r  sin  9  cos  cpdcp  h-  rcos9  sin  9^/9, 
dz  =  drcos9  —  rsin  9d9.  % 

Carrant  toutes  ces  équations,  ajoutant  et  réduisant  au  moyen  des 
équations  sin2  9  -h  cos2  9=1,  sin2  9  -+-  cos2  9  —  1 ,  on  obtiendra ,  à 
cause  de  ds 2  =  dx 2  H-  r/p*  -h  f/za, 

(5)  cfr2  =  dr 2  +  r2  sin2  flefy2  h-  r2efô2 . 

«  En  considérant  ensuite  u'  comme  fonction  de  x  et  de  y ,  et  dési- 
»  gnant  par  h  la  latitude  du  point  M'  ( Jig .  33),  on  peut  supposer  dans 
»  cette  fonction,  r  =  i  et  h=  ioo°  —  0,  ce  qui  donne,  au  lieu  des 
»  équations  (A) , 

(B)  x  —  cos  h  cos  9,  /  =  cos  h  sin  9  ;  » 

et  puisque  u'  est  fonction  de  x,y,  il  l’est  aussi  de  h  et  9;  on  a  donc 
“'=/(*./)>  «'=/(*,?); 
difiérentiant  ces  équations,  il  vient 

*'=(=)  *-<-(?)*’  du'=(%)dh+(%)dr’ 

donc 

(£)*  *(*)+■- (3)  "-(ïb 
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«  mais  on  a,  en  vertu  des  équations  (B), 

x2  -h  j2  =  cos 2 h,  t  =  tangip, 

»  d’où  l’on  tire ,  par  la  différentiation , 


fih  —  —  (xdx+fdr) 
sin// cos Æ  ’ 


COS2(p. 


»  En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  différentielle 
»  en  u',  et  comparant  séparément  les  coefficients  de  dx  et 
»  aura 


précédente 
de  dy,  on 


/du'\  _  _ cos  y  sinÿ 

\dx  )  ~  sin  h  \dh  J  cos  //  \  dy  J  ’ 

(du'\  _  sin<p  (du'\  cos<p  (du'\ 

dy  )  sin  h  \dh  J  cos  h  \rf<p  /  ’  i 


soustrayant  la  seconde  de  la  première,  après  avoir  multiplié  l’une  et 
1  autre  respectivement  par  ddy ,  ddx ,  on  aura,  en  faisant  attention  que 
les  relations  (B)  donnent  cos©  =  ,  sin©  =  y 

cos  h  T  cos  > 


(C) 


1 


[xddy  —  y  ddx) 

dd\ 

~d-(xddx  ^-jrddjr). 


Or,  en  négligeant  dans  les  équations  (O)  les  quantités  de  l’ordre  a,  < 
xddj  —y  ddx  =  o. 


De  plus,  les  deux  équations  xddz  -  zddx  =  o,  yddz  -  zddy  =  o, 
étant  multipliées  respectivement  par  zx ,  zy  et  ensuite  ajoutées  entre 
elles,  donnent 

zddz  =  z2  i*dd*+yddz). 

D’un  autre  côté,  lequation  x2+y2  +  z2=i  fournit,  en  la  différentiant 
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deux  fois  de  suite  et  en  regardant  dx ,  dy ,  dz  comme  variables, 


xddx  -hyddy  4-  zddz  -4-  (dx2  -h  dy2  4-  dz2)  =  o, 
ou ,  à  cause  de  ds2  =  dr2  -h  dp2  4-  dz2, 

xd2x  4-  yd2y  -h  zd2z  -h  ds2  =  o. 

Substituant  ici ,  pour  zd2z ,  sa  valeur  précédente ,  on  aura 

xd2x  -+-yd2r  -h  2  -f-  dy2  =  o; 

J  J  -T1  -h  y  ’ 

ou  bien 

{xd2x  +  y d2ÿ)  {x2  -h y2  4-  z2)  =  —  ds 2  {x2  -h y2), 
ou  encore 

xd2x  4- y d2 y  —  —  ds2  cos2  h. 

Partant ,  l’équation  (G)  se  réduit  à 

©W-{î)-«r=.(î)A*. 

La  première  des  équations  (O)  donnera  ainsi ,  en  l’intégrant , 

J(xddj  -  jrddx)  =  J  a  {^)  ds 2  =  J, d.(xdjr  -  jdx) 

=  {xdy  —  ydx)  4-  const., 
c’est-à-dire,  à  cause  de  l’équation  précédente  (i), 

(p)  r*d<p  sin20  =  cds  4-  u.ds  j  ds  ^  ; 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

La  seconde  des  équations  (O)  donne  évidemment 

d.(xdz  —  zdx)  =  a  (jj^jddz  : 


si  nous  reprenons  celle  obtenue  plus  haut, 

t1  {xddx  -hjrddjr) 

zddz  —  ïqrp  > 
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011  aura  sur-le-champ,  en  réduisant  et  en  y  substituant  pour  x 2  -h  y2 
et  xddx  -+- yddy  leurs  valeurs  trouvées  précédemment, 

ddz  =  ijf *dx+jrddjr)  __  _ 
mais ,  à  cause  de  x3  -+-  y3  +  z2  =  1 ,  on  a 


donc 

partant 


z  =  \/i  —  (x*  H-J2)  =  y/i  —  cos2A  =  sin  A; 
ddz  =  —  sin  fo&2  ; 

d.(xdz  -  zdx)  —  -  a</?3  Æ-'\  sin  A: 

\«x  /  7 


on  a  pareillement 

^.(^z  -  =  -  ods3  {^j  sin  h. 

L  équation  (4)  deviendra,  en  vertu  de  ces  valeurs  intégrées, 
r2dÔ  =  c'ds  sin  9  -+-  c"ds  cos  9 

H-  ads  cos  9  J* ds  l-  ^  sin  h 

-h  ads  sin  9  j* ds  sin  h  ; 

et  substituant  pour  leurs  valeurs  précédentes,  on  aura 

r2dQ  =  c'ds .  sin  9  -+-  c"ds .  cos  9 

(?)  {  -  ads  confis  [(")  cos  9  +  (£■')  sinytang  h] 

-  ads  sin fjds  [  {~j>j  sin 9  —  (^cosytang*]. 


Recherche  de  l’expression  de  V arc  du  méridien  terrestre. 

381.  «  Considérons  d’abord  le  cas  dans  lequel  le  premier  côté  de 
0  la  ligne  géodésique  est  parallèle  au  plan  correspondant  du  méridien 
»  céleste.  Dans  ce  cas,  d(p  est  de  l’ordre  a,  ainsi  que  dr ;  on  a  donc, 
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»  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a2  dans  l’équation  (5), 
»  ds  =  —  rdd ,  Tare  s  étant  supposé  croître  de  l’équateur  aux  pôles.  » 
h  exprimant  la  latitude,  il  est  facile  de  voir  que  Ton  a 

9  =  ,00 

ce  qui  donne,  par  la  différentiation, 


)  =  -dh-d. 


D’ailleurs,  à  cause  de 


x*  -\-y  z  —  1  —  irjM  =0,  on  a  r  —  1  —  ‘icat  —  o, 

et  par  conséquent  dr  =  a  ,  ou  simplement  dr  =  adu' ,  puisque  r  =  1 

à  très-peu  près.  D’un  autre  côté,  puisque 

-  1 

r  =  y  aa«'  -+-  1  =  (  1  H-  ‘mu!)2  =  1  -h  aw', 

011  aura,  en  substituant  dans  ds  =  —  /y/0  pour  dO  et  r  leurs  valeurs  pré¬ 
cédentes, 

ds  =  rdh  [1  -t-  a  )]  =  (•  +  ««')  dh  [1  +  a  (^)J 

=  dh[  1  +a“'  +  a(S)j’ 

en  négligeant  toutefois  les  quantités  de  Tordre  a2. 

Il  suit  de  là  que,  si  Ton  représente  par  R  le  rayon  de  courbure  de  Tare 

du  méridien ,  à  la  latitude  h ,  auquel  cas  ^  =  R ,  on  aura 


R  =  1  H-  oui  '  h-  a 


La  valeur  de  étant  intégrée,  il  vient  j  ==  /  Rctô.  Or  on  sait,  par 
la  méthode  générale  des  intégrales  approchées  ( Calcul  intégral  de 
M.  Lacroix  ,  5e  édit.,  n°  230),  que 

Y,  —  Y  =  Y'— ■+•  Y’<Z.~aï  + 


„  ^R(«i — a Y 
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Par  conséquent,  entre  les  limites  h  et  h,  qui  représentent  les  latitudes 
des  deux  extrémités  de  l’arc  s,  on  aura 

=  .*«,[«:  +  ($.)]  £  [(îf)  (St)]  +  ...  ; 

£  désignant  h  —  ,  c’est-à-dire  la  différence  en  latitude  des  deux  points 

extrêmes  de  l’arc  et  u[  étant  ici  la  valeur  de  u'  à  l’origine  de  .y. 

Examen  de  l'écart  du  méridien  terrestre ,  du  plan  d'un  même  méridien 
céleste.  m 

382.  «  Lorsque  la  Terre  est  un  solide  de  révolution,  la  ligne  géo- 
»  désique  est  toujours  dans  le  plan  d’un  même  méridien;  elle  s’en 
»  écarte  si  les  parallèles  ne  sont  pas  des  cercles:  l’observation  de  cet 
»  écart  peut  donc  nous  éclairer  sur  ce  point  important  de  la  théorie 
»  de  là  Terre.  Reprenons  l’équation  (p)  et  observons  que,  dans  le  cas 
>.  présent,  d9  et  la  constante  c  de  cette  équation  sont  de  l’ordre  a  et 
»  que  l’on  peut  y  Supposer  1  =  1,  dt=dh  et  ô=,oos— on  aura  ainsi 


(?)  d9cos  ’  h  =  cdh  +  adhfdh 

»  Maintenant,  si  l’on  nomme  P  l’angle  que  fait  le  plan  du  méridien 
»  céleste  avec  celui  des  xz,  d’où  l’on  compte  l’origine  de  l’angle  y,  on 

..  aura  visiblement  %=  tangP(/g.  34),  af,  f,  -Jk tant  les  coordonnées 
”  de  ce  méridien ,  dont  on  a  vu  ci-dessus  que  l’équation  différentielle  est 

dz1  =  adx'  +  bdy'  ;  » 

eu  la  comparant  à  la  précédente,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
o  =  dy'  —  tangPcfa:', 

on  voit  que  a  et  b  sont  infinis.  En  effet ,  dans  celle-ci  la  différentielle  dz ' 
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est  censée  n’avoir  disparu  que  parce  que  son  coefficient  =  o  ;  on  peut 
donc  écrire 

o  X  dz'  =  dj'  —  tang  P dx'7 

ou  bien  ^ 

on  a  donc 

—  tangP  é=. 

o  1  O 

Divisant  ces  deux  dernières  équations  l’une  par  l’autre,  on  obtient 
-\  =  tangP; 

et  puisque  o.  et  b  sont  infinis,  1  équation  (2)  de  1  art.  379  se  réduit  a 

•SMS  —  ~“-‘îS)+S)— 
(£)““* p  -S)  — 

Éliminant  les  coefficients  différentiels  dont  nous  avons  trouvé  la 
valeur,  on  tirera 

o  =  x  tang  P  —J  —  a  (^)  tang  P  -t-  a(^). 

On  peut  supposer  P  ==  <p  dans  les  termes  multipliés  par  a;  de  plus, 
y  __  tang  9;  on  a  donc,  en  divisant  par  x,  l’équation  précédente, 


donc 


tang  <p  —  tang  P  = 


.  ■(%)~,(s)tm«p  a(^)C0ST~aS)! 


cos  h  c 


cos  h  cos  <p  cos  <p 


substituant  pour  Çj ,  ,  le“rs  valeurs(art.  380) ,  on  aura,  après 

la  réduction  qui  se  présente  naturellement , 

“(^)(cos’T  +  sin,,)  *(^) 

cos5  h  cos5  <p  cos5  h  cos5  <j>  ’ 


tangip  —  tang  P  = 


ou  bien 
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.(*) 

cos  h  cos  9  (tang  9  —  tang  P}  =  -  A  dv  J  . 

or  6  '  cos  h  co  s  tp  * 

mais,  par  les  formules  trigonométriques  connues, 


tang  9  —  tang  P  = 


sin  (y  — P)  _  sin  (?— P) 

COS  f  COS  P  COS  <p  COS  <p  ’ 


(D) 


a  cause  de  cosP=  cos 9,  à  très-peu  près;  donc  l’équation  (D)  de¬ 
viendra,  réduction  faite, 


sin  (9  —  P)  = 


•il) 

cos5  h  ’ 


puisque  9  —  P  est  un  très-petit  arc. 

Il  est  facile  de  voir,  en  considérant  les  arcs  PM,  PM'  (Jig.  34) 
comme  des  portions  de  circonférence,  que  l’on  a  MM'  =  (9  — P)  cos4: 
c’est  la  distance  de  l’origine  de  la  courbe  au  plan  du  méridien  céleste* 
et  comme  le  premier  côté  de  la  ligne  géodésique  est  supposé  parallèle 
au  plan  de  ce  méridien ,  les  différentielles  de  l’angle  P  et  de  la  dis¬ 
tance  dont  on  vient  de  parler  doivent  être  milles  à  cette  origine  :  on 
a  donc  à  ce  point 

*È(f  —  P)  co&h  =  cifcosh  —  (y —  P)  sin  h  dh  =  o;  (E) 
d’où  l’on  tire 

M  ~  Cf  -  p).tüngA; 


et  en  éliminant  9  —  P  à  l’aide  de  sa  valeur  précédente ,  on  î 


^  —  (9  —  P)  tang  h  = 

D’un  autre  côté,  l'équation  (pf)  donne 

A  L_  , 

dh  cos1  h  cos5  h  1 


/du'  \ 

—  \dV  ) 


tang  h 
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donc 


donc,  à  cause  que  h  '  et  ht  se  rapportent  à  l’origine  de  l’arc  s, 

t» 

c=5t(w') tang  h,i 

et  enfin 

±  =  - (F) 

dh  cos*  h  cos*  h  '  ' 

Il  est  visible  qu’à  l’extrémité  q  de  Tare  mesuré,  le  côté  mq  de  la 
courbe  fait  avec  le  plan  du  méridien  céleste  mn ,  un  angle  nmq  à  très- 

peu  près  égal  à  ^ ,  puisque  l’on  peut  prendre  l’arc  pour  la  tangente , 
dans  le  cas  actuel  ;  on  a  donc 

nq  _ d.(q  —  P)  cos  h 

mn  dh  ’ 

P  étant  supposé  constant  dans  la  différentiation  ;  en  désignant  donc  cet 
angle  azimutal  par  sr,  on  aura,  en  vertu  de  l’équation  (E), 

cr  =  ~  cos  h  —  (  <p  —  P  )  sin  h , 

expression  dans  laquelle  il  faudrait  remplacer  ^  par  sa  valeur  précé¬ 
dente,  éliminer  <p  —  P  et  effectuer  l’intégration  indiquée  pour  avoir  la 
valeur  la  plus  simple  desr;  ce  qui  donnerait  en  définitive 

mais  c’est  à  quoi  nous  allons  parvenir  plus  promptement. 
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Expression  de  la  différence  en  longitude  des  deux  méridiens  célestes 
passant  par  les  extrémités  d’un  arc  du  méridien  terrestre ,  et  de 
l'angle  azimutal  du  dernier  côté  de  cet  arc. 

385.  «  Pour  avoir  la  différence  en  longitude  des  deux  méridiens 
»  correspondants  aux  extrémités  de  l’arc ,  nous  observerons  que 
»  u  j  ,  P, ,  ,  (pt  étant  les  valeurs  de  u\  P,  h  et  <p  à  la  première  ex- 

»  trémité,  on  a,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 


?«-*.  =  ■ 


(du,'\ 

P 

r  •=  — - — —■ .  » 


dm  (  d?  )  g  (du  I  \  *  j 

i  -v  =  x  y  -- - :  C  —  QL  (— J-1)  tane  ht , 

dh  cOS2  h ,  \  d<f  ]  ” 


Mais  à  très-peu  près  ^  - ;  c  =  a  tang  h, ,  ainsi 

qu’on  l’a  vu  ci-dessus;  et  comme  on  peut  faire  dy  =  (p  —  <p, , 
dh  —  h  —  h{  =  ê,  on  a 


par  conséquent  si  l’on  soustrait  l’une  de  l’autre  les  équations  (G), 
aura 

*  '  *  T 1  /  cos2  h{  cos  2  A 

et  si  on  élimine  (<p—  <p,  ),  on  obtiendra 

p_p  -‘ffi)  *tw)  ."  (%)*“"*■ 

4  cos2  A,  cos 2  A  cos?A, 

.  __  (  *  )  tan°/,;  «  r/rf«;\  (du'Y\ 


hm-m 


à  cause  que  cos  h  —  cosÆ,  à  fort  peu  près. 
Mais 


du\  \  (du'  \  _  (ddu\  \  ,,  _  (ddu \ 

d?  J*  ^  )  ~  [d^dii)  an  -  \d^dh)  ’ 
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donc 

p  -  P'  =  -  55iT  [fa?)  lanS  *■  +  ($)]• 

Enfin  si  on  nomme,  comme  ci-dessus,  zs  l’azimut  du  dernier  côté 
de  l’arc  du  méridien,  et  qu’on  fasse  attention  à  la  relation  trouvée 
(art.  196)  entre  cet  angle  et  la  longitude  P  —  P, ,  on  aura  , 

(P  —  P,)  sin  h{  =  sr, 

et  par  conséquent 

“** -O} 

»  les  valeurs  de  h ,  et  ^~[pt  devant  se  rapporter,  pour  plus  d’exac- 

»  titude,  au  milieu  de  l’arc  mesuré.  L’angle  ts  doit  être  supposé  positif  , 
»  lorsqu’il  s’écarte  du  méridien,  dans  le  sens  des  accroissements  de  9. 

»  Ainsi  l’on  peut,  par  l’observation  seule,  indépendamment  de  la 
»  connaissance  de  la  figure  de  la  Terre,  déterminer  la  différence  en 
»  longitude  des  méridiens  correspondants  aux  extrémités  de  l’arc 
»  mesuré;  et  si  la  valeur  de  l’angle  zs  est  telle  qu’011  ne  puisse  pas  l’at- 
»  tribuer  aux  erreurs  des  observations,  on  sera  sûr  que  la  Terre  n’est 
»  pas  un  sphéroïde  de  révolution.  » 

Considérations  relatives  à  la  perpendiculaire  à  la  méridienne  ; 
différence  en  latitude  des  deux  extrémités  de  cet  arc. 

584.  «  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  côté  de  la  ligne  géodé- 
»  sique  est  perpendiculaire  au  plan  correspondant  du  méridien  céleste. 
»  Si  l’on  prend  ce  plan  pour  celui  des  xz ,  le  cosinus  de  l’angle  formé 

»  par  ce  côté  sur  ce  plan  sera  - — :  »  pour  le  démontrer,  soit 

mm'  (  fig .  35)  le  premier  côté  de  la  ligne  géodésique  perpendiculaire 
au  plan  du  méridien  PE;  le  second  côté  m'm"  =  ds  formera  sur  ce 
plan  l’angle  dont  il  vient  d’être  parlé;  car,  si  l’on  abaisse  sur  le  plan 
P'E'  parallèle  à  PE,  une  perpendiculaire  m"p  qui  sera  par  conséquent 
une  horizontale,  l’angle pm'm"  sera  évidemment  celui  que  ds  fera  avec 
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P' E'  ou  PE.  Cela  posé,  si  par  le  point  ni'  l’on  même  la  petite  horizon¬ 
tale  dx,  et  par  le  point  p  la  verticale  dz ,  on  aura,  par  la  propriété  du 
triangle  rectangle,  pm'  =  \dx 2  +  dz2,  et  le  triangle  rectangle  m'prri 
donnera,  en  désignant  le  rayon  des  tables  par  1 , 

ds  :  i  :  :  pm'  =  yjdx2  -+-  dz 2  ;  cos  pm'm"  =  stdfc.^~dz  ; 

mais  ce  cosinus  est  nul  à  l’origine  m,  puisque  mm!  est  perpendiculaire 
au  plan  PE;  donc  dx  =  o,  dz  =  o,  et  l’on  voit  en  outre  que  dy  —  ds , 
ouque|=,. 

Il  suit  de  là ,  et  des  équations  (A),  que 

d.  r  sinô  cos<p  =  o,  d.rcosô  =  o; 

différentiant  ces  équations  en  faisant  tout  varier,  et  éliminant  dr  entre 
les  deux  résultats,  on  obtiendra 

rdQ  =  r  sin  0  cos  0  tang  rpd<p  ; 

mais  l’équation  (5)  ci-dessus  donne,  à  très-peu  près,  ds  =  rdy  sin  6  • 
donc,  si  l’on  divise  la  précédente  par  celle-ci,  on  aura 

dQ tang  <p  cos  0 

ds  r 

«  La  constante  c”  de  l’équation  ( q )  est  égale  à  la  valeur  de  xdz — zdx 
»  à  l’origine;  mais  nous  venons  de  voir  qu’à  ce  point,  cL v  =  o,  dz  =  o; 

»  donc  cette  constante  est  nulle,  et  l’équation  (ç)  donne  à  l’origine 

dO  e'  . 

égalant  cette  valeur  à  la  précédente,  on  obtient ,  à  cause  de  tangcp  =  sin  ç>, 
du  moins  à  très-peu  près, 

c '  =  rt  cos  =  r,  sin  h{ , 


les  quantités  rt  et  $t  étant  relatives  à  l’origine.  Partant,  si  l’on  con- 
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»  sidère  qu’à  cette  origine,  l’angle  <p  est  ce  que  nous  avons  nommé 
»  précédemment  <pt  —  P ,,  et  dont  nous  avons  trouvé  la  valeur  égale  à 

«(il) 

»  — rA  on  aura  à  ce  point 

COS2  fl,  1 


</&,  / du j  -\  sinA, 

— -  —  a  — L — —  % 

ds  \  df  /  cos2//, 

en  faisant  toutefois  rt  =  i . 

Voyons,  d’après  ces  considérations,  ce  que  devient  1  équation  (ç); 
d’abord,  puisque  c"  —  o  et  que  <p  est  de  l’ordre  a,  on  a  sin<p  =  ç>, 
cos<p  =  i,  et  alors  l’équation  (ç)  se  réduira,  en  rejetant  les  quantités 
de  l’ordre  a3,  à 

r2d$  =  c'ds.<p  —  adsfds  . 


Différentiant  par  rapport  à  <p,  divisant  tout  par  ds  et  remettant  pour  c 
sa  valeur  précédente,  on  aura 


(H) 


dd9x _ cos 0,  rfp,  (dU\X, 

ds 2  r,  a  \  dh  )  ’ 


mais  l’équation  (5)  donnant  assez  exactement  ds  =  rtd(pt  sin0o  on  a  à 
l’origine 

dt, p,  i 

r,  sinO,  ’ 


et  alors,  en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  a,  le  coefficient  différen¬ 


tiel  ^  devient 
ds1 


dd9x  , 

^r=tang  A,. 


L’équation  0  =  ioog  —  h  —  a.  donne  h  =  ioo°  —  0  —  a  î 

si  donc  on  développe  Zf  suivant  les  puissances  ascendantes  de  s,  c’est- 
à-dire  de  l’accroissement  de  l’arc  perpendiculaire  au  méridien,  on 
aura ,  par  le  théorème  de  Maclaurtn , 


dhx 


d'hx  a 

- jTÏ  S 

I  .  2  .  (K1 


ddQ, 
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en  ne  conservant  parmi  les  termes  de  l’ordre  s1,  que  ceux  qui  sont  in- 
dépendants  de  a. 

O  ailleurs,  a  cause  de  ds  =  r,  sin  6tdcp,  de  sin  6,  =  cos//,  et  de  r,  =  i 
à  peu  près,  on  aura 


et  partant, 

Mais  nous  avons  vu  que 


ds  dvf  cos  A, J 

k-kt=-s* 

ds  2  ds} 


„  (d<\  “"g*.  <M8,  .  , 

*  •  Ut/  wÂT’  et  *r  =  tang*-; 

donc  I  équation  ci-dessus  deviendra 


l~h'--£r,  [.gr)  ta"gA- 


W«/J 


2"  s2  tangA,. 


» 


«  La  différence  des  latitudes  aux  deux  extrémités  de  l’arc  mesuré 
fera  donc  connaître  la  fonction 


-«K*)--.».*  es)* 

»  d  est  remarquable  que,  pour  le  même  arc  mesuré  dans  le  sens  du 
»  méridien ,  cette  fonction  est,  par  ce  qui  précède,  égale  à  -5_;  elle 

»  pourra  être  ainsi  déterminée  de  ces  deux  manières,  et  l’on" pourra 
»  juger  s,  ces  valeurs  trouvées,  soit  de  la  différence  des  latitudes,  soit 
»  e  l  angle  azimutal  sr,  sont  dues  aux  erreurs  des  observations,  ou 
w  à  I  excentricité  des  parallèles  terrestres.  » 

Expression  de  la  différence  en  longitude  des  deux  extrémités  de  l’arc 

terrestre  perpendiculaire  au  méridien. 

'j  /.éta,U  ®v*^emment  fonction  de  l’arc  mesuré  dans  le  sens  per- 
pendiculaire  au  méridien,  et  <p  étant  ce  que  devient  cp,  lorsque  cet  arc 
reçoit  un  accroissements,  on  aura,  comme  ci-dessus,  en  ne  conservant 
que  la  première  puissance  de  s,  et  remarquant  que 

Sln8  =  C0S I  *  +  «  ©]  =  «.A  [«  -  «  g)  tangéj; 
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on  aura,  disons-nous, 


?  —  *•  = ;T=S  =  æE*  -  a“:  +  “  (ï)  ,anSA']' 

(p  —  <pt  n’est  pas  la  différence  en  longitude  des  deux  extrémités  de  l’arc  s  ; 
cette  différence  est  égale  à  P  — P,;  or  on  a,  par  ce  qui  procède 
(art.  383), 

donc ,  à  cause  que  h  =  ht  à  peu  de  chose  près , 

mais  {^-  ^  étant  ce  que  devient  lorsque  l’arc  en  question  reçoit 

un  accroissement  s,  on  a,  par  le  théorème  connu , 

(du'\  (dU\\  _ 

W?  )  )  S  \dfds) 

partant 

(ddu'\ 

*  VT  '  cos2  A, 

D’un  autre  côté ,  puisque  '|  =  S’ona^=  \  Lsh,  >  et  Par  con- 
séquent 


=  ^L'- a“; +“  © tan^-  -  W J- 
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«  Pour  plus  d  exactitude,  il  faut  ajouter  à  cette  valeur  de  P _ p( 

»  le  terme  dépendant  de  s3  et  indépendant  de  a,  que  l’on  obtient 
»  dans  1  hypothèse  de  la  Terre  sphérique  ;  ce  terme  est  égal  à 


—  \s3 


hx  (art.  196);  ainsi  1  on  a,  en  parties  du  rayon, 


p  -  P' =  [ 1 ■  tang  A,  -  ^  tang^,] .» 

Détermination  de  la?igle  azimutal  à  V extrémité  de  l'arc  perpendicu¬ 
laire  au  méridien. 


386.  La  différence  de  longitude  que  nous  venons  de  déterminer 
analytiquement  est  évidemment  donnée  par  la  résolution  en  série  d’un 
triangle  sphérique  rectangle  dans  lequel  on  connaît  les  deux  côtés  de 
1  angle  droit,  et  dont  l’un  est  très-petit  par  rapport  au  rayon  de  la 

sphere (art.  196);  or,  en  désignant  par  R  ce  rayon,  il  est  clair  qu’à 
cause  de 


et  de  la  valeur  ci-dessus  de  P  -  P, ,  l’or,  a,  dans  le  sens  perpendicu- 
laire  au  méridien , 

tang,(  __ Lfc) ; 


on  peut  donc  conclure  de  là  et  de  l’article  cité  que  l’angle  azimutal  à 
1  extrémité  de  cette  perpendiculaire  est 


r 

(ddti\  -, 

A=roo*— itaDgA^i  —  »«;-H«^^.).tangA,_ 

“  \  df  )  ] 

c  est  en  effet  ce  que  Laplace  a  obtenu  par  une  analyse  semblable  à 
celle  qui  1  a  conduit  à  la  valeur  précédente  de  la  différence  de  lonm 
tilde.  * 
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Recherche  de  ï expression  du  rayon  osculateur  dune  ligne  géode sique 
quelconque. 

«387.  «  Le  rayon  oscillateur  de  la  ligne  géodésique  formant  un 
»  angle  quelconque  avec  le  plan  du  méridien ,  est  égal  à 

«* 

R  _ 

\l{ddxf  -h  [ddy) *  4-  (ddzf  9 

»  ds  étant  constant  (  Théorie  des  courbes  à  double  courbure,  par 
»  M.  Lacroix,  Calcul  différentiel,  tomel,  ou  la  Correspondance  sur 
»  l’Ecole  Polytechnique ,  tome  III ,  page  36).  L’équation  du  sphéroïde 
»  x2  -h  y2  -h  z2  =  i  -h  ‘iolu'  donne 

xddx  H-  yddy  -h  zddz  =  —  ds 2  -4-  addu'\ 

»  si  l’on  ajoute  le  carré  de  cette  équation  aux  carrés  des  équations  (O), 
»  on  aura ,  en  négligeant,  comme  à  l’ordinaire,  les  termes  de  l’ordre  a2, 

[X2  4 -y2  H-  z2).[{ddx)2  -h  {ddy)2  -h  ( ddz )a]  =  ds*  —  iads2 .  ddu » 

or,  à  cause  de  x 2  -+-  y 2  -l -  z2  =  i+  aa u' ,  l’équation  précédente  peut 
être  mise  sous  la  forme 

i  H-  2aa'  _  ds 4 

ddu'  ~~  (, ddxy  +  {ddyf  -+-  (ddz)*  ~  » 

I  —  — TT” 

ds2 

tirant  la  racine  carrée ,  on  aura 

(i  +  aa«')T(i  ’=R; 

et  enfin 

R=l  +  au'+a^. 

Dans  le  sens  du  méridien  on  a,  comme  on  l’a  déjà  observé,  ds  =  dh ; 


ainsi 
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et  partant,  comme  à  l’art.  381. 

Dans  le  sens  perpendiculaire  au  méridien  on  a,  par  ce  qui  précède, 


partant,  et  de  même  qu’à  l’art,  précédent, 

(ddu\  \ 

R  —  1  -+■  olu[  —  a  tangÆ,  h — /. 

\  dn  )  D  cos 3  h, 

Maintenant,  si  l’on  se  rappelle  que  u' =  f(<p,  h),  on  aura 

du'~{%)d?+  {%)dh’ 

passant  à  la  différentielle  seconde,  en  faisant  tout  varier,  il  viendra 

dd“'=d\%)d*+  (%)^+d:^)dh+ Mh 

=(%)dd*  -  (£)*« + 2  (£)*». 
et  divisant  tout  par  rfs'2,  on  aura 


(^üL  —  l^L  \  ,  (du' \  ddh  (ddu'\  df  / ddu f\dt  dh  fddu ' \  dh 

”  Nommons  A  l’angle  que  le  premier  côté  de  la  ligne  géodés, que 
»  forme  avec  le  plan  correspondant  du  méridien  céleste;  on  aura 
»  dans  1  hypothèse  de  la  Terre  sphérique,  ces  équations  d.fféren-’ 
»  tieiles 

=  s*n  ^  dd<?\  _  2sin  A  cos  A  - 

cos  h  1  ds ?  ~  •  tan$A<> 

ddh , 

~d~r  —  ~  sina  A .  tangh, , 


dh , 

^=c°sA, 


»  démontrées  à  l’art.  193. 
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ddu 

~d& 


»  De  là ,  la  valeur  précédente  de 

[(ï)-tansA' 4 


devient 


cos  h , 


/  ddu 
\dydhi 


»  le  rayon  osculateur  R  dans  le  sens  de  cette  ligne  géodésique,  est 
»  donc 

_  ddu .  sin  A .  cos  A 

R  =  I.-4-  a M,  -h  a  -T7  ^i+aw.  +  îa  - r-— . 

a<pJ  cos  n{ 

^  [(%)  •  '*"*  h‘  -  “ sin' A*  ,allS  *'  t^) 


i  Vf) 


COSs  //, 


>»  Soient,  pour  abréger, 

R  =  i  -h  au\  -  \  a  tang  /*, 

«=*{($) 

(ddu\\ 

^  7  fdu'\  «  \  /  cl/ ddu.  \ 


i  (dduW . 

2 a  Ltt’J.? 


R  =  K  +  M  .  sin  aA  -f-N  .  COS2A. 


»  Les  observations  des  angles  azirnutaux ,  et  de  la  différence  des 
»  latitudes  aux  extrémités  des  deux  lignes  géodésiques  mesurées,  l’une 
»  dans  le  sens  du  méridien,  l’autre  dans  le  sens  perpendiculaire  au 
»  méridien,  feront  connaître,  par  ce  qui  précède,  les  valeurs  de 
»  M,  N  et  R  ;  car  les  observations  donnent  les  rayons  oscillateurs 
»  dans  ces  deux  sens.  Soient  R'  et  R"  ces  rayons;  on  aura 


R  = 


R'  -h'R" 


et  la  valeur  de  M  sera  déterminée,  soit  par  l’azimut  de  l’extrémité 
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»  de  lare  mesuré  dans  le  sens  du  méridien,  soit  par  la  différence  en 
»  latitude  des  deux  extrémités  de  l’arc  mesuré  dans  le  sens  perpen- 
»  diculaire  au  méridien.  On  aura  ainsi  le  rayon  oscillateur  de  la  ligne 
»  géodésique,  dont  le  premier  côté  forme  un  angle  quelconque  avec 
»  le  plan  du  méridien.  » 

Si  l’on  nomme  aE  un  angle  dont  la  tangente  =  on  aura 
R^RH-Msin2AH-N.cos2A=R4-N(tang  aE  sinaA-bcosaA  : 

sin  2E 


mais  tang  2E 


cos2E 

R  =  R  + 
==  R-+- 


;  donc 


N 

cos  2E 
N 


COS  2E 


(sin  aE  sin  2 A  -b  cos  aEcos  aA) 
cos  (  aA  —  aE^P 


D’un  autre  côté,  puisque  tang  aE  =  ^  par  hypothèse  ,  on  a 
'-  =  §}  d’.ou  -4-  =  »  +  »' 

1,1  COS*  2E  N»  ’ 


cos  2E  N 

et  ensuite 

ainsi  donc 


=  Sr*  et 


COS*  2E 


cos  aE  ±= 


y/M*  N*  ’ 


R  =  K.  -b  cos  (aA  -  aE)  v/M2  -b  N2.  (m) 

Le  plus  grand  rayon  oscillateur  r'  répond  à  A  =  E,  puisque 
l’on  a 

r'  —  R  -b  v/Ma  +  Na. 

Le  plus  petit  rayon  oscillateur  r  répond  A  =  i  oo*  -+-  E ,  puisque 
l’on  a 


par  conséquent 


**=  K  —  ^M2  -b  N2  ; 


•  =  v'Ma  +  N2, 
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Ces  valeurs  étant  introduites  dans  l’équation  (m)  précédente,  on 
aura 

R  =  -t-  -  ~  r  cos  a(A  —  E); 

et  puisque 

C0S2(A  — E)  =  cos2  (A— E)  —  sirt2  (A  —  E)  =  acos*(A  —  E)  —  i, 
il  s’ensuit  que 

R  =  r-h(r'  —  r)  cos2.{A  — E),' 

\  —  E  étant  l’angle  que  la  ligne  géodésique  correspondante  à  R 
forme  avec  celle  qui  correspond  à  r'. 

Détermination  du  fïfyon  de  l’ ellipsoïde  oscillateur. 

388.  «  Nous  avons  déjà  observé  qu’à  chaque  point  de  la  surface  de 
»  la  Terre,  on  peut  concevoir  un  ellipsoïde  osculateur  sur  lequel  les 
»  degrés,  dans  tout  les  sens,  sont  sensiblement  les  mêmes  dans  une 
»  petite  étendue  autour  du  point  d’osculation.  » 

Cherchons  alors  l’expression  du  rayon  de  cet  ellipsoïde  dont  l’équa¬ 
tion  est  généralement  de  la  forme 

jf2  -t-  mjr2  -+-  nz2  =  i , 

en  prenant  pour  unité  l’un  de  ses  trois  axes,  savoir,  celui  qui  répond 
à  y  —  o,  z  =  o.  D’abord ,  si  Ton  ajoute  de  part  et  d’autre  x2  +  y2, 
on  aura 

X2  -yjr*  Z*  =  I  -t-  (i  —  m)  jr2  -h  (i  —  n)  z2, 

et  si  l’on  substitue  dans  le  second  membre,  pour  y  et  z,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  9  et  o  (art.  580  ,  il  viendra 

r2  =  i  H—  (  f  —  m)  r2  sin2  9  sin2  <p  -t-  (i  —  n)  r2  cos2  6  ; 

d’ou  l’on  tire  a  tres-peu  près 

r  =  i-f-  i  (  i  —  m)  sin2  6  sin2  <p  (i  —  n)  cos2  9 , 
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puisque  l’ellipsoïde  différant  très-peu  de  la  sphère,  i  —  m  et  i  —  n 
sont  de  1  ordre  de  1  aplatissement  a.  Ensuite  ô  pouvant,  dans  ce  cas, 
être  remplacé  par  iooG  —  A,  on  a,  à  l’aide  d’une  transformation  qui 
n’offre  aucune  difficulté, 

r— 1  +  ï(i  ~  ™)sm2(p  -  sina h[{ (i  -r  m)-  ±(i  -  n)  —  j(i  -  m) cos  29]. 
Soit  maintenant 


ï(i  ~m)=-  ap, 


on  aura 


ÿ(/î  —  1) 
a  =  ^ - L 

I-hfX  9 


et  |(i-m)-|(i-n)  =  a, 

a  =  _ 1-", 

^  2(1  — 


et  la  valeur  précédente  de  r,  en  rapportant  d’ailleurs  les  longitudes  à  un 
méridien  autre  que  celui  d’où  l’on  compte  l’angle  9,  pourra  défini¬ 
tivement  prendre  cette  forme 


r  =  1  -h  ap  cos  2  (9  -4-  ê)  —  a  sin2  h[  1  H-  p  cos  2(9  -4-  ê)]  : 


telle  est  l’expression  du  rayon  de  l’ellipsoïde  osculateur  qu’il  fallait 
trouver,  laquelle  contient  le  terme  -h  ap  cos  2  (9  +  g),  que  l’illustre 
auteur  de  la  Mécanique  céleste  a,  ce  nous  semble ,  omis  par  distraction. 

Faisons 

u'  =-+-  p cos 2  (9  -4-6)  —  sin2  h  [1  -4-  pcos  2(9-1-  €)], 
on  aura  successivement 

= —  sin  a  h  [1  -4-  p  cos  2(94- è)], 

(^jr)  =  -  2COS  [>  +  f*cosa(j  +6)], 

\~w  /  ~  /*sm  ™  [ 1  +  P  cos  2( ?  -+- $)]  ; 


et  par  conséquent 

m'H-  ~~  [*■+■  p  cos  2(9  ■+*  6)] (-j *4“  cos  2  4-p COS 2  (9-4- S), 

(^) +  (^) =  3  sin  *h  t1  +  p  cos  ? 

II.  *  -îr 


5o 
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donc  l’expression  de  l’arc  mesuré  dans  le  sens  du  méridien  sera 
(art.  381) 


g_  — [i  pcos  2(9 -h 6)]. (i  4-  3cos2 h  —  3s.  sin  2^)4-  asp.cos2  (y +6). 

«  Si  l’arc  mesuré  est  considérable,  et  si  l’on  a  observé,  comme  en 
»  France,  la  latitude  de  quelques  points  intermédiaires  entre  lçs  ex- 
»  trèmes ,  on  aura ,  par  ces  mesures ,  et  la  grandeur  du  rayon  pris  pour 
»  unité,  et  la  valeur  de  a  [1  -+-  ju.  cos 2(94-6)].  »  On  a  de  plus,  en  dif- 
férentiant  la  valeur  de  u' ,  d’abord  par  rapport  à  9 ,  ensuite  par  rap- 

(^ )  =  -  Îfi  cos2  h  sin  aQf- -H  S), 

(^»)  =+  ap.  sin  -ih  sin  +  S); 


port  à  h , 

(»)  '• 


ainsi  la  dernière 
faites , 


valeur  de  rs  (art.  382)  deviendra,  toutes  réductions 
73  =  —  2  asp.  tang  h  sinÆ  sin  2(9  4-  6). 


L’observation  des  angles  azimutaux  aux  deux  extrémités  de  l’arc 
fera  donc  connaître  a/x.sin  2(9-4  ë);  et  si  Ton  différentie  la  première 
équation  (w),  on  aura 


et  par  conséquent 


^  ~  4f*  cos2  •  h  cos  2(9  4-  6)  y. 


fddu'\ 


cosJ  h 


—  cos  2(9  4-  6)  ; 


or,  le  rayon  oscillateur,  dans  le  sens  de  la  perpendiculaire  à  la  méri¬ 
dienne,  étant 

(ddu'\ 

R  =  1  +  au'  -  a  (^)  tang  h  +  , 

on  aura,  en  éliminant  les  coefficients  différentiels,  et  pour  le  degré 
dans  le  sens  perpendiculaire  au  méridien, 

R  =  i°4-  i°.asin2  h\\  4-  p.cos  2(9  4-  6)]  —  3°.a/xcos  2(94-6), 


LIVRE  SIXIÈME.  3-5 

résultat  qui  diffère  de  celui  de  la  Mécanique  céleste,  à  cause  de  l’omis- 
sion  cttée  plus  haut,  et  que  nous  avons  cru  devoir  réparer,  à  l’instar  de 
M.  Bowditch  de  Boston,  savant  traducteur  de  cet  immortel  ouvrage. 

«  a  mesure  de  ce  degré  donnera  donc  la  valeur  de  au  cos  i  (®  +  g)  ; 
»  ainsi  1  ellipsoïde  oscillateur  sera  déterminé  par  ces  diverses  mesures  : 

»  il  serait  nécessaire,  pour  un  aussi  grand  arc,  d’avoir  égard  au 
»  carre  de  s  dans  l’expression  de  l’angle  ta,  surtout  si ,  comme  on  l’a 
o  serve  en  France ,  l’angle  azimutal  ne  varie  pas  proportionnelle- 
»  ment  à  l’arc  mesuré,  etc.  » 

Maintenant,  pour  déterminer  l’ellipsoïde  osculateur  en  partant  des 
mesures  de  la  Terre,  il  conviendrait,  comme  à  l’art.  177,  de  com¬ 
parera  a  figure  elliptique  les  degrés  mesurés  des  méridiens ,  et  l’on 
verrait  que  cette  comparaison  donne,  pour  la  figure  des  méridiens 
des  ellipses  différentes  qui  s’éloignent  trop  des  observations  pour  pou¬ 
voir  être  admises;  d’où  l’on  doit  conclure  que  la  Terre  n’a  point  la 
forme  régulière  que  l’on  serait  d’abord  tenté  de  lui  attribuer.  Cepen¬ 
dant ,  avant  de  renoncer  entièrement  à  la  figure  elliptique ,  il  importe 
de  déterminer  celle  dans  laquelle  le  plus  grand  écartdes  degrés  mesurés 
est  plus  petit  que  dans  toute  autre  figure  de  même  espèce,  et  l’on  oeut 
employer  à  cet  effet  la  méthode  des  moindres  carrés  (art.  573). 

Formules  pour  corriger  la  mesure  dune  perpendiculaire  à  la  méri¬ 
dienne,,  et  la  différence  en  longitude  de  ses  points  extrêmes. 

♦i89.  La  méthode  par  laquelle  on  corrige  de  la  manière  la  plus 
avantageuse  la  longueur  d’une  perpendiculaire  à  la  méridienne  ou  d’un 
arc  de  parallèle  dont  les  extrémités  sont  liées  à  deux  bases ,  est  en  tout 
semblable  à  celle  que  nous  avons  exposée  à  l’art.  207,  relativement  à 
la  mesure  d’un  arc  de  méridien. 

En  effet,  par  la  mesure  de  ces  deux  bases,  on  connaîtra  leur  dis- 
cordance  y  ;  si  donc,  dans  1  expression  générale  de  l’erreur  s,  qui  est 


ou,  en  développant, 


-2[S 


cot  Z(n) .  dZ{ 


S  =  Pjm-  Qjr  +  pc.)x(.,  +  Q0) y.)  +  etCi  ( 


5o. . 
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on  substitue  les  corrections  indiquées  à  l’article  cité,  savoir, 

fi  7 


la  correction  résultant  de  la  mesure  de  la  seconde  base  sera 
,f=2[/(P-iQ)  +  m(Q-Xp)]l, 

2  étant  toujours  le  signe  d’une  somme. 

Telle  est  la  quantité  qu’il  faudra  ôter  de  la  longueur  B,  calculée  ri¬ 
goureusement  à  l’aide  de  la  première  base ,  pour  avoir  sa  longueur  cor¬ 
rigée,  en  supposant  la  mesure  effective  de  la  seconde  base  plus  petite 
que  la  longueur  déduite. 

Les  memes  substitutions  des  valeurs  de  xy ,  x «V’ , . .  . ,  étant  faites 
dans  l’expression  générale  de  l’erreur  dL{'n)  du  dernier  azimut  Z(n!,  qui  est 

x  —  x1"  -h  x(7>  —  x(3)  -h  .  .  •  =tx(H~,} 

-h  y  —  jrO  -+-  yW  —  y<3)  ± 

'  le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n  est  pair,  et  le  signe  inférieur  si  n  est 
impair),  la  correction  de  cet  azimut  sera 

l(2)-  •  -  •  -h  m-rn("  +  mW  -  .  - 

et  alors  l’erreur  qui  pourra  encore  affecter  Z(n),  ainsi  corrigé,  sera 
renfermée  dans  de  plus  étroites  limites. 

11  s’agit  maintenant  de  corriger  la  différence  de  longitude  des 
points  extrêmes  de  l’arc  :  or,  si  cet  arc  AA' A". . .  (  Jig .  37)  est  perpendi¬ 
culaire  au  méridien  kx,  que  9  soit  l’angle  formé  par  ce  méridien  et 
par  celui  du  point  extrême  A(n),  et  que  Y  soit  le  plus  petit  des  angles 
que  ce  dernier  méridien  fait  avec  l’arc  AA<">,  on  aura 

cosV 

S,n<P  =  s1ÏP 


livre  sixième. 

h  étant  la  latitude  du  point  A  ;  puis  appelant  dtp  et  &V  les  erreurs  des 
angles  9  et  Y  dues  à  la  discordance  des  bases,  il  viendra  par  la  diffé¬ 
rentiation, 


? 9 


-&Y. 


Or  il  est  évident  que  la  correction  âiV  =  —  dZ(n>  ;  donc  celle  de  la  dif¬ 
férence  de  longitude  9  sera  connue. 

L’illustre  auteur  de  cette  analyse  fait  remarquer  qu’il  y  a  de  l’avan¬ 
tage  à  observer  les  trois  angles  de  chaque  triangle  et  à  les  corriger  se¬ 
lon  la  méthode  usitée.  11  prescrit  en  outre  de  ne  rejeter  aucune  des 
observations  géodésiques  qu’on  admettrait  si  elles  étaient  isolées,  dans 
le  cas  où  quelques-unes  s’éloigneraient  un  peu  des  autres,  afin  de  pou¬ 
voir  leur  appliquer  avec  succès  les  formules  de  probabilité. 

<>90.  On  a  vu,  à  l’art.  587,  que  le  rayon  osculateur  de  la  ligne 
géodésique  au  point  A  de  départ  se  déduit  de  l’arc  mesuré,  et  qu’en 
désignant  par  1  au'  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  à 
sa  surface,  le  rayon  osculateur  dans  le  sens  de  l'arc  AA'A  .  .  perpen¬ 
diculaire  au  méridien  de  A.  est 


R  =  l  +« 


l'  ~  *  {%)  tar|g h 


/  ddu  '  \ 

Ail. 

COSJ  h  ’ 


de  plus,  si  l’on  nomme  s  la  longueur  de  l’arc  mesuré  AA(a) ,  on  aura,  a 
fort  peu  près  (art.  387) , 

R  =  ^('- »-'ï,anS3A): 

ce  qui  donne,  en  différentiant  et  s’arrêtant  aux  quantités  du  second 
ordre,  pour  la  correction  du  rayon  de  courbure, 

—  -Jl _ **1 

y  cos  h  <p2  cos  h  1 

expression  dans  laquelle  c h  et  £9  sont  connues  par  ce  qui  précédé. 
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Re inan/ ues  sur  la  détermination  des  longitudes  par  les  observations 
azimutales. 


391.  Lorsque  l’on  considéré  le  globe  terrestre  comme  un  sphéroïde 
irrégulier  peu  différent  d’une  sphere,  on  est  conduit,  par  la  théorie 
précédente  de  Laplace ,  à  cette  conséquence  remarquable,  que  l’fRÎmut 
et  la  longitude  au  sommet  d’une  ligne  de  plus  courte  distance  perpen¬ 
diculaire  au  méridien  de  son  origine,  et  peu  étendue  d’ailleurs,  peuvent 
être  calculés  comme  sur  une  sphère  dont  le  rayon  serait  égal  à  celui 
de  courbure  de  cette  ligne  (art.  586).  Cette  vérité  ressort  aussi  des  for 
mules  de  la  trigonométrie  sphéroïdique  démontrées  (art.  367  ).  En  effet, 
si  TI  est  la  latitude  du  pied  de  la  perpendiculaire  y  dont  il  s’agit ,  V  l’a¬ 
zimut  de  cette  ligne  géodésique  sur  l’horizon  de  son  sommet,  et  9  la 
différence  en  longitude  de  ces  mêmes  points,  on  aura 


(0 


9  sin  H  = 


1 8o°  — 


y 


t;r3tangH 
6  N3  sin  i"  ’ 


N  étant  la  normale  au  point  H,  et  telle  que  N  = - jp - 

(i  —  e’sin’H)’ 

Cette  relation  (i)  fait  voir  combien  la  longitude  9  est  peu  dépendante 
de  l’excentricité;  il  suffit  donc  de  connaître  approximativement  e2 
et  y  pour  évaluer  en  secondes  de  degré  le  terme  du  troisième  ordre 

^^sirfi^;  ma*s  **  faut  .auparavant  déterminer  la  longueur  y  à  l’aide 
de  ces  deux  formules 

tangY  =  tangPcosH,  j^-^-N.Y, 


dans  lesquelles  P  exprime  la  longitude  géodésique  correspondante  à  9 
et  déduite  de  la  chaîne  des  triangles  qui  unit  les  extrémités  de  la  per¬ 
pendiculaire^,  et  où  3, 1 4 1 593  est  le  rapport  de  la  circonférence 

au  diamètre. 

De  ce  que  la  relation  (1)  n  est  directement  applicable  qu’a  une  pe¬ 
tite  amplitude,  il  s’ensuit  qu  une  longitude  de  plusieurs  degrés  devra 
être  évaluée  par  parties.  On  observera  alors  autant  d’azimuts  et  de  la¬ 
titudes  qu’il  y  aura  de  ces  parties  à  déterminer.  Mais  voici,  selon  nous, 
l’inconvénient  attaché  à  cette  méthode,  souvent  recommandée  par 
l’illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste. 
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L  angle  azimutal  V  dérive  nécessairement  de  deux  autres  angles, 
1  un  observé  immédiatement,  mesurant  l’inclinaison  du  dernier  côté 
du  réseau  de  triangles  sur  le  méridien,  et  qui  est  probablement  affecté 
d  une  petite  erreur;  Paître  déterminé  par  le  calcul  du  développement 
de  la  ligne  la  plus  courte,  et  représentant  l’angle  que  cette  ligne  fait 
avec  le  dernier  côté  dont  il  est  question.  Ce  second  angle  se  trouvant 
indubitablement  affecté  de  la  résultante  des  erreurs  commises  dans  la 
mesure  des  angles  des  triangles,  il  est  à  craindre  que  si  cette  résultante 
n’est  pas  nulle  ou  tout  au  moins  tres-petite  par  l’effet  des  compensa¬ 
tions,  elle  n’altère  sensiblement  la  véritable  valeur  de  l’azimut  V  et  ne  se 
reporte  sur  la  longitude  cherchée  en  s’accroissant  proportionnellement 
a  la  cosécante  de  la  latitude  H,  comme  cela  est  probablement  arrivé 
dans  les  comparaisons  multipliées  que  Delambre  a  faites  de  ses  azimuts 
observés  avec  ceux  qu’il  a  conclus,  comparaisons  qui  dévoileraient  de 
grandes  irrégularités  dans  la  figure  des  parallèles  terrestres,  s’il  était 
permis  de  faire  abstraction  des  erreurs  commises  dans  les  observations 
angulaires.  Il  est  donc  très-important,  pour  le  succès  de  la  méthode 
actuelle,  que  la  chaîne  des  triangles  soit  peu  étendue  et  la  meilleure 
possible,  et  que  les  azimuts  aux  sommets  de  ces  triangles  soient  obser¬ 
vés  par  les  moyens  les  plus  directs  et  les  plus  sûrs;  enfin  il  convient 
d  assigner  par  les  formules  de  probabilité  précédentes  les  limites  pro¬ 
bables  de  l’erreur  du  dernier  azimut  d’une  chaîne  de  triangles,  conclu 
de  celui  de  départ,  et  de  resserrer  ces  limites  en  assujettisant  cette 
chaîne  à  la  mesure  de  deux  bases. 

392.  Puisque,  dans  la  pratique  de  la  Géodésie,  l’on  est  dans  l’usage 
de  calculer  rigoureusement  de  proche  en  proche  les  positions  géogra¬ 
phiques  des  points  trigonométriques,  dans  une  certaine  hypothèse 
d’aplatissement,  il  n’est  pas  absolument  nécessaire  d’évaluer  la  ligne 
la  plus  courte  abaissée  de  l’extrémité  d’un  réseau  dirigé  de  l’ouest  à 
1  est  sur  le  méridien  de  1  autre  extrémité,  pour  déduire  de  l’angle  azi- 
mutal  la  différence  en  longitude  correspondante.  En  effet,  si  l’angle  V, 
sur  1  ellipsoïde  de  révolution,  était  déterminé  géodésiquement,  comme 
on  vient  de  le  dire,  puis  corrigé  de  la  discordance  des  bases  sur  les 
quelles  le  réseau  s  appuie  (art.  389)  et  qu’il  se  trouvât  précisément 
égal  au  résultat  de  1  observation,  l’angle  f  correspondant  à  y  n’aurait 
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besoin  d’aucune  correction,  il  représenterait  l’amplitude  cherchée; 
mais  si  l’azimut  observé  à  l’extrémité  H'  de  la  perpendiculaire  différait 
de  l’azimut  calculé  d’une  quantité  dV,  cette  quantité  serait  la  correc¬ 
tion  à  faire  à  l’azimut  Y,  et  la  correction  cfy  à  appliquer  à  la  longitude  9, 
déterminée  géodésiquement  pour  avoir  l’amplitude  astronomique,  se¬ 
rait  donnée  par  cette  formule  * 

_ .  sinV  Sy 

^  =  ^H’  ouPll,sexactement’  ‘  côs^ *  sïnH ’ 


prenant  alors  pour  valeur  de  H  cette  résultante  de  la  relation 
cotH  =  cotH'  cos  9, 


ou  de  cette  série 


H  =  H^tang3ig 


sin  2H' 
sin  1  "  ’ 


si  9  est  petit,  H'  désignant  la  latitude  du  point  où  a  été  faite  l’observa¬ 
tion  azimutale ,  et  H  la  latitude  du  pied  de  la  perpendiculaire  sup¬ 
posée  abaissée  de  ce  point  sur  le  méridien  principal ,  on  remarquera  : 
i°  qu’à  l’est  de  la  méridienne,  <TV  sera  positif  si  1  azimut  observé, 
compté  du  sud  à  l’ouest,  est  plus  petit  que  l’azimut  calculé  géodési¬ 
quement;  et  qu’il  sera  négatif  dans  le  cas  contraire;  20  qu’à  l’ouest  de 
la  méridienne,  dV  sera  positif  ou  négatif,  selon  que  l’azimut  observé 
sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  l’azimut  conclu. 

Il  est  probable  qu’on  diminuerait  l’influence  des  erreurs  des  angles 
des  triangles  sur  l’azimut  V  conclu  de  celui  de  départ,  en  faisant  servir 
à  sa  détermination  les  angles  des  sommets  nord  de  la  chaîne,  et 
ensuite  les  angles  des  sommets  sud ,  c’est-à-dire  en  prenant  pour  va¬ 
leur  de  V  la  moyenne  des  deux  résultats  qui  auraient  été  obtenus  de  la 
sorte.  On  peut  voir  dans  le  second  volume  de  la  Nouvelle  description 
géométrique  de  la  France ,  page  6 19,  l’application  que  nous  avons 
faite  de  cette  méthode  indirecte,  mais  sans  beaucoup  de  succès,  quoi¬ 
que  les  données  employées  dans  nos  calculs  fussent  de  nature  à  inspirer 
une  entière  confiance. 

Il  est  possible,  ce  nous  semble,  d’expliquer  jusqu’à  un  certain  point 
pourquoi,  en  faisant  même  abstraction  des  erreurs  des  observations 
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angulaires,  la  méthode  des  azimuts  pourrait  être  en  discordance  avec 
celle  des  feux.  Remarquons  d’abord  que  le  méridien  céleste  et  le  méri¬ 
dien  apparent,  en  un  point  quelconque  de  la  surface  de  la  Terre,  sont  en 
général  deux  plans  différents.  En  effet,  le  premier  est  un  plan  passant 
par  1  axe  du  monde  et  par  un  lieu  de  la  Terre,  et  le  second  contient  la 
verticale  de  ce  lieu  et  le  pôle  du  monde  :  si  donc  cette  verticale  ne  passe 
pas  par  l’axe  de  la  Terre,  le  méridien  apparent  ne  coïncide  pas  avec  le 
méridien  celeste.  Déterminer  la  différence  des  méridiens  de  deux  points, 
c’est  trouver  l’angle  que  forment  entre  eux  leurs  méridiens  apparents 
Par  la  méthode  des  feux,  cet  angle,  qu’on  obtient  directement,  est  in¬ 
dépendant  de  l’effet  de  toute  cause  perturbatrice  qui  agirait  intermé- 
diairement  sur  la  direction  du  fil  à  plomb;  mais  les  attractions  locales 
doivent  au  contraire  exercer  leur  influence  sur  les  résultats  auxquels 
on  parvient  par  la  méthode  des  azimuts,  puisque  quelques-uns  des 
angles  des  triangles  qui  unissent  les  points  dont  il  s’agit  se  trouvent 
soumis  à  cette  influence,  et  qu’ils  entrent  nécessairement  dans  la  com- 
position  de  l’angle  azimutal  employé  à  la  recherche  de  la  différence  de 
longitude. 
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CHAPITRE  IV. 

DETERMINATION  DE  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE  PAR  LES  OBSERVATIONS 
DU  PENDULE. 


Théorie  du  pendule  simple  oscillant  dans  le  vide. 

393.  Si  l’on  attache  un  corps,  une  sphère  de  métal,  par  exemple, 
à  l’extrémité  inférieure  d’un  fil  ou  d’une  verge  mobile  autour  d’un 
point  fixe  placé  à  l’autre  extrémité,  et  qu’on  l’écarte  un  peu  de  sa  si¬ 
tuation  verticale ,  il  fera ,  étant  ensuite  abandonné  à  l’action  de  la  pe¬ 
santeur,  de  petites  oscillations  qui  seront  à  très-peu  près  isochrones 
onde  même  durée,  malgré  la  différence  d’amplitude  des  arcs  dé¬ 
crits.  Les  oscillations,  c’est-à-dire  les  allées  et  les  venues  alternatives 
du  pendule ,  se  nomment  aussi  vibrations  :  elles  se  perpétueraient  sans 
la  résistance  que  l’air  oppose  au  mouvement  du  corps  oscillant,  et 
sans  celle  que  le  pendule  éprouve  au  point  de  suspension.  On  nomme 
ainsi  le  point  autour  duquel  le  mouvement  a  lieu. 

La  durée  des  oscillations  dépend  de  la  grandeur  et  de  la  figure  du 
corps  suspendu,  de  la  masse  et  de  la  longueur  de  la  verge,  ainsi  que 
de  la  densité  du  milieu  dans  lequel  se  fait  l’expérience.  Il  ne  sera 
question,  pour  le  moment,  que  du  pendule  simple  oscillant  dans  le 
vide  :  c’est  celui  dont  la  masse  de  la  verge  est  supposée  nulle  relative¬ 
ment  à  celle  du  corps  considéré  comme  un  point  infiniment  dense. 
Nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  détermine  la  longueur  de  ce 
pendule  idéal,  dont  les  oscillations  se  feraient  dans  le  même  temps 
que  celles  du  pendule  composé ,  et  qui  aurait  par  conséquent  pour 
longueur  la  distance  du  point  de  suspension  au  centre  d’oscillation, 
c’est-à-dire  au  lieu  où  l’on  conçoit  réunie  toute  la  masse  du  corps  en 
mouvement. 


LIVRE  SIXIÈME.  4o3 

On  sait,  par  ce  qui  précède,  que  les  mesures  géodésiques,  combi¬ 
nées  avec  les  observations  célestes,  font  connaître  l’ellipticité  de  la  Terre. 
Nous  nous  proposons  maintenant  de  faire  voir  qu’elle  se  déduit  aussi 
avec  beaucoup  d’exactitude  des  longueurs  observées  du  pendule  à  se¬ 
condes;  car,  d’après  la  loi  de  la  pesanteur,  l’accroissement  de  ce  pen¬ 
dule,  en  allant  de  l’équateur  au  pôle,  est  proportionnel  au  carré  du 
sinus  de  la  latitude,  et  sa  valeur  dépend  de  celle  de  l’ellipticité  du  sphé¬ 
roïde  terrestre. 

Richer  remarqua  le  premier  cet  accroissement  de  la  longueur  du 
pendule,  dans  le  voyage  qu’il  fit  en  Amérique,  en  167a;  il  trouva 
que  son  horloge,  réglée  à  Paris  sur  le  temps  moyen,  retardait  chaque 
jour,  a  Cayenne,  dune  quantité  sensible.  Environ  soixante  ans  apres 
lui,  Bouguer  fit  des  expériences  du  même  genre  au  Petit-Goave  dans 
l’île  Saint-Domingue,  à  Quito  sur  le  mont  Pichincha,  et  dans  d’autres 
lieux  de  la  Terre;  et  il  s’assura  par  ce  moyen  que  l’intensité  de  la  pe¬ 
santeur,  l’un  des  phénomènes  les  plus  singuliers  du  système  du  monde, 
décroît  en  outre  dans  le  sens  de  la  verticale,  en  s’éloignant  du  niveau 
des  mers. 

394.  Pour  examiner  de  la  manière  la  plus  simple  les  circonstances 
9  ^,l  mouvement  du  pendule,  dont  les  excursions  sont  censées  faites  dans 
un  plan  vertical,  nous  partirons  de  ces  principes  connus,  savoir  : 

i°.  Que  lorsqu’un  corps  descend,  par  la  seule  action  de  la  pesan¬ 
teur,  le  long  d’une  courbe,  il  a  en  chaque  point  la  même  vitesse  que 
s’il  était  tombé  librement  depuis  le  niveau  du  point  de  départ  jusqu’à 
celui  d’arrivée,  quelle  que  soit  la  courbe  décrite; 

20.  Que  l’équation  du  mouvement  d’un  point  matériel  assujetti  à 

parcourir  une  courbe  est  — =  f>,  ou  ~  =  ?;  ?  étant  la  force  continue 
estimée  dans  le  sens  de  la  tangente  à  cette  courbe,  s  l’arc  décrit  au 

bout  du  temps  t ,  et  v  —  —  la  vitesse  acquise  (. Mécanique  de  Poisson , 
ae  édition  ,  n°  i  19). 

Cela  posé ,  soient  g  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur  qui  anime  le 
point  matériel  M  [fig.  38)  suspendu  à  l’extrémité  du  fil  CM,  supposé 
sans  pesanteur  et  inextensible;  C  le  point  de  suspension  ;  AP  =  x  l’abs¬ 
cisse  verticale,  et  PM  —y  l’ordonnée  du  centre  d’oscillation;  AC  =  n 

5i.. 
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la  longueur  du  pendule;  AD  =  Ma  flèche  de  l’arc  BAB';  B  le  point  de 
départ  du  mobile;  s  l’arc  AM  dans  lequel  il  se  meut;  enfin  v la  vitesse 
qu’il  a  acquise  au  point  M  après  le  temps  écoulé  t. 

La  vitesse  v  étant  due  à  la  hauteur  DP,  on  a ,  à  cause  de  DP  =  b  —  x , 


v=%  —  \l‘*ë  (b  —  æ).  * 

Mais  l’arc  s  décroissant  à  mesure  que  le  temps  t  augmente,  on  doit 
écrire 

dt  =  -==JL=. 

s/zg(b—x) 

11  faut  exprimer  ds  en  fonction  de  dx ,  afin  de  pouvoir  intégrer  cette 
équation:  ce  qui  est  facile;  car,  le  carré  de  l’élément  de  l’arc  rayant 
pour  expression 

ds2  =  dx 3  -4-  djr2,  d’où  ds  —  dx  i  -t-  , 

et  T  équation  de  la  trajectoire  AMB  étant 

x2  -t -y2  —  iax  =  o , 


on  trouve ,  par  la  différentiation ,  que 


^ _ atlx _  acLx 

y  \J  'i.ax —  x\ 


et  de  là 


dt  — 


\j2g[bx —  x *)  (2 a  —  x) 


Multipliant  et  divisant  respectivement  par  ia  les  facteurs  sous  le  radi¬ 
cal,  puis  indiquant  l’intégration ,  on  a 


=(*-=)  T 


par 


la  formule  du 


Le  développement  du  facteur 
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binôme  conduisant  à  une  série  convergente,  l’expression  de  t  se  change 
en  celle-ci  : 


1.3  x2 

2.4  ’  4 


et  pour  lors  l’intégration  est  réduite  à  celle  des  termes  de  la  forme 
dx  :  on  l’effectuera  donc  au  moyen  de  la  formule  connue 


Ç  —  xmdx  _ j 

J  Jbx —  x* 


~\j  b  x  —  x2  \b.~ 


2/w  —  i  Ç  —  xm~'dx 
J  Jbx —  x5  7 


mais  comme  on  doit  ici  intégrer  entre  les  limites  x  =  o ,  x  =  b.  afin 
d  obtenir  le  temps  de  la  demi-oscillation ,  son  premier  terme  devient 
nul  par  l’une  de  ces  suppositions.  Si  donc  on  fait  successivement  m—  1 
m  =  2  ,  m  =  3, .  .  . ,  on  aura 


/'  —  xdx  _  b  r  —dx  _  b  A 

^bx  —  x1  2  J  sJ bx — x’  2  , 

/'  —  x'dx  3b  Ç  — xdx  3 b‘  ^ 

\br  —  x~-  4  J  \Jbx  —  xJ  2.4*  * 

/  —X'dx  _  5£  r  —X'dx  _  3.5.6' 
fbx-x'~  6  J  sjbx  —  x1  ~  2.4.6  *  , 

ainsi  de  suite. 

D’un  autre  côté,  à  cause  de 

—  dx  r  — 2  dx  (  2 x — b\ 

s/bï=*  -  J  ^-(zx-bÿ  -  arc  (cos  ~  ~T~)’ 

on  obtient,  en  substituant  ces  valeurs, 

+(ï) -]arc  {c°s~^T^y 

A  la  limite  x  =  b,  on  a  t  =  o;  mais  à  celle  .r  =  o,  il  vient 
arc ^cos  =  —  n f  ou  3^  5?r,  77î) - - 


:r  étant  la  demi-circonférence  pour  le  rayon  =  1.  Donc,  en  désignant 
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par  T  la  valeur  de  t  résultant  de  l’intégrale  définie,  on  a 


c’est  le  temps  que  le  mobile  met  à  descendre  du  point  B  de  départ  au 
point  A  le  plus  bas,  où  la  vitesse,  en  vertu  du  premier  principe  éfioncé 
précédemment,  est  \  2gb.  Arrivé  à  ce  point,  le  mobile  ne  pouvant  ni 
s’arrêter,  ni  rétrograder,  puisqu’il  n’y  rencontre  aucun  obstacle ,  con¬ 
tinuera  à  se  mouvoir  dans  le  même  sens,  et  fera  la  demi-oscillation 
ascendante  parfaitement  égale  à  la  première;  ce  qui  est  manifeste,  car, 
lorsque  v  =  o,  on  a  ûc  =  b.  Après  cela  il  descendra,  par  le  seul  effet  de 
la  pesanteur,  pour  faire  une  seconde  oscillation,  et  ainsi  de  suite;  en 
sorte  que  la  durée  de  chaque  oscillation  sera  =  aT  (*). 

La  flèche  b  de  l’arc  décrit  par  le  pendule  étant  le  sinus  verse  de 
l’amplitude  de  cet  arc,  on  a  b  =  i  —  cosÔ  =  asin2-|0;  mais  l’ainpli- 
tude  $  étant  très-petite ,  on  a ,  à  fort  peu  près,  asin2  \Q  —  L  sin2  0  ;  de  là 


ou,  désignant  maintenant  par  t  la  durée  d’une  demi-oscillation  dans  un 
arc  infiniment  petit,  on  aura 

puisqu’en  supposant  b  assez  petit  pour  pouvoir  négliger  les  termes  de 
la  série  précédente,  où  cette  quantité  entre  comme  facteur,  on  a,  pour 
l’oscillation  entière, 

(a)  *t  =  7ry/-. 


(*)  La  valeur  de  T  donnée  par  l’équation  (i)  se  déduit  d’une  formule  plus  générale, 
obtenue  par  Laplace  (. Mécanique  céleste ,  tome  I,  n°  II).  Cet  illustre  géomètre  y  con¬ 
sidère  le  cas  des  oscillations  coniques  ( voyez  aussi  à  ce  sujet  la  Mécanique  de  Francœur)  ; 
mais,  dans  les  expériences  du  pendule,  on  dispose  l’appareil  de  manière  que  les  oscilla¬ 
tions  soient  circulaires. 
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Il  s’ensuit  que,  quelle  que  soit  l’amplitude  de  l’arc  B  AB',  pourvu  ce¬ 
pendant  quelle  soit  très-petite ,  le  temps  de  l’oscillation  entière  sera  le 
même. 

Il  résulte  encore  de  cette  hypothèse  que,  pour  un  autre  pendule  a', 
oscillant  dans  un  autre  lieu  où  la  gravité  est  g',  on  a 


(3) 


2t?  =  n 


Donc,  lorsque  les  temps  des  oscillations  respectives  de  deux  pendules 
sont  synchrones  ou  égaux , 


ou  a:a’::g:g'; 


c’est-à-dire  que  les  longueurs  de  deux  pendules  battant  les  secondes , 
par  exemple >  sont  entre  elles  comme  les  forces  accélératrices  de  la 
pesanteur. 

Si  l’on  supposait,  au  contraire,  un  pendule  invariable,  ou  les  lon¬ 
gueurs  des  pendules  égales,  on  aurait 

_  yV. 

2''  Æ’ 


ainsi ,  les  temps  seraient  réciproques  aux  racines  carrées  des  forces 
accélératrices . 

Dans  le  même  lieu,  on  a  g  =  g',  et  alors  les  équations  (a)  et  (3) 
donnent,  pour  deux  pendules  de  différentes  longueurs, 

it  _  fâ 

y/?’ 

c  est-à-dire  que  les  durées  des  oscillations  sont  entre  elles  comme  les 
racines  carrées  des  longueurs  des  pendules. 

De  1  équation  (i)  1  on  tire,  en  désignant  2 1  par  r,  et  en  supposant  b 
extrêmement  petit, 


8 


4o8  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

telle  est  la  valeur  de  la  pesanteur  g,  qui,  comme  Ton  sait,  représente 
le  double  de  l’espace  qu’un  corps  tombant  dans  le  vide  parcourrait 
dans  la  première  seconde  de  sa  chute.  Elle  se  détermine  avec  la  plus 
grande  exactitude  par  les  observations  du  pendule,  comme  nous  le 
ferons  voir  par  la  suite.  Nous  remarquerons  seulement,  pour  le  mo¬ 
ment.  que  si  un  pendule  simple  d’une  longueur  a  faisait  N  oscillations 

dans  T  secondes ,  on  aurait  d’abord  t  =  î-,  et  ensuite 


«’aN1  ,  ,  ,  «VN'* 

g=-7p~ÿ  de  meme  g' , 


7r  exprimant  la  demi-circonférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  =i. 

Lorsque  a  —  a'  et  T  =  T',  on  a 

g  _  R*  . 

Y”  N'*’ 

donc  les  carrés  des  nombres  d’oscillations }  faites  en  même  temps 
par  deux  pendules  de  même  longueur ,  sont  comme  les  forces  accélé¬ 
ratrices. 

Lorsque  deux  pendules  de  différentes  longueurs  oscillent  dans  un 
meme  lieu  et  dans  le  même  temps ,  on  a  g  —  g',  T  =  T';  partant 


or,  en  supposant  que  a'  soit  la  longueur  du  pendule  simple  qui  bat  les 
secondes,  et  que  a  diffère  très-peu  de  a' ,  on  a,  en  faisant  N  =  N'  -b  n , 


a'=a- h 


2  an 

w 


an 2 
N7*  * 


Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  sont  donc  la  cor¬ 
rection  à  faire  au  pendule  observé,  pour  le  réduire  au  pendule  à  se¬ 
condes. 

On  conçoit  maintenant  que  les  observations  du  pendule  doivent 
faire  connaître  la  figure  de  la  Terre ,  puisqu’il  existe  une  relation  entre 
la  pesanteur  et  la  longueur  du  pendule  qui  bat  les  secondes,  et  que 
l’intensité  de  la  pesanteur  dépend  de  la  grandeur  du  rayon  terrestre. 
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Le  tonie  second  de  ia  Mécanique  céleste  contient,  sur  cette  matière 
des  développements  importants  que  ne  comporte  pas  cet  ouvrage. 


Mouvement  du  pendule  dans  un  milieu  résistant. 


305.  Puisqu’un  corps  plongé  dans  un  fluide  perd  une  partie  de  son 
poids  égale  au  poids  du  volume  du  fluide  qu’il  déplace,  il  est  clair  que 
le  pendule  qui  oscille  dans  l’air  fait  moins  de  vibrations  que  s’il  était 
mis  en  mouvement  dans  le  vide,  toutes  choses  égales  d’ailleurs.  Si 
donc  un  pendule  battait  successivement  la  seconde  dans  différents  mi¬ 
lieux,  sa  longueur  augmenterait  à  mesure  que  la  densité  des  milieux 
diminuerait,  par  la  raison  que  cette  diminution  de  densité  produirait 
une  augmentation  dans  la  pesanteur  du  pendule.  Un  autre  fait  digne 
de  remarque,  c’est  que,  quelle  que  soit  la  résistance  du  milieu ,  les 
oscillations  du  pendule  se  font  toujours  dans  le  même  temps  :  cette  ré¬ 
sistance  dimininue  seulement  l’amplitude  de  l’oscillation  et  finit  par 
l'anéantir.  Bouguer  est  le  premier  qui  ait  énoncé  ce  théorème,  dans  son 
excellent  ouvrage  sur  la  Figure  de  la  Terre,  page  34 r.  Borda  s’était 
proposé  d’en  donner  une  démonstration;  mais,  son  Mémoire  sur  la 
Théorie  du  pendule  n  ayant  pas  été  publié,  Poisson  a  repris  le  même 
sujet,  et  l’a  traité  de  manière  à  ne  laisser  rien  à  désirer.  Voici  sa  dé¬ 
monstration,  à  quelques  observations  et  développements  de  calculs 
près. 

Soit  g,  (Jig.  3g)  la  gravité  relative  au  milieu  où  se  font  les  oscilla¬ 
tions,  et,  comme  précédemment,  AP =x,  AM=j,  AB=K,  CM=CA=« . 
prenons  pour  unité  la  masse  du  pendule  réunie  à  son  centre  d'os¬ 
cillation  ;  g,  £  sera  la  gravité  décomposée  suivant  1a  tangente  à  la 
courbe. 

Supposons  la  résistance  du  milieu  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse,  comme  on  le  fait  le  plus  généralement,  et  représentonr-la  par 

111  dF1  m  lin  coe^cient  constant  donné  par  l’expérience,  et  qui 
dépend  delà  densité  du  milieu  et  de  la  figure  du  corps  oscillant.  L’é¬ 
quation  du  mouvement  du  centre  d’oscillation  sera,  pendant  la  pre- 
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mière  demi-oscillation , 


(O 


d's  dx  dsi 


dx 


en  observant  que  la  composante  g<  de  la  gravité  tend  à  diminuer 

l  are  s  tandis  que  la  résistance  du  milieu  tend  à  l’augmenter,  puis¬ 
qu’elle  s’exerce  toujours  en  sens  contraire  du  mouvement ,  qui  se  fait 
ici  de  M  vers  A.  On  a  en  outre 


et  par  conséquent 


x  =  a  ^  i  —  cos  ^  ; 


En  négligeant  d’abord  les  puissances  de  s  et  de  -  supérieures  à  la  pre¬ 
mière,  l’équation  (1)  devient 


d's  _  S'  ç. 
1?  ~  « ' 


et  intégrant  par  la  méthode  du  n°  3o5  ( Calcul  intégral  élémentaire  de 
M.  Lacroix,  5e  édition),  on  a 


en  mettant  le  signe  —  devant  le  radical,  parce  que,  t  augmentant, 
,ç  diminue.  Les  constantes  arbitraires  se  déterminent  par  la  condition 

qu’on  ait  en  même  temps  t  =  o,  j=R,  —  =  o;K  étant  l’amplitude 

de  la  première  demi-oscillation  supposée  très-petite,  et  —  =  o  la  vitesse 

r  dt 

au  point  de  départ.  On  trouvera  d’abord 

§  =  o=V/c-Çk%  d’où  C  =  &K>; 


et  par  conséquent 


C-rf 


—  ds 


— -LC'. 
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D’ailleurs,  à  cause  de 


r  — dS 

J  i/KLZ>~ 


=  — :  arc  cos 


t  =  — î— .  arc  (cos  = 

vî  '  ; 


On  détermine  ensuite  la  constante  C',  en  faisant  dans  cette  dernière 
équation  t  =  o ,  s  =  K ,  et  alors  onaC'=o;  donc 


donc  enfin 


t=^gbrc  (co,=î)]« 

s  =  K  cos.,^. 


Pour  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  s ,  soit 
^  •=  K  cos.  t  y/È  -i-  J'  ; 

en  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i),  puis  négligeant  les 
puissances  de  R  supérieures  à  la  seconde,  ainsi  que  les  produits 

u  e^s' 

^  ~dt>  on  aura»  Pour  déterminer  la  correction  s ',  l’équation 


Cette  équation,  qu’il  s’agit  d’intégrer,  ayant  la  forme  de  celle-ci  : 


ê  +  A'/  =  R’ 


de  laquelle  on  tire 

X-p cos.  A*  +  q  sin .  Kx  + 


5: 
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(' Calcul  intégr.  élem.  de  M.  Lacroix,  n°  3i6),  on  trouvera,  avec  un 
peu  d’attention ,  et  en  faisant 


que  l’intégrale  cherchée  est 


,  .  K *m  ,  ,  ,  ■ 

s'  =  p  cos  u  -h  q  sin  u  -h  —  (i  -+-  |cos .  211). 

Les  constantes  p  et  q  se  déterminent  de  manière  qu’on  ait  à  la  fois 

/  *'  i 

t  —  o,  s  — o,  —  —  o;  or,  dans  ce  cas,  on  a  u  —  o,  et  l’équation 
précédente  donne 

KJ/w  4  * 

p  =  -  —  -r' 

ensuite,  si  on  la  différentie  par  rapport  et  m,  pour  obtenir  le 

ds'  ds' 

rapport—,  ou  —  =  o,  on  trouvera,  apres  avoir  fait  u  —  o,  que  la 
constante  q  est  nulle.  On  a  donc 


Ainsi ,  en  supposant  K.  assez  petit  pour  qu’on  en  puisse  négliger  la 
troisième  puissance ,  cette  formule  représentera  la  valeur  de  s  pendant 
toute  la  durée  de  la  première  demi-oscillation. 

Si  l’on  désigne  par  T  le  temps  de  cette  demi-oscillation,  on  aura, 
pour  le  déterminer,  l’équation  s  =  o,  ou 

cos.Ty/f +  ^(i-icos.Ty/|  +  icos.aTy/f)  =  o; 


en  négligeant  le  terme  multiplié  par  R  ,  on  tirerait  de  cette  équation, 
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T  y/^  =  n  étant  la  demi-circonférence  pour  le  rayon  =  i;  faisant 

donc  T  -h  et  négligeant  les  puissances  de  t'  supérieures  à  la 

première,  on  aura 

cos  .  T  \/-  =  cos  -  —  t'  sin-  =  —  t', 

V  a  i  2 

cos .  a  T  y/£  =  cos  n  —  t  '  sin  n  =  —  i  ; 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  et  négligeant  le 
produit  /'R,  on  obtiendra  t'  =  partant 


K m 
~3~ 


ainsi  le  temps  de  la  première  demi-oscillation  est  augmenté  par  l’effet 
de  la  résistance  du  milieu. 

Pour  avoir  la  vitesse  au  point  le  plus  bas,  différentions  la  valeur 
trouvée  pour  s ,  et  substituons  dans  ^  la  valeur  de  T  ;  nous  aurons, 
en  appelant  V  cette  vitesse  et  en  rejetant  les  puissances  de  R  supé¬ 


rieures  à  la  seconde  ,  V  =  —  R 


ou  bien, 


en  faisant 


abstraction  du  signe  qui  indique  seulement  le  sens  du  mouvement. 


v=k(i  --3~)\/§; 

il  suit  de  là  que  la  vitesse  acquise  au  point  le  plus  bas  est  diminuée  par 
la  résistance  du  milieu. 

Déterminons  maintenant  le  temps  de  la  seconde  demi-oscillation. 
A  est  alors  le  point  de  départ  où  la  vitesse  est  égale  à  celle  acquise 
pendant  la  première  demi-oscillation.  ^ 

Faisant  ici  AP'  =  x  ,  AM'  =  s  ,  CM'  =  CA  =  a ,  l’équation  du 
mouvement  pendant  la  seconde  demi-oscillation  sera 


4«4 
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parce  que ,  dans  cette  circonstance ,  la  composante  gt  ^  de  la  pesan¬ 
teur  et  la  résistance  du  milieu  sont  deux  forces  tendantes  à  diminuer 
l’arc  s,  compté  du  point  A  le  plus  bas,  qui  est  maintenant  le  point  de 
départ.  En  faisant  deux  approximations  successives,  comme  dans  le 
calcul  précédent ,  on  a  d’abord 


et  en  intégrant , 


les  deux  constantes  arbitraires  étant  déterminées  par  la  condition  qu’au 
point  de  départ  A  on  ait 

ds  v(  2/wK\  .  Igi 

*=o,  ,=o,  s  = 

Ensuite,  en  posant  s  =  K^i—  sin.f  y/^~+  on  trouve 
*'  =  ---r  (i  -îcos.^y/|-|cos.2i 

donc,  en  ne  conservant  que  les  première  et  seconde  puissances 
de  K, 

f=K(i-^)sin.*y/f-^(i-îcos.<y/t'  _iC0S .aty/&). 

Telle  est  la  formule  qui  représente  par  approximation  la  valeur  de  s 
pendant  la  durée  de  la  seconde  demi-oscillation. 

Le  mobile  s’élevant  jusqu’à  ce  qu’on  ait  j  =  o,  si  l’on  désigne 
par  T'  le  temps  de  la  seconde  demi-oscillation,  on  aura,  pour  le  dé¬ 
terminer,  l’équation  ~  =  o ,  ou 

(.-^)  cos.T'V^  -  £  (sinT'  V7  +  s‘"-  ’T'\Æ)  = 
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Faisant  T'  y/^'  =  ^  -f-  t’,  et  omettant  les  puissances  de  t'  supérieures 
à  la  première,  ainsi  que  le  produit  £'R,  il  vient  t!  et  de  là 


Donc  le  temps  de  la  demi-oscillation  ascendante  est  diminué,  par  l'effet 
de  la  résistance  du  milieu,  de  la  même  quantité  que  celui  de  l’oscilla¬ 
tion  descendante  est  augmenté.  D’où  il  résulte  ce  théorème,  que  le 
temps  de  l'oscillation  entière  est  le  même  que  si  le  mouvement  avait 
lieu  dans  le  vide. 

Pour  déterminer  l’amplitude  R'  de  la  seconde  demi-oscillation ,  il 
faudra  faire  t  —  T'  dans  la  valeur  de  s  relative  à  cette  demi-oscilla¬ 
tion  ;  alors,  en  ne  conservant  que  les  deux  premières  puissances  de  K  . 
on  trouvera 

R'  =  K  - 


De  même,  si  K",  K",  etc.,  représentent  les  amplitudes  de  la  troisième, 
quatrième,  etc N  demi-oscillation ,  on  aura 


R"  =  R'.  Rw  =  R" 


\m  K"1 

F"’ 


R*’=R",  etc.; 


ce  qui  fait  voir  que  ces  amplitudes  diminuent  successivement  et  avec 
d’autant  plus  de  rapidité,  que  le  coefficient  m  de  la  résistance  est  plus 
grand. 

Bouguer  a  remarqué  le  premier  que  les  amplitudes  des  arcs  décrits 
par  un  pendule  oscillant  dans  l’air  décroissent  à  très-peu  près  en  pro¬ 
gression  géométrique,  quand  le  nombre  des  oscillations  croît  en  pro¬ 
gression  arithmétique.  Cette  propriété  se  déduit  aisément  de  la  théorie 
précédente ,  car  on  a  d’abord 


R' 

=  R  (. 

4wK\ 

3  )’ 

R" 

=  K', 

R'" 

=  K”(. 

-*?)('■ 

4'wK/\ 

3  F 

R.v 

=  K*, 

Rv 

=  R"  (i 

-m( 

-?-)■ 
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Mais  lorsque  le  pendule  est  composé  d’un  fil  extrêmement  fin  et  que 
la  boule  qui  y  est  suspendue  est  très-pesante,  le  terme  dû  à  la  ré¬ 
sistance  de  l’air,  est  très-petit,  et  les  amplitudes  décroissent  avec  beau¬ 
coup  de  lenteur;  on  peut  donc  supposer,  dans  les  valeurs  précédentes, 
que  ce  terme  est  constant  pendant  un  court  intervalle  de  temps.  Alors, 

si  l’on  désigne  par  q  le  facteur  i  —  >  on  aura  sensiblement 

K'=çK,  K"  =  K', 

K"  =72K,  KIV  =  K", 

Kv  =  v3K,  Rv‘  =  Kv , 


ce  qui  vient  à  l’appui  de  la  remarque  ci-dessus. 

Poisson  considère  en  outre  le  cas  où  la  fonction  qui  exprime  la  ré¬ 
sistance  renfermerait  un  terme  proportionnel  à  la  simple  vitesse  et  re¬ 
présenté  par  rijt.  «  Il  est,  dit  ce  savant  géomètre,  facile  de  s’assurer 
»  que  le  temps  de  l’oscillation  entière  resterait  encore  le  même  que 
»  dans  le  vide ,  pourvu  toutefois  que  la  résistance  du  milieu  fût  une 
»  force  très  petite  par  rapport  au  poids  de  la  lentille ,  et  que  l’on  né- 
»  gligeàt,  dans  le  calcul ,  le  carré  de  n  et  le  produit  de  n  et  de  rn.  En 
»  effet,  l’équation  du  mouvement  serait  alors 

d2s  ■  dx  ds  ,  •  ds- 

dP  =  -ë'*-nd'±mdT” 


»  en  prenant  le  signe  h-  pour  la  première  demi-oscillation ,  et  le  signe 
»  —  pour  la  seconde ,  et  en  observant  que  le  terme  —  n  ~  change 

»  de  signe  de  lui- meme,  à  cause  du  facteur  —  ,  en  passant  d’une  démi¬ 
na 

»  oscillation  à  l’autre.  Or,  si  l’on  fait  ^  =  ste  2  ,  que  l’on  mette  à  la 
»  place  de  ^  sa  valeur  approchée-,  et  qu’après  les  substitutions  faites 
»  on  supprime  les  termes  multipliés  par  n 2  ou  par  nm,  l’équation  pré- 
»  cédente  deviendra 


nt 


-  s{e 


: h  me~nt 


ds] 

~dF' 
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nf  nt 

»  Divisant  tous  les  termes  par  e  T,  et  remplaçant  le  facteur  me~ T 
par  m,  ce  qui  est  permis,  puisque  le  temps  t  ne  saurait  devenir  tres- 
»  grand  pendant  la  durée  d’une  seule  demi-oscillation,  on  aura 


d*s, 

IfF 


±.  ni 


ds  * 

~dF ’ 


«  équation  d’où  l’on  tirera  sans  peine  les  mêmes  conséquences  que 
»  ci-dessus,  relativement  à  la  durée  de  chacune  des  deux  demi-oscil- 
»  lations. 

Quelle  que  soit  la  lot  delà  résistance,  la  supposition  que  cette 
»  résistance  est  une  force  très-petite  relativement  au  poids  de  la  len- 
»  tille  est  conforme  à  ce  qui  a  lieu  dans  la  pratique,  où  la  densité  du 
”  milieu  est  très-petite,  et  où  l’on  a  soin  de  prendre,  pour  former  la 
«  lentille,  une  matière  très-dense;  mais  on  doit  observer  que  cette 
»  supposition  n’est  plus  nécessaire  quand  la  résistance  est  proportion- 
»  nelle  au  carré  de  la  vitesse;  en  sorte  qu’ alors  cette  résistance  peut 
»  être  une  force  comparable  au  poids  de  la  lentille.  Il  suffit,  dans  ce 
»  cas,  que  l’amplitude  de  l’oscillation  soit  très-petite,  pour  que  le 
»  temps  de  cette  oscillation  ne  soit  point  altéré  par  la  résistance;  car 
”  dans  le  calcul  que  nous  venons  de  faire,  l’approximation  n’a  point 
»  eu  lieu  par  rapport  au  coefficient  rn ,  mais  bien  par  rapport  aux  puis- 
»  sances  de  R.  » 

Comme  il  importe,  dans  la  pratique,  de  connaître  la  valeur  de  gt , 
soient  M  la  masse  du  corps  oscillant,  g  sa  pesanteur  dans  le  vide,  pt  son 
poids  dans  le  milieu  où  se  fait  l’expérience,  p  son  poids  dans  le  vide* 
on  aura 

P  — g M,  />,  =g,M;  donc  g,  =  £i; 


c’est  cette  dernière  valeur  qu’il  faudrait  substituer  dans  toutes  les  for- 
mules  précédentes.  — 


396.  Jusqu  à  présent,  le  fil  à  l’extrémité  duquel  est  suspendue  la 
masse  oscillante  a  été  supposé  inextensible;  et,  en  effet,  cette  hypo¬ 
thèse  peut  être  admise  dans  la  pratique  sans  qu’il  en  résulte  aucune 


II. 


53 


418  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

erreur  sensible ,  surtout  lorsque  le  pendule  n’est  mis  en  mouvement 
que  quelque  temps  après  avoir  été  suspendu.  Cependant ,  comme,  dans 
les  expériences  délicates,  on  ne  doit  faire  abstraction  d’aucune  des  cir¬ 
constances  physiques  qui  sont  de  nature  à  influer  sur  les  résultats  ou 
les  conséquences  qu’on  en  veut  déduire,  Poisson,  après  avoir  consi¬ 
déré  le  cas  où  le  pendule  oscille  dans  un  milieu  résistant,  a  examiné 
celui  de  l’extensibilité  et  de  l’élasticité  du  fil,  et  son  éléganfe  analyse 
Ta  conduit  au  résultat  même  que  Borda  a  énoncé  dans  son  Mémoire 
sur  les  expériences  du  pendule ,  savoir  :  que  la  correction  de  la  gran¬ 
deur  des  arcs  décrits  par  son  pendule  serait  à  peine  la  centième  partie 
de  la  correction  des  amplitudes;  d’où  il  suit  qu’il  suffit  d’avoir  égard 
à  cette  dernière.  [Base  du  Système  métrique ,  tome  III,  page  354,  «*t 
xvc  cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique ,  page  345.) 

Correction  des  amplitudes  décrites  par  un  pendule  composé. 

597.  Nous  avons  démontré,  à  l’art.  594,  que  si  2T  est  la  durée  d’une 
oscillation  observée ,  2 9  l’amplitude  correspondante,  et  que  2t  soit  la 
durée  d’une  oscillation  infiniment  petite,  on  a 


Soient  N'  le  nombre  d’oscillations  faites  par  le  pendule  dans  Tare  26  pen¬ 
dant  un  temps  quelconque  T',  et  N  le  nombre  d’oscillations  infiniment 
petites  qu’il  aurait  faites  dans  le  même  temps  ;  la  durée  d’une  de  ces 

T' 

oscillations  sera  dans  le  premier  cas  ^7  =  T ,  et  dans  le  second  cas 
—  =  en  sorte  que  la  formule  précédente  se  changera  en  celle-ci 

N  =  N'(I  +  ^). 

Si  la  durée  totale  de  l’expérience  était  très-courte,  on  pourrait, 
dans  cette  formule,  mettre,  au  lieu  de  l’amplitude  0,  Tare  moyen 

c’est-a-dire  la  demi  somme  des  amplitudes  de  l’arc  décrit  au  com- 
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men cernent  et  a  la  fin  des  observations;  mais  il  est  beaucoup  plus  exact 
de  faire  usage  d  une  formule  que  Borda  a  donnée  à  cet  effet,  et  dont 
voici  la  démonstration. 

20  étant  l’arc  dans  lequel  le  pendule  oscille  à  l’origine  du  mouve¬ 
ment,  0  sera  l’angle  qu’il  décrit  de  part  et  d’autre  de  la  verticale,  abs¬ 
traction  faite  du  très-petit  terme  dépendant  de  la  résistance  de  l’air 
(art.  395).  Pendant  le  temps  qu’il  emploie  à  décrire  cet  arc  entier,  il 

ferait  un  peu  plus  d’une  oscillation  infiniment  petite;  il  en  ferait 
sin 2  9  . 

'  +  ~Ï6~  (art-  31,4  )■  Si  donc  le  pendule  continue  d’osciller  dans  l’air, 
l’arc  fl  diminuera  continuellement  et  deviendra  5,,  fl„,  6„,  et  les 

nombres  correspondants  d’oscillations  infiniment  petites  seront 

sin2  8,  sin2  0 ,  sin2  03  sin2  Bn 

,  +  -i6->  '+-ÜT<  '  +  -ÜT-.., 

ainsi ,  après  un  nombre  N’  =  n  d’oscillations  finies  écoulées  depuis 

I  époque  où  1  écart  du  pendule  était  S ,  le  nombre  des  oscillations  infi- 
minent  petites  correspondantes  sera  représenté  par 

16  i6  ^  ,6  '  . 

II  faut’  pour  sommer  cette  série,  connaître  la  loi  de  décroissement  des 

arcs  0,,  02,  03,....  Or  on  sait,  par  la  théorie  et  l’expérience,  que  ces 
arcs  décroissent  sensiblement  en  progression  par  quotients ,  quand  le 
nombre  d  oscillations  croît  en  progressions  par  différences;  et  comme 
ils  sont  fort  petits,  meme  à  l’origine  du  mouvement,  on  a,  à  très-peu 
près  (art.  395),  r 

sin  0„  =  qn  sin  0  , 


q  étant  un  coefficient  constant  pour  le  même  pendule. 

Cela  posé,  si  l’on  appelle  S  la  somme  des  termes  delà  série  précé¬ 
dente,  non  compris  le  premier,  on  aura,  sans  erreur  sensible, 


et  par  conséquent,  d’après  la  propriété  des  progressions  géométriques, 


S 


sin2  0 , 
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ou  bien  ,  en  exprimant  S  en  fonction  du  premier  terme  sin2  9 ,  du  der¬ 
nier  sin20„  et  du  nombre  n  des  termes, 


L\sm2  en/  J 


Il  résulte  de  la  très-grande  densité  de  la  boule  métallique  ou  de  la 
lentille,  que  le  pendule  oscille  fort  longtemps ,  et  que  par  conséquent 
les  amplitudes  9  et  9n,  pendant  la  durée  d’une  expérience,  diffèrent  peu 
l’une  de  l’autre.  Or,  on  a  en  général ,  dans  le  système  des  logarithmes 
ordinaires , 


\sina  S./  n  8  sin’  S„ 


— —  loe’  ilHll 

I  9!«2  “  cm2 


k  étant  le  module  2,3o258...  :  ainsi,  à  fort  peu  près, 


et  par  suite 


/  sin2  9  \  n  Æ  ,  sin20 

\sin2  0„/  —  1  _l""  n  sin2  9 J 


«(sin29 — sin20„) 

a ,  i  sin3  9 

TT 


La  somme  N  des  oscillations  infiniment  petites ,  correspondantes  à  n 
ou  N'  oscillations  finies  du  pendule  observé ,  sera  donc 


et  deviendra  évidemment 


N  =  n  |Y 


L  i6x,o^J 

nent 

sin(9-+-9„)sin(0  — 0„)~|  _  xr/  V.  .  si 

^srr  L 


sin  (ô  -f-  sin  (0 —  Qn) 

i  L\  sin 0 

3?.*  loc  -t — r~ 

*  sin  0,, 


telle  est  la  formule  qu’il  fallait  démontrer. 
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Propriété  du  centre  d’oscillation. 

598  11  reste  encore  un  point  important  à  examiner  pour  compléter 
la  théorie  du  pendule  composé  oscillant  dans  l’air;  c’est  de  savoir  si 
la  position  du  centre  d’oscillation  est  effectivement  indépendante  de 
la  résistance  du  milieu,  ainsi  qu’on  l’a  implicitement  supposé  à  l’art.  595. 
lorsqu  on  a  eu  en  vue  la  détermination  de  ce  centre. 

Pour  résoudre  cette  question  de  Mécanique,  il  faut  remarquer  que 
la  vitesse  d’un  corps  qui  se  meut  dans  un  fluide  quelconque  étant 
sans  cesse  diminuée  par  la  résistance  de  ce  fluide,  cette  résistance 
exerce  nécessairement  son  action  dans  le  sens  directement  opposé  au 
mouvement  du  corps,  et  peut  ctre  considérée  comme  la  résultante  de 
toutes  les  résistances  partielles  dues  aux  molécules  fluides  situées  dans 
la  direction  du  mouvement  des  points  de  la  surface  choquée.  Ainsi, 
toutes  les  molécules  du  corps  sont  bien  animées  de  la  force  accéléra¬ 
trice  de  la  pesanteur;  mais  sa  surface  antérieure  est  la  seule  qui  reçoive 
le  choc  du  milieu.  Or,  en  vertu  de  la  liaison  du  système  ces  forces 
appliquées  ne  produisent  pas  tout  leur  effet;  et ,  d’après  le  principe  de 
d’Alembert,  si  l’on  calcule  les  forces  qui  ont  lieu  réellement,  il  doit  x 
avoir  équilibre  entre  celles-ci,  prises  en  sens  contraire,  et  les  forces 
appliquées.  De  plus ,  à  cause  du  point  fixe  de  suspension ,  les  condi¬ 
tions  d’équilibre  se  réduisent  à  une  seule ,  savoir,  que  la  somme  des 
moments  des  forces  en  équilibre,  pris  par  rapport  à  ce  point,  soit  égale 
à  zéro. 

Cela  posé,  la  force  appliquée  à  une  molécule  dm  quelconque  du 
corps  est  g,dm ,  et  son  moment  est  pgtdrn  ;  p  étant  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  fixe  sur  la  verticale  passant  par  cetle  molécule,  et  ", 
la  gravité  relative  au  milieu  dans  lequel  le  corps  oscille.  La  force  ap¬ 
pliquée  à  un  élément  dm  de  la  surface  choquée,  et  agissant  dans  le 

sens  du  mouvement  de  cet  élément,  sera  représentée  par  dm.  et 

son  moment  le  sera  par.Nr3  ^dm-,  r  étant  la  distance  au  point  fixe,  et 

la  résistance  du  milieu  étant  supposée  proportionnelle  au  carré  de  la 
vitesse  de  l’élément  de  la  surface.  En  effet,  la  vitesse  angulaire  du  corps 
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est  ,  et* la  vitesse  absolue  de  l’élément  dzs  est  r~.  Maintenant,  pitisque 

les  moments  provenant  de  la  résistance  du  milieu  sont,  pendant  la 
durée  de  la  demi-oscillation  descendante,  de  signe  contraire  à  ceux 
de  la  pesanteur,  et  que  tous  ces  moments  sont  de  même  signe  pendant 
la  durée  de  la  demi-oscillation  ascendante,  la  somme  des  moments  des 
forces  appliquées  sera  en  général 

jpg, dm  +jNr3^<fc, 

la  première  intégrale  étant  prise  dans  l’étendue  du  corps,  et  la  se¬ 
conde  intégrale  dans  l’étendue  de  la  surface  choquée  seulement.  D’ail¬ 
leurs  la  somme  des  moments  des  forces  qui  ont  effectivement  lieu ,  et 
qui  agissent  dans  le  sens  des  tangentes  aux  cerclés  verticaux  qu’elles 
font  décrire ,  est 


l’intégrale  étant  prise  dans  toute  l’étendue  du  corps.  On  a  donc,  pour 
l’équation  d’équilibre  entre  les  forces  appliquées  et  ces  dernières  prises 
en  sens  contraire , 

fpg^m  +  jNr3^cfar  —  j'r*‘^dm  =  o; 

en  prenant  le  signe  supérieur  lorsque  le  corps  descend,  et  le  signe  in¬ 
férieur  lorsqu’il  monte. 

Mais  ,  par  la  théorie  du  centre  de  gravité,  on  a 
fpgidm  =  gifpdm  =  g{  PM, 

P  étant  la  valeur  de p  relative  à  ce  centre,  etM  la  masse  du  corps  ;  donc, 
à  cause  de  P  =  R  sin0,  l’équation  précédente  devient 

.  „  T  d'O  -  ,  . 

(i)  Rg^Msmflip-^iN,  —  -pfr7dmz=o, 

en  désignant  d’ailleurs,  pour  abréger,  par  N,  l’intégrale /NrVfcssN/Héfo. 
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Quant  au  moment  d’inertie  / r*dm ,  il  est  égal  à  M  (R2  +  Æ2).  ( Voyez  la 
Mécanique  de  M.  Fraucœur,  ou  celle  de  Poisson,  n°  594.) 

Tl  résulte  de  là  que  l’équation  du  mouvement  d'un  pendule  simple 
d’une  longueur  X,  qui  oscillerait  dans  le  même  lieu  et  en  vertu  de  la 
même  force  accélératrice  g, ,  serait 

Xg,M'  sin  9  +  ~ .  n  —  ^ .  X2M'  =  o; 

(k  étant  =  o,  puisque  dans  ce  pendule  le  centre  de  gravité  et  celui 
d’oscillation  se  confondent).  Ainsi,  pour  faire  coïncider  ces  deux  mou¬ 
vements,  il  suffit  d  établir  les  deux  équations  de  condition  suivantes  : 

_  Rff.M  N,  _  N 
X2M'  Jr7dm  ’  fr'dm  X’M'" 

La  première  équation  ,  ou  X  =  - ■■  ,  déterminant  la  lon¬ 

gueur  du  pendule  simple  dont  les  oscillations  seraient  synchrones 
à  celles  du  pendule  composé  M,  il  s’ensuit  que  cette  longueur,  c’est- 
à-dire  la  distance  du  centre  d’oscillation  au  point  de  suspension ,  est 
indépendante  de  la  résistance  du  milieu.  Quant  à  la  seconde  équation 

M(R»'+X-») =  >  e^e  fournit  la  valeur  de  n  en  fonction  de  N,  ;  et  comme 

la  masse  M'  du  pendule  simple  reste  indéterminée,  on  a,  en  la  faisant 
égale  à  M , 

x  =  R’  dou  "  =  ir 

♦ 

Pour  une  même  oscillation,  la  valeur  de  n  sera  constante;  mais 
d’une  oscillation  à  la  suivante  cette  valeur  changera ,  si  les  deux  por¬ 
tions  de  surface  choquées  alternativement  ne  sont  pas  semblables;  ce 
qui  résulte  évidemment  de  ce  que  N,  est  une  intégrale  étendue  à  toute 
la  partie  de  surface  exposée  au  choc  du  fluide. 

Si ,  pour  plus  de  généralité,  nous  eussions  supposé  la  résistance  une 
fonction  de  la  vitesse,  représentée  par  Ny6-h NVe N,  N'étant 
des  coefficients  constants,  et  ê,  ê',...  des  exposants  positifs  quelconques, 
cette  nouvelle  hypothèse  n’aurait  modifié  en  rien  les  conséquences  pré¬ 
cédentes,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  convaincre. 
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On  trouve  clans  les  OEuvres  de  Jean  Bernoulli,  tome  IV,  page  38a., 
une  solution  analytique  de  cette  question;  mais  Clairaut  est  le  pre¬ 
mier  qui,  au  moyen  du  principe  de  la  conservation  des  forces  vives, 
ait  découvert  les  propriétés  ci-dessus  ( Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences,  .année  1738). 

»* 

Expose'  des  expériences  et  des  réductions  à  faire  pour  déterminer  la 
longueur  du  pendule  à  secondes. 

599.  Après  avoir  donné  tout  ce  qu’il  importe  le  plus  de  connaître 
sur  la  théorie  du  pendule,  il  convient  d'expliquer  la  manière  de  dé¬ 
terminer  par  expérience  la  longueur  de  cet  instrument ,  lorsqu’on 
veut  l’assujettir  à  faire  ses  oscillations  dans  l’unité  de  temps,  et  en  dé¬ 
duire  la  loi  de  la  variation  de  la  pesanteur  en  différents  points  de  la 
surface  du  globe  terrestre. 

Le  pendule  d’expérience  dont  Bouguer  fit  usage  en  Amérique  était 
un  petit  poids  de  cuivre,  formé  de  deux  cônes  tronqués  opposés  base 
à  base  et  suspendu  à  l’extrémité  inférieure  d’un  fil  de  pitte  très-mince, 
de  r  mètre  environ  de  longueur  (*)  !  ce  fil  était  saisi  par  une  pince  à 
son  extrémité  supérieure,  mais  de  manière  cependant  qu’il  y  conser¬ 
vait  toute  sa  souplésse.  Maupertuis  et  les  autres  académiciens  français 
qui  mesurèrent  les  premiers  un  arc  de  méridien  au  cercle  polaire, 
firent  aussi  de  semblables  expériences  à  Pello;  mais  ils  se  servirent  de 
petits  globes  de  différents  métaux,  traversés  chacun  par  une  verge  de 
cuivre,  qu’ils  adaptaient  ensuite  à  leur  horloge.  Vers  la  fin  du  siècle 
dernier,  les  expériences  du  pendule  furent  répétées  à  Paris  avec  une 
précision  jusqu’alors  inconnue,  et  par  des  procédés  en  partie  nou¬ 
veaux,  imaginés  par  Borda,  l’un  des  membres  de  la  Commission  des 
poids  et  mesures.  L’appareil  de  ce  savant  géomètre  est  des  plus  in¬ 
génieux  et  des  plus  simples  :  il  consiste  en  une  boule  de  platine  du 


(*)  La  pitte,  ou  espèce  d’aloës,  est  une  plante  très- commune  en  Amérique,  et  dont 
les  fibres  ont  beaucoup  de  force  et  de  flexibilité.  Bouguer  s’était  assuré,  en  formant  des 
hygromètres  avec  ces  fibres,  qu’elles  se  ressentent  très-peu  de  l’humidité  de  l’air,  et 
par  conséquent  qu’elles  conservent  assez  exactement  leur  longueur,  quel  que  soit  l’état 
de  l’atmosphère. 
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poids  de  520  grammes  environ,  qu’on  fait  osciller  à  l'extrémité  infé¬ 
rieure  d  un  fil  métallique  de  4  mètres  de  longueur,  attaché  à  une  sus¬ 
pension  à  couteau  posant  sur  des  plans  d’une  matière  très-dure.  Quel 
que  soif  l’appareil  qu’on  emploie  à  cet  effet,  la  longueur  du  pendule 
est,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  la  distance  du  point  de  suspension 
au  centre  d’oscillation,  centre  qu’il  ne  faut  pas  confondre  avec  le 
centre  de  gravité  du  système. 

Afin  de  pouvoir  bien  comprendre  toutes  les  réductions  que  néces¬ 
sitent  ies  expériences  du  pendule  composé,  faites  avec  l’appareil  de 
Borda,  nous  observerons  que  cet  appareil  se  compose  de  trois  parties 
distinctes,  qui  sont  le  couteau,  le  fil  et  la  boule.  Le  couteau,  dont  le 
tranchant  pose  sur  un  plan  parfaitement  horizontal ,  est  traversée.,  son 
milieu  par  une  petite  verge  au  bas  de  laquelle  on  attache,  au  moyen 
d  une  vis  de  pression,  l’extrémité  supérieure  du  fil.  La  boule  est  mise 
en  contact  avec  la  partie  concave  d’une  petite  calotte  de  cuivre  avant 
même  rayon  que  cette  boule,  et  ces  deux  pièces  adhèrent  l’une  à 
1  autre,  tant  par  la  pression  de  l’atmosphère  que  par  un  léger  enduit 
de  suif.  l)e  cette  manière,  on  a  la  faculté  de  suspendre  la  boule  suc¬ 
cessivement  par  différents  points  de  sa  surface.  Enfin,  la  calotte  et  la 
boule  tiennent  à  1  extrémité  inférieure  du  fil  fixé  au  bouton  de  la  ca¬ 
lotte  au  moyen  d’une  vis  de  pression  (voyez  le  tome  III  de  la  Base 
du  Système  métrique  décimal). 

Le  fil  métallique  doit  être  d’égale  épaisseur  dans  toute  sa  longueur, 
parfaitement  homogène  et  aussi  mince  que  possible,  afin  qu’en  pré¬ 
sentant  moins  de  surface  à  l’air,  il  puisse  osciller  plus  librement.  Borda 
avait  adopté  un  fil  de  fer;  mais  M.  Biot  préfère  un  fil  de  cuivre,  qui 
n  est  pas,  comme  l’autre,  susceptible  d’être  soumis  à  l’action  du  ma¬ 
gnétisme  terrestre,  et  qui  ne  fait  pas  craindre  par  conséquent  qu’une 
nouvelle  force  s’ajoute  à  la  gravité  qu’on  veut  observer. 

400.  Avant  de  mettre  définitivement  le  pendule  en  mouvement, 
lorsqu’il  est  suspendu  à  une  muraille  tres-solide,  on  fait  en  sorte  que 
les  oscillations  du  couteau  pris  séparément  aient  la  même  durée  que 
celle  de  1  appareil  entier.  Le  petit  poids  attaché  à  l’extrémité  supé¬ 
rieure  de  la  verge  du  couteau,  et  qu’on  peut  faire  glisser  à  volonté, 
en  procure  le  moyen.  Alors,  le  couteau  ayant  son  centre  de  gra- 
11  54 
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vité  extrêmement  près  de  l’axe  de  rotation,  il  est  permis  d’en  faire 
abstraction. 

Après  avoir  placé  une  horloge  derrière  le  pendule  mis  en  mouve¬ 
ment  ,  et  renfermé  le  tout  dans  une  cage  vitrée ,  pour  le  mettre  à  l’abri 
des  mouvements  de  l’air,  on  compare  les  oscillations  du  pendule  a 
celles  de  l’horloge,  dont  on  détermine  rigoureusement  la  marcl^  par 
les  retours  diurnes  de  plusieurs  étoiles  au  même  vertical .  c  est  à  quoi 
l’on  parvient,  avec  la  plus  grande  facilité,  en  rendant  parfaitement 
immobile  une  lunette  dirigée  sur  une  arête  verticale  de  quelque  édi¬ 
fice,  et  observant  pendant  plusieurs  jours  consécutifs  les  occultations 
des  étoiles  qui  passent  dans  le  champ  de  cette  lunette. 

Pour  éviter  l’ennui  de  compter  les  oscillations  une  à  une,  et  les 
erreurs  que  ce  moyen  pourrait  occasionner,  on  procède  ainsi  qu’il 
suit. 

Lorsque  le  pendule  et  l’horloge  sont  en  repos,  on  fixe  sur  la  len¬ 
tille  de  celle-ci  un  petit  cercle  de  papier  blanc,  pour  servir  désignai. 
Le  centre  de  ce  cercle  et  le  fil  du  pendule  déterminent  la  position 
d’un  plan  vertical  dans  lequel  on  place ,  à  une  distance  de  8  à  i  o  mètres 
de  l’appareil ,  une  lunette  terrestre,  qu’on  rend  ensuite  immobile  quand 
le  centre  du  signal  est  exactement  derrière  le  fil  du  pendule.  On  place 
aussi  quelquefois  entre  la  lunette  et  le  pendule  un  petit  écran  a  fond 
noir,  de  manière  que  le  bord  vertical  couvre  la  moitié  de  l’épaisseur 
du  fil  du  pendule;  cet  écran  est  destiné  à  éclipser  le  signal  au  mo¬ 
ment  où  il  passe  à  la  verticale.  Gela  fait,  on  met  le  pendule  et  l’horloge 
en  mouvement;  alors,  si  les  oscillations  sont  synchrones ,  et  que  le  fil 
et  le  signal  passent  en  même  temps  à  la  verticale,  ils  ne  se  sépareront 
jamais,& en  supposant  qu’ils  marchent  dans  le  même  sens;  mais,  comme 
ils  ont  toujours  des  vitesses  différentes,  ils  ne  tarderont  pas  à  se  sépa¬ 
rer.  Par  exemple,  le  pendule,  allant  plus  vite  que  l’horloge,  dépassera  le 
signal  de  plus  en  plus,  et  finira  par  terminer  son  oscillation  au  moment 
où  le  signal  passera  à  la  verticale  ou  se  cachera  derrière  l’écran,  et, 
dans  ce  cas,  il  aura  gagné  une  demi-oscillation  sur  l’horloge;  puis  il 
arrivera,  après  un  intervalle  presque  égal ,  que  le  fil  du  pendule  et  le  si- 
gnal  de  la  lentille  passeront  en  même  temps  à  la  verticale,  mais  en  allant 
dans  des  directions  opposées  :  pour  lors  le  pendule  aura  gagné  sur 
l’horloge  une  oscillation  entière.  Le  mouvement  continuant,  le  pen- 
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dule  finira  par  gagner  encore  une  oscillation,  à  l’instant  où  il  passera  à 
la  verticale ,  ou  s  éclipsera  derrière  l’écran  en  même  temps  que  le  si¬ 
gnal,  mais,  cette  fois,  en  marchant  dans  le  même  sens  que  lui.  La  dis¬ 
parition  simultanée  du  fil  et  du  signal  derrière  l’écran,  se  nomme 
coïncidence  ou  concours.  Ainsi,  selon  que  le  pendule  va  plus  vite  ou 
plus  lentement  que  l’horloge,  il  gagne  ou  perd  deux  oscillations  sur 
elle,  dans  l’intervalle  de  deux  coïncidences  consécutives. 

401.  Soit  N  le  nombre  des  oscillations  faites  par  l’horloge  entre 
deux  coïncidencés ,  ou  le  nombre  de  secondes  écoulées;  N  zh  2  sera 
le  nombre  des  oscillations  du  pendule  dans  le  même  temps,  en  sup¬ 
posant  que  l’horloge  et  le  pendule  soient  à  peu  près  d’accord ,  comme 
dans  les  courts  appareils;  et,  si  l’on  désigne  par  T  la  révolution  diurne, 
on  saura  combien  Je  pendule  d’expérience  fera  d’oscillations  dans  un 
jour,  en  faisant  cette  proportion 

N  :  N  ±.  2  ;  :  T  *  T'  =  —  p  +  —  . 

K  N  * 

le  terme  zL  ^  sera  d’autant  plus  petit  que  N  sera  plus  grand.  11  est 
vrai  qu’en  rendant  cet  intervalle  plus  considérable,  l’époque  de  la 
coïncidence  est  plus  difficile  à  saisir  :  toutefois  cet  inconvénient  est  ra¬ 
cheté  par  l’avantage  que  procure  la  petitesse  de  la  correction  ±l  — . 

N  * 

Dans  l’appareil  même  dont  Borda  a  fait  usage,  la  durée  de  l’os¬ 
cillation  du  pendule  était  de  a8,  et  la  lentille  de  l’horloge  faisait  par 
conséquent,  dans  l’intervalle  de  deux  coïncidences,  deux  fois  le  nom¬ 
bre  d’oscillations  du  pendule,  plus  deux.  Ainsi,  au  lieu  de  la  propor¬ 
tion  précédente ,  on  a  celle-ci  : 

T.p  T_T 

2  '■  *  2  N* 

Lorsqu  on  a  obtenu  plusieurs  valeurs  de  T',  par  le  moyen  de  plu¬ 
sieurs  coïncidences,  leur  somme,  divisée  par  leur  nombre,  est  le  ré¬ 
sultat  moyen  auquel  on  s’arrête  définitivement  pour  en  conclure  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  battrait  les  secondes  dans  le  lieu  des 
observations. 


54- 
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402.  Comme  il  importe  de  tenir  compte  de  l’amplitude  de  l’arc  dé¬ 
crit  par  le  pendule  aux  diverses  époques  de  l’expérience,  afin  de  pou¬ 
voir  réduire  les  oscillations  du  pendule  composé  au  cas  de  l’infiniment 
petit,  on  place  devant  le  pendule  une  petite  échelle  horizontale  divisée 
en  parties  égales,  et  dont  on  mesure  la  distance  à  l’axe  de  suspension. 
Les  écarts  du  pendule  de  part  et  d’autre  de  la  verticale  peuvent  ajprs  se 
mesurer  assez  exactement,  et  faire  connaître  l’amplitude  de  l’arc  à  un 
instant  donné. 

Cela  posé,  nommons  W'  le  nombre  d’oscillations  faites  par  le  pen¬ 
dule  dans  un  certain  temps,  et  N  le  nombre  d’oscillations  infiniment 
petites  qu’il  aurait  faites  dans  le  même  temps;  appelons  en  outre  0  et  6' 
les  amplitudes  décrites  au  commencement  et  à  la  fin  des  observations; 
on  aura  (art.  597) 

N=N>r.+,in(9+6-)sin.(9r9-)l; 

k  étant  le  module  2,3o2585o9- 

495.  Une  des  opérations  les  plus  délicates  est  de  mesurer  la  lon¬ 
gueur  du  pendule  d’expérience,  et  de  la  réduire  à  ce  qu’elle  était  aux 
époques  des  coïncidences.  On  conçoit  d’abord  que  l’on  a  du  observer 
à  ces  époques  la  hauteur  du  baromètre,  et  noter  la  température  de 
l’appareil,  au  moyen  de  thermomètres  placés  dans  l’intérieur  de  la 
cage  où  se  trouve  cet  appareil  :  on  conçoit,  en  outre,  qu’il  faut  être 
pourvu  d’une  mesure  parfaitement  étalonnée  sur  le  mètre,  afin  de  pou¬ 
voir  déterminer  la  longueur  absolue  du  pendule.  Cette  mesure,  qui 
accompagne  l’appareil  de  Borda,  est  une  règle  de  platine  à  peu  près 
pareille  à  celles  dont  nous  avons  donné  la  description  (art.  145). 

Après  avoir  mis  le  pendule  en  repos,  on  place  au-dessous  de  la  boule 
un  petit  plan  d’acier  bien  horizontal,  et  on  l’élève  doucément  jusqu’à 
ce  qu’il  touche  la  boule  sans  la  soulever.  Cela  fait,  on  le  fixe  invaria¬ 
blement,  et  on  ôte  le  pendule  pour  y  substituer  la  règle  dont  on  vient 
de  parler.  A  l’extrémité  inférieure  de  cette  règle,  est  une  languette 
mobile  ou  une  échelle  divisée  en  parties  égales,  que  l’on  fait  descendre 
jusqu’à  ce  qu’elle  soit  en  contact  avec  le  plateau  d’acier;  de  cette  ma¬ 
nière  on  a,  en  parties  de  la  règle,  la  longueur  totale  du  pendule  com- 
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posé,  prise  depuis  le  plan  de  suspension  jusqu’au  bas  de  la  boule.  On 
a  soin,  pendant  cette  opération,  d’observer  la  température;  enfin  on 
évalue  la  longueur  du  fil,  celle  de  la  verge  comprise  entre  l’axe  de  sus 
pension  et  le  point  où  est  attaché  le  fil,  ainsi  que  le  diamètre  de  la 
boule,  et  l’on  pèse  exactement  cette  boule  et  la  calotte  k  laquelle  elle 
adhère. 

Quant  au  poids  du  fil,  comme  il  est  fort  petit,  on  le  déduit  de  celui 
d’une  plus  grande  dimension;  car,  en  supposant  que  le  fil  soit  d  une 
homogénéité  parfaite  et  de  forme  cylindrique,  son  poids  est  propor¬ 
tionnel  à  sa  longueur. 

404.  Toutes  ces  mesures  étant  prises,  il  s’agit  d’avoir  la  longueur 
du  pendule,  comptée  depuis  le  plan  de  suspension  jusqu'au  centre 
d’oscillation  du  système.  Nommons  M%  M",  M  les  masses  de  la  boule , 
de  la  calotte  et  du  fil ,  et  désignons  par  p\  p",  pm,  Z",  /"  les  distances 
de  l’axe  de  suspension  aux  centres  de  gravité  et  d’oscillation  de  ces 
trois  parties  de  l’appareil  ;  enfin  appelons  Z,  la  longueur  du  pendule 
simple  synchrone  au  pendule  composé;  on  aura  [Mécanique  deM.  Fran- 
cœur,  5e  édit.,  n°264) 

;  My/'-b  M"pV'-+-  M'y"/"'  _ 

'  —  M'p'  +  M"p»+My  ’ 

ou  bien ,  si  l’on  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  la  pe¬ 
santeur  g,  (art.  595),  et  qu’on  nomme  P',  P",  P"  les  poids  delà  boule, 
de  la  calotté  et  du  fil ,  il  viendra 

EjL  (/'_  r  )  -h  (/'_  r 

.  p  VF+  pyr+pyr  _ _ _ h _ =/-o- 

py+py+p'p*  1+£il  +  E!e_ 

py  py 

le  second  terme  de  cette  valeur  est  donc  la  correction  due  au  poids  de 
la  calotte  et  du  fil. 

On  sait,  par  la  théorie  du  centre  d’oscillation,  que  si  R  estje  rayon 
de  la  boule,  D  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  calotte  au  centre 
de  la  boule,  et  X  la  longueur  du  fil ,  on  a 

r=fr-n,  r=P’  +  ~f. 
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En  effet,  le  fil ,  étant  extrêmement  fin,  peut  être  considéré  comme  une 
ligne  pesante ,  et  le  centre  de  gravité  de  la  calotte ,  se  trouvant  à  très- 
peu  près  sur  la  surface  de  la  sphère,  coïncide  sensiblement  avec  le 
centre  d’oscillation  de  cette  petite  pièce.  En  substituant  ces  valeurs  dans 
l’équation  précédente,  on  obtiendrait  sous  une  autre  forme  la  réduc¬ 
tion  au  pendule  simple;  mais  il  vaut  mieux  laisser  cette  équation  telle 
que  nous  l’avons  donnée. 


405.  Représentons  maintenant  par  b  la  distance  du  plan  de  suspen¬ 
sion  au  commencement  du  fil ,  par  A  celle  du  même  plan  au  bas  de  la 
boule,  donnée  par  la  règle;  et  considérons  u,  J\  ç  comme  les  dilata¬ 
tions  du  platine,  de  la  règle  qui  a  servi  à  mesurer  le  pendule,  et  du 
fil  métallique,  pour  l’unité  de  longueur.  On  aura  d’abord  à  très-peu 
près,  en  conservant  d’ailleurs  la  notation  ci-dessus-, 

longueur  du  fil ,  ou  X  =  A  —  aR  —  b. 


Supposons  ensuite  que  cette  longueur,  observée  à  la  température 
moyenne  .r  des  coïncidences  du  pendule  et  de  l’horloge,  l’ait  été  à 
une  température  x'  plus  haute  lors  du  contact  du  plan  d’acier  avec  la 
boule  :  alors,  à  cette  seconde  époque,  la  longueur  dont  il  s’agit  ayant 
été  trouvée  trop  longue  de  la  quantité  \f(x'  —  x),  il  faut  la  diminuer 
de  cette  même  quantité  pour  la  ramener  à  l’état  où  elle  se  trouvait 
lors  des  coïncidences.  Mais,  comme  1  observe  M.  Biot,  la  très-petite 
différence  qui  existe  entre  X  et  A  permet  de  faire  cette  correction  sur 
la  longueur  même  A.  De  plus,  comme  la  règle  est  supposée  repré¬ 
senter  des  parties  du  mètre  à  la  température  de  la  glace  fondante ,  et 
qu’elle  a  été  mise  en  expérience  à  la  température  x"f  elle  a  donné  une 
longueur  A  trop  courte  de  la  quantité  A <px";  on  a  donc,  en  faisant 
ces  deux  corrections  de  dilatation, 


distance  du  plan  de  suspension 
au  bas  de  la  boule, 


|  ou  A' 


—  A  —  x)  -h  A  <px". 


D’un  autre  côté ,  le  rayon  de  la  boule ,  à  la  température  zéro , 
étant  R ,  a  dù  se  trouver  augmenté  de  Rsr.r  à  la  température  moyenne 
des  coïncidences;  ainsi,  la  distance  du  plan  de  suspension  au  centre 


de  la  boule,  ou 
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p'  =  A'  —  R  (1  -h  zsx); 

on  a  d’ailleurs 

P"  =  pr~  D,  p'"  =  i(f>'-t-6-R),  \  =  p'-b-  R; 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  celle  de  Q,  trouvée  précédemment, 
il  vient 


longueur  du  pendule  dans  l’air  L  =  A'  —  R  (1 


\  2R2 


406.  Si  1  on  désigne  par  p,  et  p  le  poids  du  pendule  dans  l’air  et 
dans  le  vide,  et  dans  la  même  circonstance  par  gt  et  g  la  gravité,  011 

aura  ~-=^.  Le  rapport  de  p  à  pt  dépendant  de  la  densité  actuelle  de 

1  air,  il  faut  donc,  pour  le  déterminer,  avoir  égard  aux  hauteurs  du 
baromètre  et  du  thermomètre.  Si,  par  exemple,  v  exprime ,  à  la  tempé¬ 
rature  de  x  degrés  centésimaux ,  le  volume  d’air  déplacé  par  le  pen¬ 
dule,  et  que  A  soit  la  pesanteur  spécifique  de  l’air,  au  terme  de  la 
glace  fondante  et  à  om,76  de  hauteur  barométrique,  on  aura  (art.  248 
pour  la  pesanteur  spécifique  A,  à  la  température  moyennes,  et  sous 
la  pression  h  de  l’atmosphère, 


t  _ _  _  _ A.  h 

o;“,76(i  4-o,oo375x)  (1  +  o-,76(i  +  *w)(i  -+-«*)’ 

et,  par  suite,  le  poids  de  l’air  déplacé,  ou  II  =  A,v;  donc  le  poids  du 
pendule  dans  le  vide  est 

p  =  p<-h  IL* 

Maintenant,  si  1  on  fait  attention  que,  lt  et  l  étant  la  longueur  du 
pendule  dans  1  air  et  celle  du  pendule  dans  le  vide,  qui  ferait  ses  os¬ 
cillations  dans  le  même  temps,  on  a 


r  _  &L—Pl 
1  g  P 
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et  que  pt  =  p  —  Il  =  p. —  A,v,  on  aura 


.A.  h 


7Ô/>  (  1  +-rnx){\  +nx)_ 


Mais'-^  =  -jr- — ;  c’est  le  rapport  du  poids  de  l’air,  pris  pour  unité,  à 

celui  du  platine,  le  thermomètre  étant  à  zéro,  et  le  baromètre  mar¬ 
quant  om,76;  donc  la  longueur  du  pendule  dans  le  vide,  ou 


(0 


l=It 


/</, 

om,76(i  -h  mx)  (1  -+- nx).  15910’ 


Dans  cette  dernière  formule  de  réduction,  la  masse  du  pendule  est 
supposée  etre  toute  de  platine,  quoique  le  fil  et  la  calotte  soient  réelle¬ 
ment  de  matières  différentes;  mais  il  n’en  résulte  évidemment  aucune 
erreur  sensible.  De  plus,  la  perte  de  poids  que  le  pendule  éprouve 
dans  l’air  n’est  pas  la  même  pendant  son  mouvement  oscillatoire  que 
lorsqu’il  est  en  repos.  En  effet,  M.  BCssel  a  fait  remarquer,  longtemps 
apres  Dubuat  (  Académie  des  Sciences  de  Berlin ,  année  1 828),  que  cette 
perte  est  plus  grande  dans  le  premier  cas,  et  1’expériencje  lui  a  prouvé 
que  le  rapport  des  densités  de  l’air  et  du  corps  oscillant  doit  être  mul¬ 
tiplié  par  un  facteur  / plus  grand  que  l’unité;  par  exemple,  pour  le 
pendule  de  Borda ,  f—\~  C’est  aussi  à  quoi,  sont  arrivés  MM.  Poisson 
et  Plana,  en  soumettant  à  l’analyse  les  mouvements  d’un  pendule  et  de 
l’air  environnant,  l’un  dans  les  Mémoires  de  l'Institut  (tome  XI), 
l’autre  dans  ceux  de  l’Académie  des  Sciences  de  Turin  (25  novembre 
1 834  On  a  donc  plus  exactement  pour  la  réduction  au  vide 

/  —  /,  -r  0m j 76  ( i *4-  mx)  (  1  -(- nx)  '  2  ' Ts#1 


Pour  un  pendule  d’une  autre  matière  que  le  platine,  le  facteur /  re¬ 
présenté  ici  par  f-  aurait  une  valeur  différente.  \V ojrez  Un  Mémoire  de 
M.  Baily,  inséré  dans  les  Transactions  philosophiques  de  i832.) 

407.  II  reste  encore  deux  corrections  à  opérer  :  la  première  sert  à 
faire  connaître  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  dans  le  lieu  même 
des  observations.  Or,  si  N  désigne  les  oscillations  dans  un  jour  solaire 
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moyen ,  et  que  le  pendule,  dont  la  longueur  est  supposée  /,  en  fasse  N' 

en  Snrfe  rme  N  -  ^  „ .  on  aura  f  en  appe,ant  L  longueur  du  ^ 


en  sorte  que  N  =  N' 
dule  à  secondes 


L  =  /+î^  +  ^ 

N'  ^N'** 


La  demiere  réduction  est  celle  au  niveau  de  la  mer;  elle  résulte  de 
ce  que  le  pendule  à  secondes  est  un  peu  plus  long  au  bas  des  hautes 
montagnes  qu’à  leur  sommet.  En  effet,  l’intensité  de  la  pesanteur  aug¬ 
mentant  a  mesure  qu’on  s’approche  du  centre  de  la  Terre,  les  oscilla¬ 
tions  d  un  même  pendule  deviennent  de  plus  en  plus  rapides;  il  faut 
donc  allonger  le  pendule  à  secondes  pour  retarder  ses  oscillations. 

apres  cela,  soit  z  la  hauteur  du  lieu  de  l’expérience  au-dessus  de  la 
mer,  la  pesanteur  au  pied  de  la  verticale  sera  ,  comme  l’on  sait  é^ale  1 

(a  -f-'z)* _ f  3Z\  ,  ^ 

a  désignant  le  rayon  de  la  Terre;  par  consé¬ 
quent,  L'  étant  la  longueur  cherchée,  on  aura 


En  procédant  de  la  sorte,  on  peut  comparer  entre  elles  les  longueurs 
du  pendule  à  secondes,  observées  en  différents  lieux,  soit  pour  en  dé¬ 
duire  la  loi  de  leurs  variations,  soit  pour  en  conclure  l’aplatissement 
du  globe  terrestre;  et  il  est  aisé  de  voir  que  l’on  obtiendra  une  très- 
grande  précision  dans  la  recherche  de  cette  loi  si,  au  lieu  de  mesurer 
chaque  fois  la  longueur  absolue  du  pendule,  ce  qui  ne  laisse  pas  d’être 
fort  difficile,  on  fait  partout  usage  du  même  appareil  et 'des  mêmes 
procédés,  parce  qu’il  suffit  alors  de  tenir  compte  de  la  variation  qu’a 
éprouvée  la  longueur  primitive  du  pendule  prise  pour  unité  dans  un 
certain  lieu,  et  pour  un  état  donné  de  l’atmosphère. 

408.  Il  semblait  qu’après  les  travaux  de  Borda,  et  ceux  des  autres 
géomètres  qui  ont  écrit  sur  la  théorie  du  pendule  composé,  il  ne  res 
tât  plus  rien  à  dire  à  ce  sujet;  mais  Laplace  a  remarqué  que  l’appareil 
de  Borda,  considéré  jusqu’à  présent  comme  formant  une  masse  dont 
toutes  les  parties  sont  liées  entre  elles  d’une  ni r.nière  invariable,  est 


434  TRAITÉ  DE  GÉODÉSIE. 

cependant  composé  de  trois  parties  distinctes,  qui  peuvent  osciller  les 
unes  autour  des  autres.  Il  résulte  toutefois  de  sa  savante  analyse  (Con¬ 
naissance  des  Temps  de  1 820)  :  «  que  la  mobilité  respective  des  trois 
»  parties  de  l’appareil  et  la  flexibilité  du  fil  n’ont  aucune  influence  sen- 
»  sible  sur  la  durée  des  retours  du  centre  de  la  boule  à  la  verticale,  et 
»  qu’ainsi  l’on  peut  calculer  cette  durée  comme  si  le  fil  était  inflexible 
»  et  fixément  attaché  aux  deux  autres  parties  de  l’appareil;  surtout  si , 

»  pour  mettre  le  pendule  en  mouvement ,  on  l’écarte  un  peu  de  la  ver- 
»  ticale,  de  manière  que  le  centre  de  la  boule,  le  fil  et  le  point  de  sus- 
»  pension  soient  sur  une  même  droite;  enfin,  si  l’on  rend  le  plus 
»  égales  qu’il  est  possible  les  durées  des  oscillations  de  l’appareil  en- 
»  tier  et  du  couteau  pris  isolément.  » 

Cet  illustre  géomètre  a  en  outre  examiné  un  point  très-délicat;  c’é¬ 
tait  de  savoir  s’il  est  nécessaire  d’avoir  égard  à  la  forme  du  tranchant 
du  couteau.  Il  est  parvenu  à  ce  résultat  singulier,  que  la  longueur  du 
pendule,  comptée  du  plan  sur  lequel  le  couteau  s’appuie,  doit  être 
diminuée  du  rayon  du  cylindre  qui  forme  le  tranchant.  Cette  correc¬ 
tion  est  surtout  sensible  sur  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  dé¬ 
terminée  par  des  oscillations  d’un  court  appareil ,  tel  que  celui  qui  est 
destiné  pour  les  voyages,  puisque  le  tranchant  du  couteau,  vu  à  la 
loupe,  présente  la  forme  d’un  demi-cylindre  dont  le  rayon  surpasse 
un  centième  de  millimètre. 

Poisson  arrive  par  une  analyse  très-directe  à  ce  résultat  trouvé  par 
Laplace,  et  s’exprime  ainsi  : 

«  Soient  t  le  temps,  g  la  gravité,  dm  un  élément  quelconque  de  la 
»  masse  du  pendule,  x  et  y  les  coordonnées  de  cet  élément,  prises  à 
»  partir  de  l’axe  du  cylindre  qui  forme  l’arête  du  couteau ,  et  comp- 
»  tées  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  ;  supposons  la  première 
„  horizontale  et  la  seconde  verticale.  Soient  en  outre  r  le  rayon  du 
»  cylindre  et  u  la  distance  variable  de  sa  ligne  de  contact  avec  le  plan 
»  fixe,  à  un  point  choisi  arbitrairement  sur  ce  plan,  de  manière  que 
»  les  coordonnées  de  l’élément  dm ,  rapportées  à  ce  point  fixe  comme 
»  origine,  deviennent  x  -h  u  et  jr  -  r.  Pour  l’équilibre  des  quantités 
»  de  mouvement,  perdues  à  chaque  instant  par  tous  les  éléments  ina- 
»  tériels  du  pendule,  il  faudra  que  la  somme  des  moments  de  ces 
»  forces,  pris  par  rapport  à  ligne  de  contact  du  couteau,  soit  égale  à 
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»  zéro  ;  ce  qui  donne  l’équation 

ffo  ~  r>  ÇdF  +  -  x^f]  +fsxt1m  =  0  - 

»  dans  laquelle  les  intégrales  doivent  s’étendre  à  la  masse  entière;  et 
»  réciproquement,  cette  équation  suffira  pour  cet  équilibre,  si  l’on 
»  suppose ,  avec  M.  Laplace *  que  le  couteau  n’a  pas  la  liberté  de  glisser 
»  sur  le  plan  fixe. 

»>  Désignons  maintenant  par  M  la  masse  entière  du  pendule;  par  p 
»  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  l’axe  du  cylindre  qui  forme 
»  1  arête  du  couteau;  par  0  l’angle  variable  compris  entre  la  perpen- 
»  diculaire  abaissee  de  ce  centre  sur  cet  axe,  et  le  plan  vertical  mené 
»  par  le  même  axe;  enfin,  par  MA2  le  moment  d’inertie  du  pendule, 
»  rapporté  à  un  axe  mené  par  son  centre  de  gravité,  parallèlement  à 
»  l’axe  du  couteau ,  et  par  conséquent  par  MA2  -4-  Mp2  le  moment 
»  d’inertie  rapporté  à  l’axe  du  couteau;  on  aura ,  comme  dans  la  théo- 
»  rie  ordinaire  du  pendule  composé, 

f  ~dr  —  ~  (^a_f~Pa)  fgxdm  —  Mgp  sin  0. 

»  On  aura  aussi 

f%dm  =  f(jr-r)£dm  =  U(pv»9-r)£, 

»>  et  l’équation  précédente  deviendra,  en  y  supprimant  le  facteur  M. 

(**  +  P*) ÿ  ~  rp  *££  +  (P  cos9  -  r)  g  +  gp si„®  -, 

»  Or,  dans  1  hypothèse  de  M.  Laplace,  où  le  couteau  ne  fait  que 
»  rouler  sur  le  plan  fixe,  il  est  aisé  de  voir  que  la  variable  u  est  égale 
»  à  une  constante  arbitraire,  diminuée  de  l’arc  rô ,  d’où  il  résulte 
»  d2u  =  —  i'd20  ;  par  conséquent ,  si  l’on  considère  le  cas  des  petites 
»  oscillations,  et  que  l’on  néglige  le  carré  de  r  et  les  puissances  de  d  su- 
»  périeures  à  la  première ,  notre  équation  se  réduira ,  en  divisant  tous 
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»  les  termes  par  gp,  à 

gp  dt 

»  L’équation  du  mouvement  du  pendule  simple,  qui  a  pour  Jon- 
»  gueur  /,  est  „ 


»  pour  que  ce  mouvement  coïncide  avec  celui  du  pendule  composé , 
»  il  faut  donc  qu’on  ait 

i  A* 

(i)  l  =  p  +  j-*r. 

»  Désignons  par  X  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ce  pendule 
»  à  la  ligne  de  contact  du  couteau  avec  le  plan  fixe;  nous  aurons 
»  p  =  X  —  /•;  négligeant  toujours  le  carré  de  r,  et  observant  que,  dans 
»  les  expériences  du  pendule,  la  quantité  A2  est  très-petite,  la  valeur 
»  de  l  deviendra  à  très-peu  près 

(»).  /=X  +  £-r; 


»  d’ou  il  résulte  que,  pour  tenir  compte  de  l’épaisseur  du  couteau, 
»  il  faut  d’abord  calculer  la  valeur  de  /,  en  faisant  abstraction  de  cette 
»  épaisseur,  et  en  retrancher  ensuite  la  grandeur  du  rayon  /*.  » 

Il  est  remarquable  que  cette  conséquence,  qui  mérite  d’ètre  prise 
en  considération  dans  l’appareil  de  Borda,  se  déduit  aussi  des  ré¬ 
sultats  analytiques  auxquels  Euler  est  parvenu  lui-même,  dans  un 
Mémoire  sur  le  mouvement  d’un  pendule  composé  oscillant  autour 
d’un  axe  cylindrique  appuyé  sur  un  plan  horizontal.  ( Voyez  le  tome  VI 
desiYWa  Acta  Petropolitanœ ,  page  i45.) 

409.  On  a  exécuté  de  nos  jours  en  Angleterre  un  nouvel  appareil 
pour  déterminer  la  longueur  du  pendule  à  secondes.  Il  est  fondé  sur 
cette  propriété  du  pendule,  découverte  par  Huygens,  savoir  :  que  les 
axes  de  suspension  et  d’oscillation  sont  réciproques  l’un  à  l’autre; 
c’est-à-dire  que  si  l’on  fait  osciller  un  pendule  composé,  et  qu’ensuite 
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on  prenne  pour  point  de  suspension  le  centre  d’oscillation ,  les  nou¬ 
velles  oscillations  seront  de  même  durée  que  les  premières,  et  la  dis¬ 
tance  des  deux  points  de  suspension  sera  la  longueur  du  pendule 
simple  correspondant  à  cette  durée.  Comme  il  est  nécessaire  pour 
cette  expérience,  dont  Prony  a  eu  le  premier  l’idée,  d’adapter  un  se¬ 
cond  couteau  très-près  du  centre  d’oscillation  du  pendule  dans  la  pre¬ 
mière  suspension ,  Laplace  a  examiné  l’influence  que  doivent  avoir  sur 
les  résultats  des  observations  les  arêtes  de  ces  deux  couteaux,  et  Poisson 
a  remarqué  qu’on  arrivait  aux  conséquences  mêmes  de  cet  illustre  géo¬ 
mètre,  ainsi  qu’il  suit  : 

La  longueur  du  pendule  simple  synchrone  au  pendule  composé  est, 
par  ce  qui  précède, 

L—  p  H - ar. 

r  ? 

Supposons  qu’elle  soit  relative  à  la  première  suspension.  Si  l’on  dé¬ 
signe  par  r'  le  rayon  de  l’arête  cylindrique  du  second  couteau ,  au¬ 
tour  duquel  on  fasse  ensuite  osciller  le  pendule,  la  quantité  k*  ne 
changera  pas;  niais  la  distance  du  centre  de  gravité  à  l’axe  du  second 
couteau,  au  lieu  d’être  p  comme  ci-dessus,  deviendra  p',  et  la  lon¬ 
gueur  du  pendule  simple  sera 

l'  =  p'  H-  —,  —  a r\ 
r  P 

Si  l’on  parvient  à  établir  le  synchronisme ,  on  aura  l  =  ou 


et  si  les  deux  rayons  r,  r'  sont  égaux ,  cette  équation  deviendra 

d  ou  1  on  tire 

p  =  p'>  ou  = 1  • 


La  première  solution  est  relative  au  cas  où  le  centre  de  gravité  di- 
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vise  en  deux  parties  égales  la  plus  courte  distance  des  deux  axes  syn¬ 
chrones;  la  seconde  solution  ayant  lieu  lorsque  p  =  y  ,  et  donnant 

1=  p  -k.p'  —  ar, 

il  s’ensuit  que ,  si  le  centre  de  gravité  est  dans  le  plan  de  ce^  deux 
axes  et  situé  entre  eux,  leur  distance  mutuelle  sera  p  -h  p1,  et  la  lon¬ 
gueur  du  pendule  simple,  faisant  ses  oscillations  dans  le  même  temps 
que  le  pendule  réciproque  observé,  sera  la  plus  courte  distance  entre 
les  surfaces  des  arêtes  qui  terminent  les  deux  couteaux  de  suspension  : 
c’est  donc  par  rapport  à  ces  surfaces  qu’a  lieu  le  théorème  d’Huygens , 
sur  la  réciprocité  des  axes  de  suspension  et  d’oscillation. 

410.  En  nommant  r  le  rayon  de  ce  demi-cylindre ,  et,  comme  pré¬ 
cédemment,  D  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  calotte  qui 
recouvre  la  boule ,  au  centre  de  cette  boule  dont  le  rayon  est  R ,  X  la 
longueur  du  fil ,  b  la  distance  de  l’extrémité  supérieure  du  fil  à  l’axe  du 
cvlindre  formant  le  tranchant  du  couteau;  appelant  de  plus  X'  la  dis¬ 
tance  de  l’extrémité  inférieure  du  fil  au  centre  de  la  boule ,  p  le  rap¬ 
port  de  la  masse  de  la  calotte  à  la  somme  M  des  masses  de  la  boule  et 
de  la  calotte,  i  celui  de  la  masse  du  fil  à  la  même  masse  M  ;  enfin  E  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  la  masse  M  au  point  de  sa  suspension 
par  le  fil  ;  on  aura ,  selon  Laplace  , 

E  =  X'  —  pD , 

distance  du  plan  de  suspension  au  centre  de  la  boule 
F  =  X  +  &  +  X', 

et  longueur  du  pendule  simple ,  faisant  ses  oscillations  dans  le  même 
temps  que  l’appareil , 

l  =  f  —  r—pV  +  ~  5  • (aF  -  r  ~  >■  ~  3pP  ~  T  R)- 


Borda  suppose  D  =  R  =  X'  ;  et,  dans  les  termes  multipliés  par  i,  la  diffé- 
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rence  qui  peut  exister  entre  ces  trois  quantités  est  insensible;  alors 
^  =  F  —  b  —  R.  Laplace,  prenant  avec  lui  pour  unité  la  deux  cent- 
millième  partie  d’une  grande  règle  qui  lui  servait  de  module  (art.  405), 
observe  que  dans  son  appareil  on  a,  en  supposant  r=o , 

b— 1968,  F=2o3oi5,i7,  R=937,  p=o,oo38oi5,  /=o,ooi386i; 

et  il  trouve  en  conséquence,  par  la  fortnule  précédente, 

1=  202965,855; 

ce  qui  ne  diffère  que  d’une  quantité  insensible  de  la  valeur  202965,82 
que  Borda  a  obtenue  par  sa  formule  ,  ainsi  qu’on  le  verra  dans  l’ar¬ 
ticle  suivant. 

Calcul  numérique  d’une  expérience  du  pendule  faite  avec  V appareil 
de  Borda. 

411.  Quoique  nous  venions  d’expliquer  en  détail  et  d’une  maniéré 
générale  toutes  les  réductions  à  faire  à  la  longueur  observée  du  pen¬ 
dule,  pour  en  déduire  celle  du  pendule  à  secondes,  nous  pensons 
qu’un  exemple  numérique  répandra  encore  plus  de  clarté  sur  cette 
opération  délicate.  Nous  allons  en  conséquence  rapporter  la  première 
expérience  faite  par  Borda  lui-mème  à  l’Observatoire  de  Paris,  et  dé¬ 
crite  au  tome  III  de  la  Base  du  Système  métrique  décimal,  pages  34q 
et  suivantes. 

Nous  avons  déjà  dit  que  le  pendule  d’expérience  avait  4  mètres  de 
longueur;  ainsi  il  ne  faisait  qu’une  oscillation  en  deux  secondes.  Il  ré¬ 
sultait  de  là  cet  avantage,  que,  cette  longueur  étant  quadruple  de  celle 
du  pendule  simple,  l’erreur  qu’on  pouvait  commettre  sur  la  mesure 
avait  quatre  fois  moins  d’influence  sur  les  résultats. 

Le  pendule,  mis  en  oscillation  à  7h45m32s  du  matin,  paraissait  se 
cacher  derrière  l’écran  un  peu  avant  le  centre  du  signal  marqué  par 
l’intersection  de  deux  droites  qui  faisaient  des  angles  de  45°  avec  l’ho¬ 
rizon,  quand  la  lentille  de  l’horloge  était  en  repos,  et,  à  7h46m8s,  le 
centre  de  ce  signal  devançait  un  peu  le  pendule.  On  a  estimé  que  le 
premier  concours  avait  eu  lieu  à  7h45m56s;  mais  ordinairement  on 
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prend  pour  époque  du  véritable  concours  le  milieu  des  temps  du  com¬ 
mencement  et  de  la  fin  d’une  coïncidence.  En  procédant  de  la  sorte,  et 
observant  à  chaque  concours  l’arc  décrit  par  le  pendule  de  part  et 
d’autre  de  la  verticale ,  on  a  eu 


NOMIlP.ES 

des 

coùcours. 

HEURES 

des 

concours. 

INTERVALLES 

entre  les 

concours. 

* 

ARCS 

décrits. 

7h  45m56’ 
8.59.10 
10.12.40 

1 ï . 26 . 29 

I  2 . 3g-.  3 

73mi4s 

64' 

32 

3e . 

73. 3o 

IQ 

4* . 

73.49 

*7 

1  I  «y 

5e . 

72.34 

7 

Deux  thermomètres  décimaux ,  placés  dans  la  cage  qui  renfermait 
le  pendule  et  l’horloge,  l’un  à  la  hauteur  de  la  boule,  l’autre  auprès 
de  la  suspension,  étaient  observés  après  chaque  concours.  Les  tempéra¬ 
tures  se  sont  trouvées  ainsi  qu’il  suit  : 


Thermomètre  inférieur.  Thermoniètre  supérieur. 

ier  concours  .  .  .  .  i5g,2  i6g,5, 

2e  .........  i5  ,4  16  ,o, 

3e . i5,4  16  ,9, 

4e . i5  ,4  16  ,8, 

5e . i5,6  .  17,0. 


Borda  attribue  l’excès  de  la  température  dans  la  partie  élevée  de  la 
cage  ,  à  ce  que  les  parties  chaudes  de  l’air  renfermé  dans  cette  cage  s’é¬ 
levaient  toujours  vers  la  surface  supérieure. 

La  distance,  depuis  le  point  de  suspension  jusqu’au  plan  mis  au- 
dessous  de  la  boule,  a  été  mesurée  avec  une  réglé  de  platine;  l’extré¬ 
mité  de  la  languette  portant  sur  le  plan  ,  son  vernier  marquait  3952, 3 
parties  [chaque  partie  étant  un  200  millième  de  la  distance  comprise 
depuis  le  zéro  du  vernier  jusqu’à  la  partie  supérieure  de  la  règle 
(art.  403)],  et  par  conséquent  la  longueur  mesurée  A  =  2o3q52,3 
parties. 
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Le  thermomètre  métallique  marquait  au  même  instant  1 8 1 ,5  par¬ 
ties,  et  le  baromètre  était  à  28po2li«,8. 

On  a  trouvé  ensuite, 

Longueur  de  la  verge  du  couteau  à  laquelle  le  fil  est  soutenu, 


comptée  du  point  de  suspension .  b  —  1968  parties. 

Rayon  de  la  boule . R  =  ^ 

Poids  de  la  boule . P'  =  99i ,  grains. 

Poids  de  la  calotte . p"  —  3 „ 

Poidsdllfii . .  =  13,79. 


Enfin,  la  marche  de  l’horloge  à  laquelle  on  a  comparé  le  pendule 
a  été  determinee  par  six  observations  de  passages  d’étoiles,  faites  deux 
jours  de  suite.  Cette  horloge  s’est  trouvée  avancer  de  i3%4  par  jour  sur 
les  fixes. 

Pour  conclure  de  cette  expérience  la  longueur  du  pendule  qui  bat 
les  secondes,  il  faut  d’abord  calculer  le  nombre  d’oscillations  qu’au¬ 
rait  accompli  le  pendule  dans  un  jour  solaire  moyen  ,  en  lui  supposant 
toujours  le  même  mouvement  que  pendant  l’expérience.  Or  l’intervalle 
entre  le  premier  et  le  deuxième  concours  ayant  été  de  4394»=  N  et 
la  lentille  de  l’horloge  ayant  fait  deux  fois  le  nombre  d’oscillations 
du  pendule  plus  deux  (art.  400),  ce  pendule  a  nécessairement  fait 

^M=£=2,96. 

D  un  autre  coté,  comme  l’horloge  avançait  de  i3%4  sur  les  fixes  , 
elle  faisait  8641 3,4  oscillations  dans  un  jour  sidéral.  Mais  le  jour 
moyen,  exprimé  en  heures  sidérales,  est  de  a4h3m56s,6  (art.  14)  ;  ajou¬ 
tant  donc  3m56%6  ou  a3 6S,6  à  8641 3,4,  on  aura  ,  pour  le  nombre  des 
oscillations  faites  par  l’horloge  dans  un  jour  moyen ,  T  =  8665o. 

Maintenant,  employant  la  formule  T'=  ^  démontrée  à  l’ar¬ 
ticle  401,  et  dans  laquelle  T  et  N  ont  les  valeurs  précédentes,  on 
trouvera,  pour  le  nombre  d’oscillations  du  pendule  dans  un*jour  so¬ 
laire  moyen,  T'  =  433o5,a8. 

Par  un  calcul  pareil  ,  le  nombre  d’oscillations  du  pendule ,  conclu 


du  second  intervalle,  est  de .  433o5,35 

du  troisième  intervalle,  de .  433o5,44 

du  quatrième  intervalle,  de .  43300,*  14 

n-  56 
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C’est  d’après  cette  méthode  de  calcul ,  et  en  ayant  égard  à  la  for¬ 
mule  de  correction  des  amplitudes  donnée  à  l’art.  402,  qu’on  a  formé 
le  tableau  suivant  : 


intervalle  sombre  d'oscillations 

entre  en  un  jour, 

les  concours.  conclu  de  l’eïpérience. 

CORRECTIONS 

pour 

l’amplitude  des  arcs. 

NOMBRES  *• 

corrigés. 

- - - - - 

73®i4*  43305,28  o,5i 

73.3o  j  433sp5,35  j  0,14 

73.49  433o5,44  i  o,o5 

72.34  433o5,i4  i  0,02 

Terme  moyen ...... 

",  'Je 

433o5,79 

433o5,49 

433o5,49 

433o5,i8 

433o5,48 

Détermination  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes. 


Distance  depuis  le  point  de  suspension  jus¬ 
qu’au-dessous  de  la  boule  .  ........  Â=  2o3g52,  J  parties. 

Ajoutant  de  partie  pour  l’allongement 
que  prenait  la  règle  étant  suspendue  à  la  place 

du  pendule .  . 

on  a .  ao3g52,6 


La  température  moyenne  de  la  câge  était  de 
mais,  lors  de  la  mesure  du  pendule,  les  ther¬ 
momètres  marquaient . 


Excès .  .  o,  1 8 

Pour  ig,  le  fil  s’allongeait  de  2,33  parties, 
et  proportionnellement  pour  o«,i8,  on  a.  .  o,4d 

à  ôter  de .  2o3952,6o 

reste  pour  la  longueur  réduite  à  la  tempéra¬ 
ture  moyenne.  . . A' =.203952,1/ 

Otant  le  rayon  de  la  boule .  9^7?°° 

on  a ,  distance  au  centre  de  la  boule .  p'  ==»  2o3o  1 5, 1 7 
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Mais  la  distance  de  ce  centre  à  celui  d’os- 


cillation,  ou  . . ; . =  4-173 

*5p' 

donc  la  longueur  du  pendule . —  203o  16,90 

Faisant  la  correction  due  à  la  pesanteur  du 
fil  et  à  celle  de  la  calotte,  par  la  formule  de 
l’art.  404,  on  a . . . —  Q=  —  5i,o8 

de  là,  longueur  du  pendule  dans  l’air  ....  /,  =202965,82 


Il  s’agit  de  réduire  ensuite  cette  longueur  à  être  celle  du  pendule  à 
secondés  de  temps  moyen ,  non  par  la  première  formule  de  l’art.  407, 
parce  que  n  est  trop  grand ,  mais  d’après  ce  principe,  que  les  longueurs 
des  pendules  sont  en  raison  inverse  des  carrés  des  nombres  d’oscilla¬ 
tions  qu’ils  font  dans  le  même  temps.  On  aura  donc  cette  proportion  : 


(864oo*)2  :  (433o5%48)3  ::  202965,82  :  /(1), 

d’où 

/(,)  =  50989,55  parties; 

c’est  la  longueur  du  pendule  à  secondes  de  temps  moyen  oscillant  dans 
l’air. 

Pour  réduire  cette  longueur  à  ce  quelle  serait  si  le  pendule  oscillait 
dans  le  vide,  Borda  a  pris  le  rapport  de  1  à  17044  pour  celui  des 
pesanteurs  spécifiques  dé  l’air  et  de  la  boule  de  platine,  le  thermo¬ 
mètre  de  Réaumur  étant  à  i6°f  =  21  degrés  centigrades,  et  le  baro¬ 
mètre  à  28  pouces  ;  mais  pendant  l’expérience  du  pendule,  le  baro¬ 
mètre  marquait  28po2lig,8  et  }e  thermomètre  décimal  166.  Il  suit  de  là  , 
qu’en  faisant  dans  la  formule  (1)  de  l’art.  406  les  changements  con¬ 
venables,  d’après  ces  données,  la  réduction 

au  vide  est,  selon  Borda ,  de .  3, 10 parties. 

Ajoutant  à  cette  réduction  . .  Z(1)  =  50989,55 

on  a ,  longueur  du  pendule  à  secondes  dans 

le  vide .  * .  h>)  =  £0992,65 

Cette  longueur  a  besoin  de  subir  encore  une  correction  pour  la  rap¬ 
porter  à  un  terme  fixe  de  température,  et  pouvoir,  par  conséquent, 
connaître  la  longueur  absolue  du  pendule  à  secondes.  Borda  a  ob- 

56.. 
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serve  qu’à  la  température  de  la  glace  fondante,  le  thermomètre  mé¬ 
tallique  de  la  règle  employée  pour  mesurer  le  pendule  marquait  i5i 
parties,  et  que  cette  règle  s’allongeait  dun  216000e  pour  une  partie  de 
plus  du  même  thermomètre.  Or,  pendant  l’expérience  du  pendule, 
le  thermomètre  marquait  i8i,5  parties  ;  il  y  a  donc  un  excès  de  tem¬ 
pérature  correspondant  à  3o,5  parties,  et  par  conséquent  l’allonge¬ 
ment  de  la  règle,  à  partir  du  terme  de  la  glace  fondante  ,  est  de 

-^_X  5099a, 6  =  7, imparties, 

quantité  dont  le  pendule  a  paru  trop  court  pendant  l’expérience; 
donc,  longueur  du  pendule  entièrement  corrigée, 

Ta  =  50992,65  +  7,1 5  =  50999,80  parties. 

La  moyenne  de  vingt  résultats  s’est  trouvée  de  50999,60  parties ,  et 
les  écarts  autour  de  cette  moyenne  ne  vont  pas  à  o,5  partie;  d’où 
l’on  peut  présumer  que  la  véritable  longueur  du  pendule  à  secondes 
diffère  extrêmement  peu  de  50999,60  parties  de  la  règle  prise  à  la 
température  de  la  glace  fondante,  chaque  partie  étant,  comme  nous 
l’avons  déjà  dit,  égale  à  0,0002  de  cette  règle.  Toutefois  il  faudrait 
diminuer  cette  longueur  du  rayon  de  l’arête  cylindrique  du  couteau 
de  suspension  (art.  109) ,  et  la  réduire  au  niveau  de  la  mer  par  la  se¬ 
conde  formule  de  l’art.  407,  afin  de  la  rendre  comparable  à  d’autres 
mesures  de  pendules,  observées  en  différents  lieux  et  réduites  au  même 

niveau. 

Mais,  la  longueur  précédente  étant  purement  relative,  il  faut  enfin 
connaître  son  rapport  avec  la  toise  du  Pérou  ou  avec  le  mètre.  Par 
exemple,  Borda  a  trouvé  que  le  rapport  de  la  règle  ci-dessus  à  celle 
n°  1 ,  employée  à  la  mesure  des  bases  de  l’arc  terrestre ,  est  tel  que  les 
50999,60  parties  de  la  première,  qui  expriment  la  longueur  du  pen¬ 
dule  à’ secondes,  sont  égales  à  5o998,83  parties  de  la  règle  n°  1  ;  d’où 
il  est  facile  de  conclure  que  la  longueur  du  pendule  =  0,25499*9  <le 
cette  seconde  règle,  supposée  à  la  température  de  la  glace  fondante. 
Ce  savant  géomètre  s’est  assuré  en  outre  que  la  toise  du  Pérou,  prise 
à  la  température  de  l3°  Réaumur,  est  à  la  longueur  de  la  règle  n°  i 
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soumise  à  la  température  de  la  glace  fondante  ::  ioooi5,i5:  200000. 
Partant, 

longueur  du  pendule  à  secondes  de  temps  moyen 
_  200000  r 

~  7oooi5,i5  X  =  44o,5593  lignes 

=  °m7993827  » 

résultat  qui  serait  tant  soit  peu  modifié  par  l’application  de  la  remarque 
de  M.  Bessel  dont  il  est  parlé  à  la  fin  de  l’art.  406. 

412.  Les  expériences  que  le  capitaine  Rater  fit  à  Londres  pour 
déterminer  la  longueur  du  pendule  à  secondes  l’ont  été  avec  l’appa¬ 
reil  à  double  suspension,  dont  nous  avons  parlé  à  l’art.  409.  Cet 
appareil  consistait  principalement  en  une  règle  de  cuivre ,  à  laquelle 
on  avait  adapté ,  vers  une  des  extrémités  et  au-dessus  du  premier  cou¬ 
teau  ,  un  gros  poids  de  forme  cylindrique  ;  en  un  second  poids  rectan¬ 
gulaire  beaucoup  plus  petit,  placé  à  quelque  distance  au-dessous  du 
second  couteau;  enfin,  en  un  troisième  petit  poids  curseur,  destiné  à 
établir  le  synchronisme  dans  les  deux  situations  du  pendule.  Le  détail 
de  ces  belles  expériences  se  trouve  inséré  dans  les  Transactions  phi - 
losophiques  de  1818. 

413.  Selon  les  expériences  de  Borda ,  faites  en  présence  d’autres  sa¬ 
vants,  la  longueur  du  pendule  simple,  réduite  au  niveau  delà  mer, 
est ,  à  Paris , 

a  =  om,993855 , 

en  prenant  pour  unité  de  temps  la  seconde  sexagésimale  ou  la  86400e 
partie  du  jour  moyen. 

Pour  connaître  ensuite  l’intensité  g  de  la  pesanteur,  ou  de  la  gra- 
vile  apparente  dans  le  lieu  même  de  l’expérience,  mais  dans  le  vide, 
on  emploiera  la  formule 


ainsi,  à  Paris,  le  double  de  l’espace  qu’un  corps  abandonné  à  la  seule 
action  de  la  pesanteur  parcourrait  dans  la  ire  seconde  de  sa  chute,  est 

g  =  9m, 80896,  de  là  logg  =  9,9916228; 
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valeur  très-peu  différente  de  celles  qu’ont  obtenues  plus  tard  MM.  Biot, 
Mathieu,  et  d’autres  savants. 

Maintenant  que  nous  connaissons  l’intensité  de  la  pesanteur  dans  le 
lieu  même  des  expériences  du  pendule,  c’est-à-dire  la  force  en  vertu 
de  laquelle  les  corps  sont  précipités  vers  le  centre  de  la  Terre ,  nous 
pouvons  évaluer  numériquement  la  force  centrifuge  qui  diminue^ cette 
tendance  des  corps  pesants,  en  remarquant  que  la  pesanteur  est,  par¬ 
tout  ailleurs  qu’aux  pôles ,  moindre  que  si  la  Terre  ne  tournait  pas  sur 
son  axe ,  et  qu’à  l’équateur,  ces  deux  forces  étant  directement  opposées 
l’une  à  l’autre,  la  pesanteur  p  =±  9“%  7 8019  qu’on  y  observe  est  l’excès 
de  la  gravité  G  ou  de  l’attraction  de  la  Terre  sur  la  force  centrifuge  F. 
Or  celle-ci ,  à  l’extrémité  du  rayon  équatorial  R ,  a  pour  mesure  le  carré 
de  la  vitesse  de  ce  point  divisé  par  ce  rayon  :  si  donc  T  est  le  temps  de 

la  rotation  terrestre,  on  a  F  =.-^-,  et  par  suite 


enfin 

G  =39“, 7801 9+  om,  03391  .=  9“,&r4io , 

.  A  *  ♦  -M  '  'é> 


à  cause  de  R  =  6377  ïoom,  et  de  T  =  86164%  temps  moyen  (art.  14). 
Le  rapport  de  la  force  centrifugera  la  gravité,  à  l’équateur,  est  donc 


Cette  force  centrifuge ,  qui  agit  ^en  tous  les  points  de  la  surface  de  la 
Terre,  perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation ,  diminue  l’attraction 
d’une  quantité  moindre  qu’à  l’équateur.  Pour  évaluer  approximative¬ 
ment  cette  quantité  à  la  latitude  H,  en  ne  tenant  pas  compte  de  l’el¬ 
lipticité  de  la  Terre,  il  faut  y  décomposer  la  force  /  suivant  le  rayon 
terrestre  correspondant  à  cette  latitude  :  or,  en  appelant  p  le  rayon  du 
parallèle  que  Ton  considère,  et  faisant  en  outre  abstraction  de  la  va¬ 
riation  de  la  pesanteur  a  la  surface  de  la  Terre,  on  a 

/=  "tT  —  T  » 
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et  la  composante  de  cette  force  centrifuge  est  alors 

/cosH  =^q°s2  H; 

c’est  elle  qui  représente  à  très-peu  près,  dans  le  même  lieu,  la  dimi¬ 
nution  de  la  pesanteur ,  et  l’on  voit  qu’elle  décroît  sensiblement  comme 
le  carré  du  cosinus  de  la  latitude.  Mais ,  la  Terre  étant  un  sphéroïde 
aplati  aux  pôles,  l’attraction,  qu’elle  exerce  sur  les  corps  placés  à  sa 
surface  et  a  différentes  distances  du  centre  diminue  en  allant  du  pôle 
à  l’équateur;  et  puisque,  suivant  la.  théorie  de  l’attraction  des  sphéroïdes, 
cette  diminution ,  qui  doit  s’ajouter  a  la  force  centrifuge,  est  aussi  pro¬ 
portionnelle  au  carré  du  cosinus  (Je  la  latitude  (art.  415J,  il  s’ensuit 

que  le  coefficient  ^.devient  à  très-peu  près  Telle  est  la  quantité 
dont  s’accroît  le  poids  d’un  corps  transporté  de  l’équateur  au* pôle. 

Application  de  la  théorie  précédente  aux  observations  du  pendule  in¬ 
variable, faites  en  divers  lieux ,  pour  tes  rendre  comparables  entre 
elles. 

414.  Nous  venons  d’expliquer  très  en  détail  tout  ce  qui  a  rapport 
à  la  théorie  et  aux  expériences  du  pendule  construit  d’après  les  prin¬ 
cipes  de  Borda;  mais  cet  instrument,  tel  que  nous  l’avons  décrit, 
n’étant  pas  le  plus  commode  pour  les  voyages  de  long  cours ,  on  pré¬ 
féré  employer  à  cet  effet  un  pendule  invariable.  Celui-ci  est  formé  d’une 
tige  cylindrique  de  cuivre  jaune,  coulée  avec  la  lentille,  et  à  l’extré¬ 
mité  de  laquelle  est  fixé  un  couteau  d’acier.  Ce  couteau ,  lors  des  ex¬ 
périences,  repose  sur  deux  agates  incrustées  dans  une  pièce  d’acier 
que  porte  un  trépied  de  fer  très-solide.  On  dispose  ces  agates  horizon¬ 
talement  au  moyen  d  un  niveau  à  bulle  d’air.  Comme  il  est  nécessaire 
de  lire  les  amplitudes  décrites  par  le  pendule,  la  lentille  es*t  garnie  à 
son  extrémité  inférieure  d’une  petite  pointe  d’environ  8  millimètres, 
fondue  en  meme  temps  que  l’instrument,  et  au-dessous  de  laquelle  on 
place,  à  peu  près  à  3  millimètres  de  distance,  l’échelle  des  amplitudes 
dont  les  parties,  étant  celles  d’un  arc  de  cercle,  s’évaluent  en  degrés 
Par  exemple,  les  deux  pendules  invariables  dont  M.  le  capitaine  I)u- 
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perrey  fit  usage  en  1822  aux  îles  Malouines,  étaient  d’une  longueur 
telle,  que  la  distance  du  plan  de  suspension  à  l’échelle  des  amplitudes 
égalait  im,o75  :  ainsi  2  millimètres  et  demi  de  cette  échelle  répondaient 
à  un  angle  de  7'59",685. 

Après  avoir  placé  près  du  pendule,  sur  un  trépied  de  fér,  une  hor¬ 
loge  dont  le  balancier  peut  n’ètre  pas  à  compensation,  on  refld  les 
oscillations  de 'ce  balancier  synchrones  à  celles  du  pendule;  et,  pour 
mesurer  la  durée  des  oscillations  de  ce  dernier,  on  se  sert  d’un  chro¬ 
nomètre  dont  la  marche  soit  exactement  connue  et  déterminée  par  des 
observations  de  distances  zénithales  du  Soleil,  faites  le  matin  et  le  soir 
pendant  la  durée  des  expériences,  ou  mieux  encore,  comme  nous 
l’avons  déjà  dit  fart.  400),  par  des  passages  d’étoiles  observés  plu 
sieurs  jours  de  suite,  aux  fils  d’une  lunette  solidement  établie  dans 
un  azimut  quelconque. 

Il  est  très-important  de  bien  fixer  l’heure  à  laquelle  l’horloge  ou  le 
compteur  commence  à  indiquer  les  oscillations  du  pendule ,  et  celle  où 
ces  oscillations  terminent  une  expérience.  Or,  à  l’instant  où  un  obser¬ 
vateur  prend  l’heure  sur  le  chronomètre,  un  autre  observateur  note 
l’heure,  la  minute  et  la  seconde  marquées  par  le  compteur,  et  estime 
même  la  fraction  de  seconde  en  suivant  les  excursions  du  pendule.  C’est 
en  faisant  de  pareilles  comparaisons  de  minute  en  minute,  et  un  grand 
nombre  de  fois,  que  l’ôn  obtient  par  un  milieu  l’heure  précise  du 
compteur  correspondante  à  celle  du  chronomètre ,  et  par  consé¬ 
quent  le  nombre  d’oscillations  du  pendule  dans  l’intervalle  de  deux 
expériences. 

S’il  arrivait  que,  pendant  le  cours  d’une  expérience,  le  pendule  et  le 
balancier  ne  fussent  pas  parfaitement  d’accord,  on  accélérerait  ou 
Ton  retarderait  un  peu  la  marche  de  celui-ci,  sans  néanmoins  lui  faire 
perdre  une  oscillation.  On  pourra  même  augmenter  la  durée  de  l’expé¬ 
rience,  qui  ne  peut  guère  se  prolonger  au  delà  de  cinq  à  six  heures ,  en 
augmentant  l’amplitude  des  arcs  à  l’époque  où  elle  devient  si  petite, 
qu’il  est  très-difficile  de  bien  juger  la  fraction  d’oscillation  dans  les  com¬ 
paraisons  du  pendule  au  chronomètre.  Pour  cela  il  suffira ,  comme 
M.  Arago  Ta  proposé,  de  pousser  légèrement  le  pendule  dans  le  sens 
même  de  son  mouvement,  à  l’instant  où  il  est  dans  la  verticale,  de  laquelle 
il  s’écarte  alors  plus  qu’il  n’aurait  fait  sans  cette  nouvelle  impulsion,  et 
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xrss,dse  que  ia  H,,rée  de  son  retoi,r  à  cet,e  “p*  «»  ~i* 

cord  aic  ie  ooi  f‘  ParCe"e  °Pérati°n  le  Pendlde  “’^plus  d’ac- 
rien  de  son  oscillation.^  °"  7  remeUra,t  de  manière  <lu’il  ne  \*r*" 

inSd°e\emar!ld<''termf  °SCillati°nS  dl'  Pendule  <*ans  »» 

mervalle  de  temps  donne,  et  qu’on  a  e.i  soin,  à  chaque  expérience 
•  observer  tout  a  la  fois  l’état  du  baromètre  et  des  thermomètres  et 

ductiJÏ 'sufetes'  aPP'iqUe  '  C6S  0SCi‘lati0nS  *eS  - 


Correction  d’amplitude. 

La  correction  d’amplitude  s’effectue  à  l  aide  d’.me  formule  que  nous 
avons  onnee  (art.  397).  Appliquonsda  à  l’une  des  expériences  faites 
le  a4  avrd  .  8aa  à  l’Observatoire  royal  de  Paris.  La  première  de  ce  jour 
a  donne  au  commencement  5  =  3°  o'  3  j"  * 

à  la  fin  ô„=.  i.36.3o; 

et  pendant  l’intervalle  de  ces  deux  comparaisons,  le  pendule  a  fait  un 
nombre  d  osculations  n  =  3763»“,89o  ;  on  aura  donc 

6  -+-  =  4°  ^'1% 

®  =  I  .  a4  .  I  , 

v!èndmCUlant  k  C°rreCti0n  avec  le*  logarithmes  à  sept  décimales,  ,1 
I  sin  (0  !°!"  =  o’  lo8  sin  6  =  8,  7200038 


\  —  v,  juuu/joj  q  v  - 

log  numér.  W"o,  8694471  °m’  =  27i8o74 

c.  log  dénom.  =,  8,  6q8373o  Jog  K  =  .9>434a6i3 

log  correct.  ^56^7  g3^ 

'  logdenom.  5=  1,30.6270, 

donc  correction  d’amplitude  =  o,36968. 


lï. 


°7 
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Correction  relative  à  la  dilatation  du  pendule. 


Si  l’on  désigne  par  a  la  longueur  du  pendule  lors  de  la  température 
x,  par  aQ  cette  longueur  à  la  température  de  la  glace  fondante,  par  N 
les  oscillations  infiniment  petites  obtenues  à  la  température  ^rwenfin 
par  N0  les  oscillations  que  le  pendule  aurait  faites  dans  le  même  temps, 
à  la  température  zéro,  on  aura  (art.  394), 


Mais,  en  désignant  par  à  la  dilatation  du  pendule  pour  un  degré  centi¬ 
grade,  il  est  évident  que 

a  =  rf0(i  H-  ctaj; 

partant 

N*  =  N  vTVS  =  Nr(i+{^-{  d'x2 . . .) , 

Wr  ,  ■  ••  • .  v 

série  tellement  convergente,  que  Ton  peut  écrire  simplement 
N0  =  N  -h  i  cteN. 

..*  •  .  V*  ^  "  ■  V  '  *  & 

Au  surplus,  il  n’est  pas  indispensable  de  ramener  à  la  température 
zéro  le  nombre  d’oscillations  observé;  si  l’on  voulait,  par  exemple,  le 
rapporter  à  une  autre  température  normale  t ,  on  mettrait^  —  t  à  la 
place  de  x  dans  la  formule  précédente. 

Par  exemple,  soient  ^=0,0000 1 78,  température  moyenne  x— *5^,03 
pendant  l’expérience,  N  =  90330,47  les  oscillations  infiniment  petites 
dans  un  jour  solaire  moyen ,  et  t  ==  1 5G  la  température  normale  ;  on 
aura  -  *  *  **  ^  h.  •'  .  . 

x  —  t  —  o,o3,  0,0000089, 

et 

log  \  à  =  4>  9^9^9°° 

1.  (x-t)  =  8,477‘212 

log  N  =  4>95583/»2 

8,  38a3454  =  0,024 1  , 


livre  sixième.  4$, 

c  est-à-dire  que  la  correction  de  dilatation  calculée  pour  ■  5°  centigrades 
de  température  est  -|-  o0'c,o24. 

Réduction  au  vide. 


Il  s’agit  maintenant  de  savoir  combien  le  pendule  invariable  qui  fait 
ün  nombre  connu  d’oscillations  infiniment  petites  dans  l’air,  en  un 
temps  donné,  en  ferait  dans  le  même  temps  s’il  se  trouvait  dans  le  vide  : 
or  on  a  dans  ce  cas 

N"’  ~  Ÿ  > 

N  et  N0  étant  respectivement  les  nombres  d’oscillations  dans  l’air  et 
dans  le  vide,  et^?",  p0  le  poids  du  pendule  dans  les  mêmes  circon¬ 
stances  (art.  394  ).  De  plus,  si  p  désigne  le  volume  du  pendule,  D  sa 
pesanteur  spécifique,  et  que  A0 ,  Ax  représentent  les  pesanteurs  spéci¬ 
fiques  de  l’air  aux  températures  zéro  et  a:,  on  a  (art.  406), 

fc  *  If  “  ^  *  **  t  r  ik3 

Po  __  p*-ï-v\x  ' 

p"  p"  f 

de  là 

N»  =  N"#^ 


réduisant  en  série  et  s’arrêtant  au  second  terme  du 
ce  qui  est  toujours  suffisant ,  il  vient 


mais,  à  cause  de 


»>AX.N" 


développement, 

.•V ik'  '  -/v  z'., 


°m»  76(1+  mx)  (  1  -f- 


et  p".=  v{  D-A0), 


h  étant  la  hauteur  du  baromètre  et  x  la  température  observée  (art.  248). 
on  a 

réduct.  au  vide  =  i _  _  v- 

2  o,oo3’]5x)  (i  +TJplx)' 


On  jugera  que  les  termes  négligés  sont  extrêmement  petits,  en  re- 
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marquant  que,  lorsque  i ,  on  avait  D  =  638 1  pour  le  pendule  em¬ 
ployé  aux  îles  Malouines. 

Lors  des  expériences  citées,  la  hauteur  moyenne  du  baromètre,  réduite 
à  la  température  zéro,  était  de  75imra,4o  =  (  \ ? 

et  la  hauteur  moyenne  du  thermomètre  centig.  H-  i5(’,o3  =  x\  dejplus, 
le  nombre  des  oscillations  du  pendule  en  24b  de  temps  moyen  dans 
l’air  était  N"  =  on  a  donc 

log  j  =  9,6989700  log  75imD1,4o  =  2,8758712 
log  N"  =  4*9558342  c.  log  760  ,00  =  7,1191864 

log  =  9>995°576  9,9950576 

c.  log  (638i)r  =  6,1951 1 1 3  1-+  mx  =  1+0,09375^  =  1, o563625 
c.  log  (1  -h  mx)  =  9,9761871 

1.  réduction  =  0,8211602,  réduction  au  vide  =  -H  6,6u5. 

Toutefois  cette  réduction  est  un  peu  trop  petite,  puisque,  d’après  ce 
qui  a  été  dit  à  l’art.  406,  il  faudrait  la  multiplier  par  un  facteur/ 
dont  la  valeur,  faute  d’expérience  directe,  peut  être  supposée  de 

Réduction  au  niveau  de  la  mer. 

J;*  '  % 

Si  l’intensité  de  la  pesanteur  dans  le  lieu  du  pendule  est  exprimée 
par  g"  et  au  niveau  de  la  mer  par  g"'  $  si  en  outre  N",  N"  sont  les  nom¬ 
bres  des  oscillations  infiniment  petites  faites  respectivement  dans  le 
même  temps  T  en  ces  deux  lieux,  on  aura  (art.  394 ) 


et  par  suite 

N'"  =g  N*  y/p. 

Mais  l’on  sait  d’ailleurs  que,  z  étant  la  hauteur  du  lieu  des  expériences 
au-dessus  de  la  mer,  et  R  le  rayon  de  la  Terre,  on  a 

**  _  (R-M)>. 

~T7  — -  d  1  ? 


g 


partant , 
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Î,",=  N"(I  +  1-)’ 

et  entin , 

réduction  au  niveau  de  la  mer  = 

Ainsi  N"  seront  les  oscillations  que  le  même  pendule  descendu  à  ce  ni¬ 
veau  aurait  faites  dans  le  même  temps. 

À  Paris,  la  hauteur  du  lieu  des  expériences  était  z  =  7a"11,  et  l’on 
a  eu  par  sept  comparaisons  N"  =  9o33o,47.  On  sait  d’ailleurs  que 
R  63662oom  ;  ainsi 

log  N"  =  4,9558342 
log  Z  ,=  1,8573325 
c.  log  R  =  d/1961 197 

0,0092864  .=  1,0216;  h 

la  réduction  au  niveau  de  la  mçr  est  donc 1,022.  Observons  ce¬ 
pendant  que  le  capitaine  Rater  remplace  cette  formule  de  réduction 
par  une  autre  où  il  a  fait  entrer  en  considération  l’attraction  de  la 
couche  terrestre  comprise  entre  la  station  et  le  niveau  de  la  mer 
( Transac .  philosopha  1818).  Poisson,  qui  s’est  proposé  le  même  but, 
a  trouvé  que  quand,  à  la  hauteur  z  de  la  station,  la  longueur  du 
pendule  à  secondes  est  cette  longueur  au  niveau  de  la  mer  a  pour 
expression 


R  désignant  le  rayon  de  la  Terre  ( Traité  de  Mécanique ,  tome  I, 
page  496)*  C’est  donc  Par  ce  même  facteur  1  ^  qu’il  faudrait,  en 

toute  rigueur,  multiplier  la  pesanteur  g7,  quia  lieu  en  terre  ferme, 
pour  la  réduire  au  niveau  des  mers. 

Ces  formules  de  correction  et  de  réduction,  relatives  au  pendule 
invariable,  sont  donc  tout  à  fait  conformes  à  celles  qui  s’appliquent  au 
pendule  composé  de  Borda.  Elles  sont  indispensables  pour  ramener 
aux  mêmes  circonstances  physiques  des  observations  faites  en  diffé- 
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rents  lieux  de  la  Terre;  et  ce  sont  celles  que  M.  Mathieu  a  employées 
pour  soumettre  au  calcul  les  expériences  de  M.  le  capitaine  Duperrey. 
[Connaissance  des  Temps  pour  1826.) 

Lorsque  l’on  connaît  de  cette  manière  les  nombres  d’oscillations  in¬ 
finiment  petites  que  deux  pendules  font  en  24  heures  de  temps  moyen 
dans  deux  lieux  différents,  et  que  la  longueur  absolue  de  l’un  esfrcon- 
nue,  on  a  celle  de  l’autre  ainsi  qu’il  suit. 

D’abord  ,  si  a  et  a!  sont  ces  longueurs  dans  deux  lieux  dont  les  gra¬ 
vités  soient  respectivement  g  et  g',  on  a  (art.  394) , 


ensuite,  si  n,  ri  sont  les  nombres  d’oscillations  infiniment  petites,  faites 
par  un  pendule  invariable,  dans  les  mêmes  lieux  et  dans  le  même  temps, 
on  a ,  par  la  même  théorie , 


par  conséquent 


c’est-a-dire  que  les  longueurs  du  pendule  simple  synchrone  au  pendule 
invariable  transporté  dans  deux  lieux  quelconques ,  sont  proportion¬ 
nelles  aux  carrés  des  nombres  d’oscillations  infiniment  petites  faites 
dans  le  même  temps  par  ce  pendule  invariable.  Si  Ton  prend  pour 
unité  l’une  des  longueurs ,  celle  de  Paris,  par  exemple,  ou  a',  l’autre 
longueur  sera  évidemment 

* -  •  *»/i  ** m  V  ûft  * 

a  —  -r  . 

•  *  ‘  ’  ♦  *  M  '  J 


Parmi  le  grand  nombre  d’expériences  d’un  pendule  invariable  faites 
en  1822  à  l’Observatoire  royal  de  Paris,  dont  la  latitude  la  plus  récente 
=  48° 5o'  i3",  et  à  la  hauteur  de  72“  au-dessus  du  niveau  de  la  mer, 
celles  du  24  avril,  que  nous  avons  citées,  ont  donné,  par  sept  compa¬ 
raisons  , 
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oscillations  observées  en  5h45m3os  du  chronom . 

correction  d  amplitude  provenant  de  sept  comparaisons. 

oscillations  infiniment  petites  j  en  5h45m3os du  chronom. 

'  en  24  heures  du  chronom. 
retard  du  chronomètre  dans  un  jour  moyen  1 1",  1 7,  et  en 
oscillations . 


oscillations  du  pendule  en  24h  temps  moyen,  dans  l’air 

réduction  a  la  température  de  1 5°  centigr . 

au  vide . 

au  niveau  de  la  mer.  .  .  . 

Résultat  partiel.  . 

Résultat  moy.,  déduit  de  trois  résultats  partiels,  oun'  = 
Pour  les  des  Malouines ,  M.  Mathieu  a  obtenu,  par  le 
même  procédé . .  — 


45* 

21675,296 

-hr..o,546 

21675,842 

9o342,i48 

—  1  r,678 

90330,470 
-h  0,024 
-t-  6,625 
4-,  1,022 

90.338,141 

90.336,845 

90349, 1 98 


_ _ (90349,  ic>8)2 

,  *'5  (90336,845)*  t;0°02735o^ 

c’est-à-dire  que  la  longueur  du  pendule  à  secondes  à  Paris,  étant  prise 
pour  unité,  celle  aux  îles  Malouines  est  r  ,00027350. 

Lorsque  les  observations  du  pendule  ont  été  faites  à  des  latitudes 
peu  différentes,  on  cherche  à  reconnaître  si  elles  s’accordent  avec  un 
aplatissement  adopté,  en  calculant  l’accélération  qu’un  pendule  inva¬ 
riable  acquiert  lorsqu’il  est  transporté  à  une  plus  haute  latitude. 

Soient  N  les  oscillations  infiniment  petites  du  pendule  à  la  latitude  H, 
pendant  un  jour  solaire  moyen,  et  N  u  ses  oscillations  à  la  lati¬ 
tude  H',  pendant  le  même  temps  :  on  aura 

/=i+/isin2H,  /'**=  1  p. sin2  H' ; 

et,  à  cause  de  la  relation  (A)  précédente, 

l'  _  (N-ha)*  _  i-hpsin’H' 

P  ~  TÎ*  ■  “*4i-+-psinJH* 


Développant  cette  équation,  et  tirant  la  valeur  de  u ,  qui  doit  être  assez 
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petite  pour  qu’on  en  puisse  négliger  le  carré,  on  aura  définitivement 
u  =%  sin  (H'+H)  sin  (H'’—  H)  ((  -p si»’  H). 

C’est  par  cette  formule  que  M.  Mathieu  a  trouvé  que  le  pendule  in¬ 
variable  cité  plus  haut,  et  qui  faisait  à  Paris  9o336,845  oscillations  en 
il\  heures  solaires  moyennes,  aurait  dû  avoir  aux  îles  Malouines  une 
accélération  de  1 1,173  au  lieu  de  12,353  données  par  les  expériences, 

en  admettant  l’aplatissement  ^  et  faisant  par  conséquent  0,005371. 

Cette  différence  entre  le  calcul  et  les  observations  est  si  petite,  qu’on 
est  porté  à  regarder  les  expériences  des  Malouines  comme  très-d’ac- 
cord  avec  cet  aplatissement;  mais  à  l’Ile-de-France  l’accélération  est  de 
r  3  à  1 4  secondes  de  plus  qu’elle  ne  devrait  être. 

On  doit  principalement  aux  voyages  de  MM.  les  capitaines  Sabine, 
Duperrey  et  Freycinet  un  grand  nombre  d’observations  très-précises  de 
ce  genre,  faites  sur  plusieurs  points  des  deux  hémisphères,  et  desquelles 

résulte  un  aplatissement  de  — .  Plusieurs  d’entre  eux ,  comme  cer¬ 
taines  déterminations  de  latitude ,  présentent  dans  leurs  résultats  com¬ 
parés  des  irrégularités  qui  troublent  sensiblement  la  loi  ordinaire  du 
décroissement  de  la  pesanteur  et  accusent  d’assez  fortes  perturbations 
locales  Mais  il  est  vraiment  étonnant  de  voir  l’astronome,  s’ap¬ 
puyant  sur  les  sublimes  théories  de  la  Mécanique  céleste ,  déduire  des 
petites  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  découvertes  par  Laplace  , 
la  valeur  de  l’aplatissement  général  de  la  Terre ,  avec  une  précision 
que  le  géomètre, -aidé  de  tons  les  secours  de  la  Géodésie  et  de  la  Phy¬ 
sique  ,  n’est  pas  toujours  sûr  d’atteindre. 

[*]  M.  le  capitaine  Sabine  paraît  avoir  remarqué  que  l’accélération  du  pendule  a 
généralement  lieu  sur  les  terrains  volcaniques,  et  le  retard  sur  les  terrains  sablonneux 
et  argileux.  (Toyez  dans  le  Bulletin  de  la  Société  de  Géographie,  n°  5o,  page  247,  une 
Notice  sur  les  expériences  du  pendule  invariable ,  faites  de  1822  a  i8a5,  par  L.-I.  Du¬ 
perrey,  capitaine  de  frégate,  etc.,  et  dans  le  Bulletin  mathématique  de  M.  Férussar, 
page  32,  tome  VII,  un  Mémoire  intéressant  de  M.  Saigey,  comprenant  la  discussion  de 
toutes  les  expériences  de  ce  genre  connues  jusqu  a  présent. 
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Recherche  de  l  aplatissement  de  la  Terre  par  les  mesures  du  pendule. 

415.  C  est  par  des  expériences  précises  ,  et  semblables  aux  précé¬ 
dentes  ,  que  plusieurs  savants  ont  déterminé  les  longueurs  du  pendule 
à  secondes,  en  différents  lieux  de  la  Terre.  Voici,  en  considérant  seu¬ 
lement  les  observations  faites  dans  le  xvme  siècle ,  les  rapports  de 
ces  longueurs,  tels  qu’on  les  trouve  dans  la  Mécanique  céleste } 
tome  II,  n°  42,  la  longueur  du  pendule  observée  à  Paris,  par  Bou- 
guer,  étant  prise  pour  unité. 


LIEUX 

dos  observations. 

LATITUDES 
en  grades. 

LONGUEURS  DU  PENDULE 

à  secondes  centésim. 
de  temps  moyen. 

NOMS 

des  observateurs. 

Équateur . 

Porto-Bello . 

Pondichéry . 

Jamaïque . 

Petit-'Goave . 

Cap  de  Bonne-Espérance .  . 

Toulouse . 

Vienne,  en  Autriche . 

Paris . 

Gotha . 

Londres . 

Arengsberg . 

Pétersbourg . 

Laponie . 

Ponoi . 

0*  00 

IOj6l 

13.25 
20,00 

20, 5o 

37>69 

48,44 

53,57 

54.26 
56,63 

57.22 
64,72 

66,60 

74.22 
74,53 

0,99669 

0,99689 

°,997,o 

0.99745 

0,99728 

°>99877 
0.99950 
°» 99987 

1 , 00000 

1 , 00006 

1 ,00018 

1 ,00074 

1,00101 

1,00137 

1 ,00148 

Bouguer. 

Bouguer. 

Le  Gentil. 

Campell. 

Bouguer. 

La  Caille. 
Darquier. 
Liesganig. 
Bouguer. 

Zach. 

Grisschow. 

Mallet. 

Académiciens. 

Mallet. 

Toutes  ces  mesures,  qui  sont  réduites  au  vide  et  à  ia  même  tempé¬ 
rature  ,  peuvent  etre  considérées  comme  ayant  été  prises  au  niveau 
des  mers  ;  les  neuf  premières  ont  été  trouvées  par  la  méthode  même 
que  Bouguer  a  employée  au  Pérou.  Toutes  les  autres  ont  été  conclues 
de  la  comparaison  des  oscillations  d’un  pendule  invariable.  Quand 
bien  meme  il  y  aurait  quelque  incertitude  sur  tontes,  Tuniformité  de 
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la  méthode,  comme  le  fait  observer  Fauteur  de  la  Mécanique  céleste , 
doit  donner,  avec  assez  de  précision,  la  loi  de  leurs  variations,  l’un 
des  principaux  objets  à  connaître. 

Afin  de  déterminer  l’ellipse  la  plus  probable,  qui,  d’après  l’en¬ 
semble  de  toutes  ces  mesures,  représente  la  génératrice  du  sphéroïde 
terrestre,  nous  ferons  usage  de  la  méthode  des  moindres  çarrés, 
déjà  employée  à  l’art.  373,  et  nous  partirons  de  ce  principe,  savoir  : 
que  la  longueur  du  pendule  croît  depuis  V équateur  jusqu  au  pôle,  pro¬ 
portionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  latitude  ;  c  est  en  effet  ce 
que  l’on  démontre  par  la  théorie  de  l’attraction,  lorsqu  on  suppose  la 
Terre  un  ellipsoïde  de  révolution,  et  sa  densité  croissant  de  sa  surface 
vers  le  centre. 

Cela  posé,  si  l’on  désigne  par  z  la  longueur  du  pendule  à  l’équa¬ 
teur  et  par  j-  sa  variation  jusqu’au  pôle,  sa  longueur,  à  la  latitude  H  , 
sera  généralement  représentée  par  z  -b  7  sin2  H  ;  si ,  de  plus ,  jc(n , 
jc^7)  ,  , . . .  expriment  les  erreurs  des  observations,  c  est-à-dire  les 

différences  entre  les  longueurs  observées  et  celles  qui  résultent  de  l’ex¬ 
pression  analytique  z  -f- 7  sin2  H;  enfin  si  l’on  met ,  dans  cette  expres¬ 
sion  ,  par  sin2  H  les  valeurs  relatives  aux  différents  lieux  désignés  dans 
le  tableau  précédent ,  on  aura  les  équations  de  condition  suivantes  : 

0,99669  —  z  —  7.0,000000  =  x('\ 

o>99689  —  z  —  jr.  0,0*7519  ==  x <J), 

0,99710  —  Z  —  7.  0,042696  =  JC(3), 

0,99745  —  z  —  7.0,095491  =  x^\ 

0,99728  —  z  —  7.0,1 001 58  —  x(i), 

0,99877  —  z  —  7.0,3114 '9  —  x(,)r 

0,99950  —  z  —  7.o,4755o5  = 

0,99987  ~  3  —  7. o,55596o  =  xw, 

1,00000  —  Z  —  7. 0,566716  =  xw, 

1,00006  —  z  —  7.0,603392  = 

1,00018  —  Z  —  7.0,612441  = 

1,00074  -  z  -  7.0,723067  =  *<■*; 

1,00101  -  z  -  7.0,749092  = 

1,00137  —  z  -  7.0,844785  =  x<“>, 

1,001 48  —  z  —  7. 0,848295  = 
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L’équation  du  minimum,  par  rapport  à  z,  s’obtiendra  sur-le-champ 
en  égalant  a  zéro  la  somme  de  toutes  ces  équations;  ainsi  l’on  aura 

(■)  14,988390  -  z.  ,5  -  y. 6,556536  =  o. 


Multipliant  ensuite  chacune  de  ces  mêmes  équations  par 
de  7  quelle  renferme,  il  viendra 


le  coefficient 


0,02743342  -  z .  0,027519  -  j.o,ooo7573, 
0,04257218  —  z.  o, 042696  —  y. o,  0018229, 
o,o952475o  -  z. o, 095491  -  y. o,oo9ii85, 
0,09988557  —  z.  o,iooi58  —  jro,oioo3i6, 
0,3*  io3595  —  z.o,3n4i9  —  7.0,0969824, 
0,47526725  —  .z.o, 4755o5  —  y  .0,226 1  o5o, 
0,55588772  z.  0,555960  —  7.0,3090915, 
0,56671600  —  z.  0,566716  —  7.0,3211670, 
0,60342820  -  z.o,6o3392  -  7.0,3640819, 
o, 6i255i24  ~  z.o, 612441  -  y. o,375o84o, 
0,72360207  -  z. 0,723067  -  7. 0,5228259, 
0,74984858  — '  z. 0,749092  —  7. o,56i i388, 
0,84594236  -  z. o,844785  -7.0,7136617, 
o,84955o48  -  z.  0,848295  -7.0,7196044. 


Et  additionnant  tous  ces  produits,  on  aura,  pour  l’équation  du  «um- 
muni  par  rapport  à  7, 

(a)  6,558g685a  -  z. 6,556536  -  r.4,a3t473i  =  o. 

Combinant  celle-ci  avec  la  précédente  (.),  pour  avoir  les  valeurs 

i  P  r  pt  7.  nn 


y  —  0,00549745,  z  =  0,99682305. 

Il  est  démontre  au  n°  34  de  la  Mécanique  céleste ,  tome  II,  qi,e 
aplatissement  de  la  Terre  est  les  f  du  rapport  de  la  force  centrifuge 
à  la  pesanteur,  moins  l’excès  y  de  la  longueur  du  pendule  au  pôle 

58.. 
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sur  sa  longueur  z  à  l’équateur,  divisé  par  cette  dernière  longueur  (*). 
Or,  le  rapport  dont  il  s’agit  étant  ,  il  s’ensuit  que  l’aplatissement  a 
cherché  est,  en  prenant  le  demi  petit  axe  de  la  Terre  pour  unité, 

a  =o,oo865  —  ^  =  o,oo3i35  =  gl8  ^ 

Concluons  de  là  que ,  si  L  est  la  longueur  du  pendule  à  la  latitude  H 
et  que  q  =  T^J  on  a  généralement 


(3)  /  =  z[i  -h(!ÿ-a)sinaH]; 

ou  bien ,  désignant  par  X  la  longueur  du  pendule  à  la  latitude  de  45°, 
on  s’assure  facilement,  en  faisant  2«  =  f  q  —  a,  que  Ton  a  à  très-peu 
près 

(4)  1  =  X  (i  —  «  cosaH). 


M.  Mathieu,  qui  est  parvenu  au  résultat  numérique  précédent  (Con¬ 
naissance  des  Temps  de  1816) ,  a  fait  en  outre  usage  d’une  méthode  que 
Laplace  a  donnée  [Mécanique  céleste ,  tome  II ,  pages  1 28  et  suivantes) , 
pour  déterminer  la  ligure  elliptique  dans  laquelle  le  plus  grand  écart 
des  pendules  mesurés  est  moindre  que  dans  toute  autre  figure  de 
même  espèce.  Par  la  méthode  des  moindres  carrés,  on  trouve,  en 
mettant  dans  les  quinze  équations  de  condition  ci-dessus ,  pour  y  et  z 
leurs  valeurs  précédentes  ,  ce  système  d’erreurs  , 


Équateur . 

Porto-Bello . 

Pondichéry . 

Jamaïque . 

Petit-Goave  ?  . . 

Cap  de  Bonne-Espérance.  .  .  . 
Toulouse . 


x{x)  =  —  oIuooooq8, 
x{7)  =—  o  ,oooo63, 
x{i)  =-h  o,oooo3i, 
xw  =  -1-  0,000076, 
x(i)  =—  o  ,000069, 

x(e)  =+  0,000174» 
x(,)  =-h  0,000047» 


(*)  Voyez  autrement  la  Théorie  analytique  du  Système  du  Monde ,  par  M.  de  Pon- 
t écoulant,  tome  II,  page  428. 
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Vienne . jj(,)  = —  oraooooo7, 

Paris . .r(9)  =  -h  0,000046, 

Gotha . =  —  0,000060, 

Londres . #00  = —  0,000008, 

Arengsberg . xl,i)  =—  o,oooo43, 

Pétersbourg . jc(,î)  =  -+-  o,oooo53, 

Laponie . = —  0,000073, 

Ponoi . =—  0,000004. 


l’ous  ces  écarts  entre  la  théorie  et  les  mesures  du  pendule  déci¬ 
mal  sont,  ainsi  que  le  fait  observer  M.  Mathieu,  renfermés  dans  les 
limites  des  erreurs  des  observations.  L’expression  numérique  la  plus 
probable  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  centésimales  sera  alors 

(e)  0,996823  4-  0,00549745  sin2  H. 

Si  on  multipliait  cette  expression  par  la  longueur  absolue  du  pen¬ 
dule  à  l’équateur,  divisée  par  le  premier  terme  0,996823,  011  aurait  sa 
longueur  absolue  dans  tout  autre  lieu  dont  la  latitude  —  H  ;  mais 
les  expériences  que  Borda  a  faites  à  l’Observatoire  de  Paris,  et  qui  ont 
été  confirmées  par  celles  de  plusieurs  membres  du  Bureau  des  Longi¬ 
tudes,  étant  plus  exactes  qu’aucune  de  celles  rapportées  dans  le  ta¬ 
bleau  précédent,  il  convient  de  les  employer  de  préférence.  Si  donc  y 
désigne  la  longueur  du  pendule  à  la  latitude  ^ ,  et  l  sa  longueur  à 
une  autre  latitude  H,  et  que,  pour  abréger,  l’on  représente  par 
A  -h  B  sin2  H  l’expression  (e)  précédente,  on  aura 

y  =  A -h  B  sin2  4»,  l—  A  4-  B  sin2  Tl , 
et  par  conséquent 

^ _ A  4-  B  sin-  H 

A  -4-  B  sin*  ijé 

Mais,  suivant  Borda ,  y  =  om, 74 1904  à  la  latitude  =  4805o/i4' »  ainsi, 
en  passant  aux  nombres,  la  longueur  absolue  du  pendule  décimal 
dans  un  lieu  quelconque,  et  réduite  au  niveau  des  mers,  c’est-à-dire 
du  pendule  simple  faisant  100000  oscillations  dans  un  jour  solaire 
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I  —  om, 7395925  -+-  om, 004078830  sin2  H, 

/  — om, 9907522  -h  om,oo55i48  sin2 H, 

en  prenant  la  seconde  sexagésimale  pour  la  mesure  du  temps  (art.  411); 
ou  encore,  en  prenant  pour  unité  la  longueur  du  pendule  à  ^’équa- 
teur, 

/=  1  H-  o,oo55662  sin2  H. 

Dans  un  tres-beau  Mémoire  sur  la  figure  de  la  Terre  ( Connaissance 
des  Temps  de  1821),  Laplace  montre  comment  on  rend  parfaitement 
comparables  entre  elles  les  longueurs  observées  du  pendule,  et  fait 
connaître  quelques  faits  géologiques  très-remarquables. 

416.  M.  Mathieu  a  discuté  avec  beaucoup  de  soin  les  expériences 
du  pendule  faites,  au  commencement  de  ce  siècle,  par  les  navigateurs 
espagnols,  en  différents  points  du  globe;  les  conséquences  qu’il  tire, 
tant  de  celles-ci  que  des  expériences  précédentes ,  sont  : 

i°.  Que  l’aplatissement  jnrë  qu’il  trouve  pour  l’hémisphère  austral 
est  très-voisin  de  celui  qu’on  attribue  généralement  à  l’hémisphère 
boréal  ; 

20.  Que  si  la  différence  assez  petite  qui  existe  entre  les  divers  apla¬ 
tissements,  déduits  des  observations  du  pendule,  semble  indiquer 
une  inégalité  entre  les  deux  hémisphères  terrestres,  du  moins  est-il 
vrai  que  ces  deux  hémisphères  ne  diffèrent  pas  sensiblement  l’un  de 
l’autre.  Voici  quelques  résultats  extraits  du  Mémoire  de  cet  astronome 
distingué,  et  sur  lesquels  cette  remarque  est  fondée. 


MOUS 

des  lieux. 

latitudes. 

HAUTEUR 

au-dessus 

du  niveau 

de  la  mer. 

LONGUEUR 

du 

pcnduledécimal 

mesurée. 

LONG.  DU  PENDULE 

décimal 

au 

niveaudelamer 

NOMS 

des  observateurs. 

Formentera 

Figeac . 

Bordeaux . . . 
Clermont.  . 

Paris . 

Dunkerque . 

38°39'  56" 
44.36.45 
44.5o.a5 
45.46.48 
48.5o.i4 

5i  a.  8 

aoom 

aao 

0 

4o6 

80  ! 

0  ! 

m. 

o,74»ao6ia 

0, 74*^7 

o,74,6*5i5 

0,74*63111 

0,74191167 

o,74ao864g 

0,74135x7 

0,7416343 

0,7416151 

0,7417157 

o,74'93o3 

0,7430866 

Biot,  Arago,  Chais. 

Biot,  Mathieu. 

Biot,  Mathieu 

Biot,  Mathieu. 

Biot,  Bouvard,  Mathieu. 
Biot.  Mathieu. 
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Lorsqu’on  applique  à  ces  dernières  expériences  la  méthode  des 
moindres  carrés,  on  trouve  que  l’ellipse  qui  y  satisfait  le  mieux  a 
pour  aplatissement  ^-3,  ce  qui  s’écarte  un  peu  du  résultat  pré¬ 
cédent,  et  de  1  aplatissement  g^-g-  déduit  de  la  théorie  des  inégalités  de 
la  Lune.  Celui-ci  paraît  le  plus  probable  de  tous,  parce  qu’il  est  indé¬ 
pendant  des  irrégularités  de  la  surface  de  la  Terre,  irrégularités, 
dit  Laplace,  qui  disparaissent  à  la  distance  de  la  Lune,  mais  qui 
commencent  à  se  faire  sentir  dans  la  mesure  du  pendule,  et  deviennent 
très-sensibles  dans  la  mesure  des  degrés. 

Quant  à  l’expression  générale  de  la  longueur  absolue  du  pendule 
décimal ,  donnée  par  l’ensemble  de  ces  expériences,  elle  est 

°m,7^97021  +  o,n, 0039180769  sin8  H. 

Les  résultats  que  M.  Mathieu  a  déduits  des  expériences  faites  dans 
les  circonstance?  les  plus  propres  à  nous  éclairer  sur  la  véritable  fi¬ 
gure  de  la  Terre,  ou  sur  la  variation  de  la  pesanteur  à  sa  surface,  sont 
renfermés  dans  le  tableau  suivant  : 


HÉMISPHÈRE. 

NOMBRE 

des 

expériences 

aplatissement. 

LONGUEUR  ABSOLUE 

du  pendule  décimal. 

Boréal . 

9 

*  13,* 

oWr]Z^5']^  4-  omoo4io97  sin3  H 

Austral . 

7 

îTTï 

0,739623  -h  0,0040239  sin3 H 

Boréal-austral . 

16 

_ 

0,739574  •+■  0,0041100  sin3 H 

Boréal . J 

i5 

0,739575  -h  0,0040787  sin3  H 

Moyenne  par  toutes  les  expériences .  . 

..  0,739586  -h  0,0040806  sin  H 

Par  les  24  de  l’hémisphère  boréal .  . 

.  0,739575  -h  0,0040942  sin3 H 

Beaucoup  d  autres  observations  de  ce  genre,  recueillies  depuis  celles- 
ci  par  de  savants  voyageurs,  ont  été  discutées  avec  un  soin  tout  parti¬ 
culier  par  M.  Baily  ,  dans  les  Transactions  philosophiques  de  i83a; 
et  les  expériences  délicates  et  précises  qu’il  a  faites  pour  en  déduire  le 
facteur  relatif  à  la  réduction  au  vide,  selon  que  tel  ou  tel  pendule  a  été 
mis  en  mouvement,  sont  de  nature  à  inspirer  lapins  grande  confiance 
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dans  les  résultats  qu’il  a  obtenus.  Il  y  a  donc  lieu  de  croire  que  l’apla¬ 
tissement  de  la  Terre,  conclu  de  l’ensemble  des  mesures  du  pendule 
les  plus  récentes,  est  à  très-peu  près  de 2^;  or,  en  l’adoptant,  comme 
quelques  auteurs ,  quoiqu’il  soit  plus  fort  que  celui  qui  résulte  des 
mesures  géodésiques  et  de  la  théorie  des  inégalités  de  la  Lune ,  on  a , 
d’après  l’art.  415,  * 

«  =  f  • -si»  - -iis  =  °’002588  ’ 

et  la  formule  (4)  devient 


(4') 


Z=X(i  —  o,oo2588  cos  aH)  ; 


en  sorte  qu’en  partant  du  résultat  auquel  on  est  parvenu  à  Paris 
(art.  413),  cette  formule,  en  y  faisant  l  —  om, 993855  et  H  =  48°5o'i4", 
donne 


X  —  om,9935i2. 


Cela  posé,  si  l’on  nomme  v>  la  pesanteur  à  la  latitude  de  45°  et  p  la 
pesanteur  sur  un  parallèle  dont  la  latitude  soit  H ,  et  qu’on  ait  égard  à 
la  relation  ts  =  ît2X  (art.  594) ,  on  aura 


et  généralement 


v>  =  g™, 8o557, 

P  =  ts  (1  —  o,oo2588  cos  2H)  ; 


ainsi,  à  l’équateur,  p  =  9“, 7 80 19,  comme  nous  l’avons  supposé  précé¬ 
demment. 

Le  pendule,  dans  l’état  de  repos,  donne  exactement  la  direction  de 
la  pesanteur  ;  cependant  il  s’écarte  un  peu  de  la  ligne  verticale  dans  le 
voisinage  des  hautes  montagnes ,  par  l’effet  de  leur  attraction ,  ainsi 
que  Bouguer  l’a  observé  près  du  Chimborazo.  Ce  célèbre  géomètre  a 
donné  aussi  le  moyen  d’évaluer  l’angle  de  déviation,  et  de  conclure 
par  suite  le  rapport  de  la  force  attractive  des  montagnes  à  celle  de  la 
Terre  entière  [  Figure  de  la  Terre ,  p.  364);  mais  les  observations  les 
plus  exactes  de  ce  genre  sont  celles  que  Maskeline  fit  en  Ecosse, 
l’année  1774.  Enfin  Cavendich,  en  mesurant  l’attraction  exercée  par 
deux  globes  de  plomb,  au  moyen  de  la  balance  de  torsion  de  Cou- 
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lomb ,  a  évalué  la  densité  moyenne  de  la  Terre  à  cinq  fois  et  demie 
celle  de  1  eau.  (Consultez,  sur  ce  sujet,  le  17e  cahier  du  Journal  de 
V Ecole  Polytechnique.) 

La  longueur  du  pendule  à  secondes  qui  oscille  dans  un  même  lieu, 
demeurant  invariable,  à  moins  que  l’intensité  de  la  pesanteur  ne 
change  dans  la  succession  des  temps,  et  cette  longueur  pouvant  être 
facilement  retrouvée,  plusieurs  savants  avaient  proposé  de  prendre 
•  POLir  unité  fondamentale  de  notre  nouveau  système  des  poids  et  me¬ 
sures  la  longueur  du  pendule  simple ,  correspondante  au  5oe  grade 
de  latitude ,  et  réduite  au  niveau  des  mers  ;  néanmoins  de  puissantes 
raisons  ont  fait  adopter  le  mètre.  (Eoyez  le  Discours  préliminaire  de 
la  Base  du  système  métrique  décimal.) 


IL 
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CHAPITRE  Y. 

n 

DÉTERMINATION  DES  HAUTEURS  PAR  LES  MESURES  BAROMÉTRIQUES, 


417.  Tout  le  monde  sait  que  la  longueur  de  la  colonne  de  mercure 
du  baromètre  dépend  du  poids  de  l’air,  et  qu’elle  diminue  à  mesure 
qu’on  s’élève  dans  l’atmosphère  ;  il  existe  donc  une  relation  essentielle 
entre  la  hauteur  du  baromètre  et  celle  parcourue  dans  le  sens  de  la 
verticale.  De  toutes  les  formules  données  par  plusieurs  physiciens  cé¬ 
lèbres  pour  déterminer  les  différences  de  niveau  par  les  seules  obser¬ 
vations  barométriques  et  thermométriques,  il  n’en  est  aucune  qui  pro¬ 
cure,  dans  ses  applications,  autant  d’exactitude  que  celle  deLaplace, 
parce  que  cet  illustre  géomètre  a  su  l’établir  pour  tous  les  lieux  de  la 
Terre  et  toutes  les  hauteurs  au-dessus  de  la  mer. 

Description  du  baromètre ,  et  circonstances  les  plus  favorables 
aux  observations. 

Les  baromètres  dont  on  se  sert  ordinairement  en  voyage  sont  ceux 
de  Fortin  et  de  Bunten.  Le  baromètre  de  Fortin  est  composé  d’un  tube 
de  verre  enfermé  en  grande  partie  dans  un  tube  de  cuivre  servant  à  le 
protéger.  L’extrémité  inférieure  du  tube  de  verre  communique  au 
mercure  contenu  dans  une  cuvette  dont  le  fond ,  qui  est  mobile  à  vo¬ 
lonté,  se  meut  à  l’aide  d’une  vis,  lorsqu’on  veut  amener  la  surface  du 
mercure  à  un  niveau  fixe ,  marqué  par  le  zéro  de  l’échelle.  Ce  niveau 
se  trouve  précisément  à  l’extrémité  d’une  petite  pointe  d’ivoire  attachée 
à  l’enveloppe  de  la  cuvette  et  disposée  verticalement. 

Un  petit  thermomètre  à  mercure,  d’une  très-grande  sensibilité,  est 
enchâssé  dans  la  monture  du  baromètre  ,  et  est  destiné  à  faire  connaître 
la  température  de  la  colonne  barométrique.  Un  anneau  curseur  em- 
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brasse  Ja  monture  et  est  muni  d’un  vernier,  au  moyen  duquel  on 
apprécie  les  dixièmes  de  millimètre  ou  des  plus  petites  divisions 
de  1  échelle  tracées  sur  le  tube.  L’anneau  dont  il  s’agit  entraîne  en 
outre  deux  petits  plans  de  cuivre  parallèles  entre  eux ,  et  dont  les  arêtes 
inférieures  sont  exactement  perpendiculaires  à  l’axe  du  tube. 

Le  baromètre  se  suspend  à  un  pied  à  trois  branches  qui,  étant 
réunies,  lui  servent  d’étui.  Lorsqu’il  se  trouve  ainsi  dans  une  situation 
verticale,  on  fait  monter  la  surface  du  mercure  contenu  dans  la  cu¬ 
vette  jusqu’à  ce  qu’elle  soit  parfaitement  en  contact  avec  la  pointe 
d  ivoire,  et  c  est  ce  qui  a  lieu  quand  cette  pointe  et  son  image  réflé¬ 
chie  paraissent  en  juxtaposition. 

Pour  mesurer  ensuite  la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure,  on  fait 
mouvoir  le  vernier  jusqu’à  ce  que  les  arêtes  des  deux  petits  plans 
de  mire  dont  nous  avons  parlé  soient  exactement  tangentes  à  la  con¬ 
vexité  supérieure  de  cette  colonne  :  alors  le  nombre  marqué  par  l’in¬ 
dex  du  vernier  est  la  hauteur  qu’on  voulait  connaître.  Si  l’on  élevait 
le  baromètre  à  iom,46  au-dessus  de  sa  première  position ,  la  colonne  de 
mercure  diminuerait  d’un  millimètre  à  très-peu  près;  il  est  donc  indis¬ 
pensable  de  faire  usage  d’un  vernier  qui  donne  les  dixièmes  de  milli¬ 
métré,  et  de  prendre  beaucoup  de  précaution  pour  rendre  les  erreurs 
de  lecture  aussi  petites  qu’il  est  possible. 

Le  thermomètre  du  baromètre  ne  faisant  connaître  exactement  que 
la  température  du  mercure,  on  mesure  celle  de  l’air  avec  un  thermo¬ 
mètre  libre  ou  sans  monture,  dont  les  divisions  sont  tracées  sur  le 
tube  même.  On  l’attache,  à  la  hauteur  de  deux  mètres  environ,  à  un 
bâton  fiché  en  terre,  et  incliné  de  manière  que  son  ombre  se  projette 
sur  le  tube;  par  ce  moyen,  l’instrument  est  préservé  de  la  chaleur 
directe  des  rayons  du  Soleil,  et  l’air  circulant  autour  de  lui  J’amène 
bientôt  à  sa  température. 

Avant  de  remettre  le  baromètre  dans  son  étui,  on  a  soin  de  faire 
monter  le  mercure  à  peu  de  distance  du  sommet  du  tube,  Jt  l’aide  de 
la  vis  du  fond  de  la  cuvette,  afin  d’éviter  un  trop  grand  choc  de  la 
part  du  mercure ,  qui ,  sans  cela ,  se  précipiterait  avec  rapidité  dans 
cette  partie  vide,  quand  on  renverserait  le  baromètre,  et  qui  pourrait 
occasionner  une  rupture  ou  laisser  introduire  de  l’air  le  long  de  la 
colonne. 
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Del uc  avait  adopté  exclusivement  les  baromètre*»  à  tube  recourbé 
ou  à  siphon.  Dans  ceux-ci,  la  hauteur  du  mercure  est  mesurée  par  la 
distance  verticale  du  niveau  inférieur  au  niveau  supérieur  de  la  co¬ 
lonne  métallique.  Quand  l’échelle  est  fixe,  le  zéro  est  placé  entre  ces 
deux  niveaux,  et  les  divisions  sont  numérotées  symétriquement  et  dans 
Je  même  ordre  de  part  et  d’autre  de  ce  point;  d’où  il  suit  évidemment 
que  la  hauteur  de  la  colonne  est  égale  à  la  somme  des  deux  hauteurs 
partielles  observées. 

Le  baromètre  à  siphon,  modifié  par  M.  Gay-Lussac,  et  dans  lequel 
l’air  extérieur  ne  s’introduit  par  la  plus  courte  branche  que  par  un 
trou  extrêmement  petit,  jouit  de  plusieurs  avantages  dont  les  natura¬ 
listes  peuvent  tirer  un  grand  parti  dans  leurs  voyages;  on  en  trouve  la 
description  dans  la  plupart  des  Traités  de  physique. 

Il  est  essentiel  de  faire  des  observations  correspondantes  et  simul¬ 
tanées  de  quart  d’heure  en  quart  d’heure,  lorsqu’on  veut  déterminer 
avec  toute  l’exactitude  que  comportent  les  instruments,  la  différence 
de  niveau  de  deux  stations;  mais,  avant  tout,  il  faut  comparer  les 
baromètres  et  les  thermomètres  dont  on  doit  faire  usage,  et  tenir 
note  des  petites  différences  qu’ils  peuvent  présenter,  afin  d’y  avoir 
égard  dans  les  calculs;  car  il  pourrait  arriver  que  le  mercure,  dans 
l’un  de  ces  instruments,  n’eùtpasété  parfaitement  purifié  par  la  distilla¬ 
tion  ,  et  que  par  conséquent  sa  densité  actuelle  ne  fût  pas  exactement 
celle  qui  répond  à  son  état  de  pureté.  Il  existe  sur  la  construction  des 
baromètres  à  niveau  constant  et  à  niveau  variable,  et  sur  la  manière  de 
les  observer,  une  instruction  de  M.  Delcros  insérée  au  procès-verbal 
de  la  séance  de  la  Société  géologique  de  France,  tenue  à  Angers  le 
4  septembre  1 84  r  »  et  à  laquelle  nous  croyons  devoir  renvoyer  le  lec¬ 
teur  (*). 

Le  savant  naturaliste  Ramond,  qui  a  beaucoup  contribué  au  perfec¬ 
tionnement  de  la  méthode  barométrique,  par  les  nombreuses  et  utiles 
applications  qu’il  en  a  faites,  indique  le  milieu  du  jour  comme  étant 


(*)  Le  tome  XIV  des  Mémoires  de  l’Académie  royale  de  Bruxelles  renferme  aussi  sur 
ce  sujet  un  excellent  écrit  qui  a  pour  titre  :  Comparaisons  barométriques  faites  dans  le 
nord  de  l’Europe,  par  MM  Bravais  et  Martins  (i84o). 
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l’époque  la  plus  favorable  à  l’observation,  surtout  si  l’atmosphere  est 
calme,  et  si  le  baromètre  et  le  thermomètre,  placés  à  l’ombre,  à  l’abri 
de  toute  cause  accidentelle  de  chaleur,  restent  longtemps  stationnaires. 

O11  remarque  toutefois  dans  les  hauteurs  du  baromètre,  observées 
constamment  au  meme  lieu ,  des  irrégularités  de  deux  espèces  :  les 
unes  sont  accidentelles  et  ne  paraissent  soumises  à  aucune  loi  fixe  ; 
les  autres  sont  périodiques  et  régulières.  Ramond  a  remarqué 
qu’en  France  les  oscillations  du  baromètre  ont  alternativement  une 
durée  de  5  heures  et  de  7  heures.  Par  exemple,  le  matin,  le  baromètre 
monte  de  4  heures  à  9  heures;  ensuite  il  descend  jusque  vers  4  heures 
du  soir;  puis  il  remonte  pendant  5  heures,  après  quoi  il  redescend 
jusque  vers  4  heures  du  matin.  «  Cette  marche,  dit  M.  Biot  [Traite  de 
»  Physique ),  est  souvent  dérangée  dans  nos  climats  d’Europe ,  où  l’état 
»  de  l’atmosphère  est  si  variable  ;  mais  sous  les  tropiques ,  où  les  causes 
»  qui  agissent  sur  l’atmosphère  sont  plus  constantes ,  la  période  l’est 
»  aussi,  et  à  un  tel  degré  que,  suivant  M.  de  Humboldt,  I  on  par- 
»  viendrait  presque  prédire  l’heure  à  chaque  instant  du  jour  et  de 
»  la  nuit,  d’après  la  seule  observation  de  la  hauteur  du  baromètre; 
»  et  ce  qui  est  extrêmement  remarquable ,  comme  l’a  également  con- 
»  staté  le  même  voyageur,  c’est  qu’aucune  circonstance  atmosphérique, 
»  ni  la  pluie,  ni  le  beau  temps,  ni  le  vent,  ni  les  tempêtes,  n’altèrent 
»  la  parfaite  régularité  de  cette  oscillation,  qui  se  maintient  la  même 
»  en  tout  temps  et  dans  toutes  les  saisons.  » 

Après  ces  notions  sur  l’emploi  des  instruments,  démontrons  la  for¬ 
mule  barométrique  de  l’auteur  de  la  Mécanique  céleste. 

Démonstration  de  la  formule  barométrique  de  Laplace. 

418.  L’atmosphère  peut  être  considérée  comme  composée  de  couches 
d’air  infiniment  minces  qui  décroissent  de  bas  en  haut  par  des  nuances 
insensibles.  Afin  de  découvrir  plus  aisément  la  loi  de  ce  décroissement, 
nous  supposerons  la  densité  de  l’air  constante  dans  toute  fépaisseur 
d’une  même  couche. 

Concevons  une  colonne  verticale  d’air  à  la  température  de  la  glace 
fondante,  et  une  molécule  d’une  densité  =  D,  située  à  une  distance 
fl  +  zdu  centre  de  la  Terre,  a  étant  la  distance  du  même  centre  à  la 
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station  inférieure  de  l’observateur;  nommons  g  la  pesanteur  et  p  la 
pression  de  l’atmosphère  dans  le  lieu  de  la  molécule,  exercée  sur 
l’unité  de  surface  :  on  aura ,  pour  la  condition  de  l’équilibre  dans  le 
baromètre,  et  à  cause  que  p  diminue  quand  z  augmente, 

dp  =  -  güdz.  „ 


En  effet,  le  poids  d’une  substance  est  égal  à  sa  masse  multipliée  par  la 
gravité,  et  la  masse  est  égale  à  la  densité  multipliée  par  le  volume. 

La  pression  p  varie  proportionnellement  à  la  densité  D  de  la  molé- 
cide,  multipliée  par  sa  chaleur  que  nous  désignerons  par  /,  l  expri¬ 
mant,  dans  l’hypothèse  actuelle,  la  température  de  la  glace;  ainsi 
Ton  a 

p  —  ÆDZ, 

k  étant  un  coefficient  constant  donné  par  l’expérience. 

Divisant  ces  deux  équations  Tune  par  l’autre,  il  vient 

v»  '  .  <  ».  ''  T 

dp  _  dz 

~~~~  &  Tl'1  ' 

et  intégrant,  on  a 

/st=-*  f%'+.  Q= ~k  ,oe  P+Q- 

La  constante  Q  se  détermine  en  faisant  z  =?  o  ;  et  comme ,  à  cette  ori¬ 
gine,  la  pression  de  l’atmosphère  est  p',  il  s’ensuit  que 

Q  —  k  log  p'  ; 

partant, 

(O  fs  T  =  k  (*°g  P'  -  *°g  p)  =  k  log  pf 

L'intensité  de  la  pesanteur  étant  réciproque  au  carré  des  distances , 
si  Ton  désigne  par  g'  la  pesanteur  à  la  station  inférieure,  on  aura,  à 
fort  peu  près , 
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et  si  l’on  fait  z'  =  »  (i  -  i),  d’où  dz'  =*rfz^-“Vle  premier  meut- 

bre  de  1  équation  (i)  deviendra,  en  y  substituant  d’ailleurs  pour  g  sa 
valeur  précédente, 

D^là,  et  prenant  le  logarithme  tabulaire  ou  de  Briggs, 

w  y  z'=^iog^ 

w  =  0,4342945  étant  le  module. 

On  voit,  par  cette  formule,  que  J-  est  un  coefficient  constant  ré¬ 
pondant  à  la  température  de  la  glace  fondante.  On  peut  lui  donner  une 
forme  dépendante  du  rapport  entre  les  densités  de  l’air  et  du  mercure 
qui  ont  lieu  à  l’origine  des  z,  où  la  pesanteur  est  g'  et  la  densité  de  l’air 
—  D\  En  effet,  on  a,  par  ce  qui  précède, 

.  r  1  '  ■  * 

■  *  ’  v  \  ■  4  v  ■■*■  **-/ 

D’un  autre  côté ,  si  à  ce  point  A'  exprime  la  densité  du  mercure  au 
meme  degré  de  température  et  lorsque  la  hauteur  du  baromètre  est 
l’équilibre  entre  la  pression  de  l’air  et  le  poids  du  mercure,  rap¬ 
porté  à  l’unité  de  surface ,  est 

P'  —  g' A' A (0)^ 

•  /  _  f'AW 

ainsi  l  —  kJ),  ,  et  Ja  formule  (2)  devient,  en  y  mettant  d’ailleurs  pour 
z'  sa  valeur  z  (  1  —  -V 


M  . 


La  colonne  d  air,  comprise  entre  les  deux  baromètres  censés  être  si¬ 
tués  dans  la  même  verticale,  vient  d’être  supposée  à  la  température  de 
la  glace;  mais,  quelle  que  soit  la  loi  du  décroissement  de  la  chaleur 
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dans  l’atmosphère,  il  suffira,  pour  tenir  compte  du  changement  de 
température,  de  la  considérer  comme  constante  et  égale  à  la  tempéra¬ 
ture  moyenne  entre  les  deux  extrêmes.  Cela  posé,  puisque  le  volume 
d’une  masse  d’air  déterminée  s’accroît  environ  de  j~  par  chaque  de¬ 
gré  du  thermomètre  centigrade  (du  moins  en  ayant  égard  en  partie 
à  son  état  hygrométrique),  la  valeur  ci-dessus  de  z,  pour  contenir  à 

la  température  moyenne  »  t  et  t'  étant  les  températures  de  l’air 
aux  stations  supérieure  et  inférieure  indiquées  par  les  thermomètres 
libres,  devra  être  multipliée  par  le  facteur  i  -h  =  i  -h 

En  effet,  z  augmente  dans  le  même  rapport  que  la  densité  de  l’air  di¬ 
minue;  et  comme,  à  masses  égales,  le  rapport  des  densités  est  inverse 

de  celui  des  volumes,  onaD'=  D"  ^T-f-  j-fÿ  >  D"  étant  la  den¬ 
sité  de  l’air  à  la  température  moyenne  dont  il  s’agit;  donc 


A  la  même  température  et  sous  la  même  force  accélératrice  de  la 
pesanteur,  les  pressions  /?,  p’  sont  proportionnelles  aux  hauteurs  cor¬ 
respondantes  h ,  h'  des  baromètres.  On  devrait  donc  écrire  log  ^  à  la 
place  de  log^-;  mais  il  faut  avoir  égard  à  la  condensation  du  mercure 

qui  a  dû  s’opérer  dans  la  station  la  plus  froide,  et  où  "la  colonne  de  ce 
fluide  métallique  a  dû  paraître  un  peu  plus  courte  que  si  on  l’avait 
observée  dans  une  station  inférieure  sous  la  même  pression;  il  faut  en 
outre  faire  entrer  en  considération  la  variation  de  la  pesanteur  dans  le 
sens  de  la  verticale.  D’abord  on  sait  que  le  mercure  se  condense  de 
1  par  chaque  degré  du  thermomètre  centigrade;  ainsi  sa  densité  d*', 
correspondante  à  la  température  T'  observée  à  la  station  la  plus  basse, 

devient  cT  H-  à  la  température  T  observée  à  la  station  la  plus 

haute;  on  a  donc 

p’=  d’s'k,  et  p  -  i'gh  (i  +  =  <?'gH. 
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On  remarquera  ensuite  qu’à  cause  de  +  i' Y  on  a 

g  a\  \  a)  ’ 

£  =  *7 ,  .  £V 

P  ?H  H  V  a)  ' 

et 

_  log£  =  log  A_  +  alog  (,  +  î); 

mais  log  +  ")  =  f*  —  ~  +  ..  j;  et  puisque  i  est  une  très-petite 
fraction ,  on  a  à  fort  peu  près,  pour  son  logarithme  tabulaire, 

'°K(1+à)=f  =  à-°^34a945; 

par  conséquent 

log  j  =  *°g  i  +  ;•  0,868589, 

et  la  formule  (b)  devient 

Z  -  C  [’  ^  ^r][('  +  ;)  lo6  S  +  7  o, 86858g]. 


Il  reste  à  connaître  le  changement  à  faire  au  coefficient  C  =  — . 

f*  D” 

supposé  déterminé  pour  un  lieu  dont  la  hauteur  au-dessus  de  la  mer 
est  r.  On  remarquera  d’abord  que,  comme  il  est  réciproque  à  la  den¬ 
sité  de  l’air  ou  à  la  pesanteur,  on  a,  en  désignant  par  (C)  ce  qu’il  de¬ 
vient  au  niveau  de  la  mer,  et  par  (g)  la  gravité  à  ce  niveau, 

fl  _  _ i 

(g)  C  (a+r)'  ~  7  À»’ 

„  ,  ,  \  \  «/ 

d  ou ,  a  tres-peu  près ,  - 

c  =  (c)  (■  +  ")• 

Mais  le  coefficient  (C)  étant  donné  dans  un  lieu  dont  la  latitude  est  i|i, 
il  doit  encore  varier  sous  une  autre  latitude.  Or  la  pesanteur  dimi- 
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nuant  à  mesure  que  l’on  s’approche  de  l’équateur,  et  cette  diminution 
étant  indiquée  par  le  raccourcissement  du  pendule  à  secondes,  il  est 
clair  que  la  correction  actuelle  dépend  de  l’effet  de  cette  cause.  De 
plus,  commeles  longueurs  du  pendule  à  secondes  sont  proportionnelles 
aux  pesanteurs,  on  a 

(g)  _  PA  ' 

.  , 

(X)  et  X"  étant  les  longueurs  que  doit  avoir  ce  pendule  au  point  de  la 
Terre  où  les  pesanteurs  sont  respectivement  (g)  et  g".  Mais  en  général 

(X)  =  i  -h  o,oo5 1 76  sin2  ^  , 

en  prenant  l’aplatissement  de  la  Terre  qui  résulte  des  mesures  du 
pendule  (art.  416);  donc,  si  l’on  veut  ramener  le  coefficient  à  la  lati¬ 
tude  de  45°,  et  que  g"  y  exprime  l’intensité  de  la  pesanteur,  on  aura 

V'  1 -H- o,  002588  _  i 

( X )  1  +ô, oo5 1 76  sin’it;  1  —  o , 002588 cos 2i{/  ’ 

et  de  là 

( s)=ë "  (*  —0,002588  COS  2l|>  »)  =  g"  (1  —  pCOS2^). 

Soit  maintenant  C"  ce  que  devient  sous  le  parallèle  du  5oe  grade, 
et  au  niveau  des  mers,  le  coefficient  (C);  on  aura  évidemment 

ÎL  =  ÿ)  =  1  —  j3cos2i|> ,  ou  (C)==C"  (1  -hjScosaiJ;), 

par  suite 

(d)  C"  (3  cos^)(i  +Î-'-)  =^.^; 

enfin 

Y  x[(i  +  z-)log^  +  io,868589]. 

Deux  méthodes  conduisent  à  la  valeur  numérique  du  coefficient  G". 
La  première  consiste  a  niveler  la  hauteur  comprise  entre  les  deux  sta- 
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fions ,  ou  a  la  déterminer  trigonométriquement  par  l’un  des  procédés 
exposés  au  chapitre  XX  du  livre  troisième ,  et  à  prendre  pour  inconnue 
dans  1  équation  (e)  ce  même  coefficient.  Cette  méthode  a  été  employée 
avec  beaucoup  de  succès  par  Rarno*! ,  et  il  résulte  d’un  grand  nombre 
d  observations  barométriques  de  ce  savant  naturaliste,  laites  dans  les 
temps  les  plus  favorables  et  sur  plusieurs  montagnes  des  Pyrénées  dont 
les  hauteurs  lui  étaient  bien  connues,  que  C"=  i8336m.  La  seconde 
méthode,  qui  est  plus  directe,  consiste  à  déduire  ce  dernier  coefficient 
du  rapport  même  des  densités  du  mercure  et  de  l’air;  or,  suivant  un 
résultat  d  expériences  très-précises  faites  à  Paris,  par  MM.  Biot  et 

Arago,  le  rapport  £  =  ,046,, o,  l’air  parfaitement  sec  étant  à  zéro  de 
ttmpc  rature,  et  la  pression  de  l’atmosphère  étant  équivalente  à  om,  76 
Meimires  de  la  classe  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de 
!  Tnstuut ,  premier  semestre  de  1806,  page  385).  On  a  d’ailletirs 

h^y=0  “76,  \|»  =  48°5o/ï4*,  r  =  6om,  a  =  6366198“; 

ainsi  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  relation  (d)  donne 
om,76  X  10462  (1  -  ficos2*)  (  z  _ 

C  0,4342945 - -  ~  '83i4“  ' 

Mais’  en  supposant  l’air  saturé  d’humidité,  ce  coefficient  est  un  peu 
plus  fort,  et  la  moyenne  de  ces  deux  valeurs  est  i833y,46  c’est-à- 
dire  telle  qu’elle  confirme  le  coefficient  de  Ramond,  que  Von  doit  par 
conséquent  regarder  comme  définitif  et  comme  correspondant  à  l’état 
moyen  hygrométrique  de  l’air. 

Enfin  l’on  pourra  supposer,  sans  erreur  sensible,  r=o,  a= 6366i  q8u\ 
et  employer  pour  valeur  de  z,  dans  le  second  membre  de  la  formule  le) 
celle  que  l’on  obtient  en  faisant  .  =  o  dans  ce  même  membre.  D’aprei 
toutes  ces  cons, dérations,  l’on  aura,  pour  la  différence  de  niveau  des 
deux  stations , 

!  |  2(*+fT| 


60.  . 


(/) 


z  1 8336m  (1  0,002588  cos  2^) 

L  H  \  6366iq8  . 
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Telle  est  la  formule  que  Laplace  a  publiée  dans  le  livre  X  de  la  Me- 
cnnique  céleste.  Quoique  l’hypothèse  que  nous  avons  faite  d’une  tem¬ 
pérature  constante  entre  les  deux^ations  ne  soit  pas  rigoureusement 
exacte,  l’on  ne  doit  former  aucun  doute  sur  la  précision  dont  il  est 
possible  d’approcher,  lorsque  les  éléments  variables  de  cette  formule 
sont  recueillis  au  milieu  d’un  air  tranquille,  et  avec  tous  les^oins 
qu’exige  ce  genre  d’observations.  Il  est  cependant  une  dernière  re¬ 
marque  importante  à  faire,  et  qui  a  échappé  à  cet  illustre  géomètre, 
c’est  qu’il  faut  avoir  égard  à  l’action  de  la  couche  de  la  Terre  dont  z 
est  la  hauteur.  Or,  en  supposant  la  densité  de  cette  couche  moitié  de  la 
densité  moyenne  de  la  Terre  ,  Poisson  a  démontré  que 

g  a 1  3z  i _ 3 

g'  (a  -4-  &Y  (I  +  “)*  4  '  ’ 

ou  ,  à  cause  de  la  petitesse  de  la  fraction  M=^,ona  simplement 


on  d^it  donc,  dans  la  formule  (J)  et  dans  les  précédentes,  rem¬ 
placer  u  par  f  «,  à  moins  qu’on  ne  soit  très-près  de  la  mer  et  à  une 
station  qui  domine  une  plaine  très- peu  élevée  au-dessus  des  eaux. 

Pour  en  rendre  l’application  un  peu  plus  simple,  on  fait  ordinaire¬ 
ment,  dans  notre  climat,  abstraction  de  la  variation  de  la  pesanteur  en 
latitude  et  dans  le  sens  de  la  verticale;  mais ,  afin  de  nuire  le  moins  pos¬ 
sible  à  l’exactitude  du  résultat ,  on  emploie ,  au  lieu  du  coefficient  con¬ 
stant  1 8336m,  le  coefficient  1 8393m,  ainsi  que  Ramond  l’a  fait  lui-mème  : 
de  cette  manière,  on  a  simplement 


s  =  i8393ai  |"  1 


!  "*| 


t  étant  la  température  de  l’air  dans  la  station  su¬ 
périeure  ; 

t'  la  température  de  l’air  dans  la  station  infé¬ 
rieure; 


Thermomètres 

libres. 


livre  SIXIÈME.  477 

T  la  température  du  mercure  du  baromètre  dans  \ 

la  station  supérieure;  /  Thermomètres 

['la  température  du  mercure  du  baromètre  dans  /  des  baromètres, 
la  station  inférieure  ;  J 

h  la  hauteur  du  baromètre  dans  la  station  supérieure;  h'  la  hauteur 
du  baromètre  dans  la  station  inférieure. 

On  possède  plusieurs  TaMp  qui  facilitent  singulièrement  l’évaluation 
des  termes  de  la  formule  rigoureuse  que  nous  venons  de  démontrer: 
telles  sont  celles  de  MM.  Biot,  Lindenau,  et  Oltmanns.  Ces  dernieres 
sont  extrêmement  simples  et  commodes;  on  en  peut  voir  l’usage  dans 
Y  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes.  A  défaut  de  ces  Tables,  on  pro¬ 
cédera  ainsi  qu’il  suit. 

TYPE  DU  CALCUL. 

419.  Parmi  les  nombreuses  observations  barométriques  de  M.  de 
Humboldt,  nous  choisirons  celles  qui  lui  firent  connaître ,  en  juin  1802, 
la  hauteur  du  Chimborazo,  au-dessus  de  la  mer  Pacifique,  ou  plutôt 
celle  à  laquelle  il  put  s’élever  sur  cette  montagne. 


LIEUX  DES  STATIONS. 

HAUTEUR 

du  baromètre. 

THERMOMÈTRE 

du  baromètre. 

THERMOMÈTRE 

libre. 

latitude. 

Au  Chimbarazo . 

167,2'** 

-h  10*0 

1  —  1*6 

I°45' 

Au  niveau  de  la  mer  du  Sud . 

337>7 

-4-25,3  J 

1  4-  25,3 

Delà  T  =  +  io«,o  t  —  —  18,6 

T' = -h  25^3  *'  =  25,3 

Différence  T'  -  T  =  i5  ,3  Somme  t  +  t'  —  *3,7 

2(<-h*')=  47  >4 

Baromètre  inférieur  h'  =  337 *7,  log . aÿ5a853n 

Baromètre  supérieur  h  =  167,2,  log  2,2232363 

555o+  (T' -T)  =  5565,3,  log  3,7454886 
Compl.  log  555o  (log.  constant).  .  .  .  6,2557070 

2,2244319  .  .  2,2244319 

Différence  des  logarithmes.  .  .  0,3040992 
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584ora,2 

Correction  pour  la  latitude. 

Somme  des  logarithmes . 3,76643 

log .  cos  3°3o'  =  2  fois  latitude  » .  9,99919 

log.  du  nombre  constant  o, 002538  ....  7,41296 

1,17858  .  .  .  -b  i5m,i 

Hauteur  approchée  .  .  .  5855“, 3 

Correction  pour  la  diminution  de  la  pesanteur  dans  le  sens  de  la  verticale. 

Hauteur  approchée . log  3,76755 

Différence  des  logarithmes  .  .  0,304099 
Nombre  constant . 0,868589 

1,172688  log  0,06918 
CompJ .  log  6366198  (log .  constant)  3,19612 
Hauteur  approchée,  log . 3,76755 

o,8oo4o 
l°g  i  =  9>79588 
0,59628 

log.  de  la  différence  des  logarith.  à  soustraire  9,483o3 


1, 11 325  ...  -h  13“, o 
Hauteur  approchée . 5355  ?3 


Hauteur  absolue  de  la  station  au  Chimborazo  5868,  3 

Quant  à  l’altitude  du  sommet  inaccessible  de  cette  plus  haute  som¬ 
mité  des  Andes,  elle  est  de653o  mètres. 


Correction  pour  1er  température  de  l’air. 


Différence  des  logarithmes  0,3040992,  log  9,483oi52 

iooo-+-2(/+*')  1047,4  /  /  I 

- — - =  - — —  =  1 ,0474?  log  0,0201126 

rooo  1000  e  *  v 

coefficient  i8336  (log. constant)  4?2633o46 
Somme  des  logarithmes,  .  3,7664324  • 
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Nota.  Les  voyageurs  qui  font  des  excursions  scientifiques  en  pays 
de  montagnes,  et  qui  déterminent  un  grand  nombre  de  différences 
de  niveau  de  leurs  stations  à  l’aide  du  baromètre ,  pourraient  obser¬ 
ver  en  même  temps  les  distances  zénithales  de  plusieurs  d'entre  elles 
et  obtenir  ensuite  une  évaluation  approximative  des  distances  qui  les 
unissent,  en  tirant  de  la  formule  (8)  (art.  221)  la  valeur  de  k  qui 
serait  alors  la  seule  inconnue  :  de  cette  maniéré  ils  formeraient  faci¬ 
lement  un  canevas  assez  fidèle  de  leur  reconnaissance.  Cette  méthode 
leur  réussirait  évidemment  si  la  différence  de  hauteur  mesurée  n’était 
pas  très-petite  comparativement  à  la  distance  horizontale  à  calculer  (*). 

I 

Dernières  remarques  sur  Les  mesures  barométriques . 

420.  Dans  un  Mémoire  très-intéressant  sur  les  mesures  baromé¬ 
triques,  Prony  a  donné  une  formule  qui  dispense  de  l’usage  des  loga¬ 
rithmes,  et  de  laquelle  il  déduit  cette  conséquence  digne  d’attention  . 

«  qu’un  baromètre  ou  deux  baromètres  comparables  peuvent  îndi- 
»  quer  des  hauteurs  de  colonnes  de  mercure  très-fautives,  qui  péohe- 
»  raient,  par  exemple,  de  deux  ou  trois  millimètres  par  excès  ou  par 
»  défaut ,  sans  cesser  pour  cela  d’ètre  propres  à  la  mesure  des  diffé- 
»  rerices  de  niveau  qui  n’excèdent  pas  1000  mètres,  si  l’on  fait  des  ob- 
»  servations  contemporaines- aux  stations  supérieure  et  inférieure*  et 
»  les  comparaisons  des  mesures  barométriques  avec  les  mesures  effec- 
»  tives  fournissent  les  corrections  à  faire  aux  formules,  tout  aussi  bien 
»  que  si  les  baromètres  n’offraient  aucune  anomalie,  principalement 
»  lorsque  les  vices  des  baromètres  ne  tiennent  pas  au  défaut  de  vide 
»  dans  les  tubes.  »  ( Connaissance. des ' Temps  de  1816,  pa^e  3i  2. 

Les  corrections  dont  parle  Prony  sont  relatives  au  coefficient  baro- 

*)  Les  ingénieurs  militaires  qui  lèvent  les  environs  d’une  place  forte  mise  en  état 
de  siège  estiment  quelquefois,  au  moyen  de  la  vitesse  du  son,  évaluée  à  34om,89  par 
seconde,  la  distancé  a  laquelle  ils  se  trouvent  de  la  batterie  qui  fait  feu,  en  multipliant 
cette  vitesse  par  le  nombre  de  secondes  écoulées  depuis  l’instant  de  l’apparition  de 
l’inflammation  de  la  poudre  jusqu'à  celui  où  ils pércoivent  le  bruit  de  l’explosion.  Voyez, 
sur  la  théorie  de  la  vitesse  du  son,  la  Mécanique  de  Poisson,  tome  I,  page  7 1 4 - > 
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métrique  i8336,  qui,  sélon  l’opinion  de  quelques  observateurs,  de¬ 
vrait  être  modifié  quand  on  applique  la  formule  aux  petites  hauteurs. 

Il  est  certain  néanmoins  que  cette  formule  et  son  coefficient  procurent , 
dans  ce  cas  même,  des  différences  de  niveau  à  peu  près  aussi  exactes 
que  celles  qui  se  déduisent  d’opérations  trigonométriques,  lorsque, 
pendant  l’absence  du  Soleil  et  par  un  temps  calme,  on  opère  afec  de 
bons  baromètres  placés  sur  des  points  isolés  et  élevés  au-dessus  des 
plaines,  et  qu’aucune  cause  ne  trouble  la  régularité  du  décroissement 
de  la  densité  des  couches  d’air. 

Pour  rendre  les  observations  barométriques  comparables,  il  est  né¬ 
cessaire  d’avoir  égard  à  la  dépression  du  mercure  dans  les  tubes 
étroits,  dépression  qui  résulte  d’une  cause  physique  que  nous  ne  pou¬ 
vons  expliquer  ici.  Nous  nous  bornerons  à  dire  qu’elle  est  due  à  l’ac¬ 
tion  réciproque  de  l’eau  et  du  mercure;  car,  quelque  soin  que  1  on 
mette  pour  dessécher  l’intérieur  d’un  tube  par  1  ébullition  du  mercure 
qu’il  renferme,  il  reste  presque  toujours  assez  de  parties  aqueuses  le 
long  des  parois  du  verre  pour  que  l’action  de  cette  substance  soit  insen¬ 
sible  sur  le  mercure. 

On  doit  à  Laplace  une  formule  pour  corriger  de  l’effet  capillaire  les 
hauteurs  du  baromètre.  Il  résulte  de  sa  savante  théorie  que  cet  effet 
devient  d’autant  plus  sensible  dans  les  baromètres  à  cuvette,  que  le 
tube  de  ces  baromètres  est  plus  étroit ,  et  que  par  conséquent  la  hau¬ 
teur  barométrique,  qui  doit  être  comptée  depuis  le  niveau  inférieur 
jusqu’au  sommet  du  ménisque  ou  de  la  convexité  terminale,  est  tou¬ 
jours  moindre  que  la  hauteur  qui  aurait  lieu  si  lé  tube  perdait  sa  pro¬ 
priété  capillaire.  Dans  la  première  édition  de  cet  ouvrage,  j’avais  donné 
une  table  des  dépressions  du  mercure,  dressée  d’après  les  expériences 
de  Cavendish;  mais  voici  une  autre  table  de  ce  genre,  très-exacte,  que 
M.  leprofesseurSchleyermacher,  de  Darmstadt,  a  calculée  d’après  la  théo¬ 
rie  de  Laplace,  et  dont  les  arguments  sont,  pour  le  baromètre  à  siphon, 
le  rayon  de  chaque  branche  du  tube  et  la  flèche  du  ménisque  qui  y  est 
formé,  et  pour  le  baromètre  à  cuvette,  le  rayon  du  tube  et  la  flèche  de 
son  ménisque,  puis  le  rayon  du  ménisque  annulaire  et  sa  flèche,  en 
supposant  d’ailleurs  que  la  pointe  d  ivoire  affleure  le  sommet  du  mé¬ 
nisque  de  la  cuvette.  [Astronomie  physique  de  M.  Biot,  3e  édition, 
tome  I,  page  19^.) 
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Arguments.  —  Rayon  du  tube  et  flèche  du  ménisque  en  millimètres. 


HAUTEUR 

du 

ménisque 
en  millim. 

rayon  du  tube 

N  MILLIMÈTRES. 

o,5 

I  ,0 

3,0 

3,0 

4,o 

5,o 

O,  I 

4,975 

1 ,262 

0,299 

0,121 

0,060 

0 

0 

JS 

8,912 

2,450 

0,595 

0,242 

0,120 

0,069 

0,4 

1 1 , 56o 

4,377 

I  ,  i52 

0,476 

0,240 

0,  i38 

0,6 

12,616 

5,58i 

1,643 

0,695 

o,354 

0,205 

0,8 

6,098 

2,037 

0,893 

0,460 

0,247 

I  ,0 

6,171 

2,338 

1,066 

0,546 

0,299 

l  ,2 

2,541 

I  ,206 

o,63o 

o,3o8 

2,658 

i  ,3i6 

0,702 

0,390 

i  ,6 

2, 699 

1,397 

00 

m 

r>. 

O 

0,428 

i,8 

. 

2,681 

i,449 

o,8o5 

o,468 

Les  nombres  de  cette  table  étant  désignés  par  â  ou  d',  selon  qu’ils  se 
rapporteront  au  sommet  ou  au  bas  de  la  colonne  de  mercure  comprise 
entre  les  sommets  des  ménisques  supérieur  et  inférieur,  on  aura 


Relativement  au  baromètre  à  siphon, 
Hauteur  de  la  col.  obs.  =  h 

Dépression  supérieure. .  =  S 

Dépression  inférieure. .  =  — S' 

Hauteur  corrigée . =  h-\-S — S' 


Relativement  au  baromètre  à  cuvette, 
Hauteur  de  la  col.  obs.  =  h 

Dépression  supérieure.  =  -+-  S 

Dépression  inférieure. .  =  —  LS' 

Hauteur  corrigée . =  h  -h  S —  S 


En  faisant  des  observations  pendant  longtemps  dans  un  même  lieu , 
on  y  obtient  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  et  la  température 
moyenne  de  l’atmosphère,  deux  éléments  propres  à  faire  connaître 
approximativement  la  hauteur  absolue  de  ce  lieu,  en  partant  de  ce  ré¬ 
sultat  de  M.  Bouvard,  qu’au  niveau  de  l’Océan  et  à  la  latitude  de 
48°  5o',  la  hauteur  moyenne  du  baromètre ,  réduite  à  la  température  de 
la  glace  fondante,  est  de  76imin,4io,  et  que  la  température  moyenne 
de  l’air  y  est  de  -h  1 1°  centigrades.  C’est  ainsi  qu’on  opère,  à  défaut 
de  mesures  trigonométriques,  pour  déterminer  la  hauteur  d’une  base 
H.  61 
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mesurée  au-dessus  de  la  mer,  et  qu’on  veut  réduire  à  ce  niveau 
art.  144).  Il  faut  cependant  remarquer  que  ces  deux  données  nu¬ 
mériques  ne  sont  pas  les  mêmes  à  toutes  les  latitudes,  comme  le  fait 
voir  le  tableau  dressé  par  M.  Schouw,  professeur  à  Copenhague,  et 
que  M.  Biot  a  publié  page  170  de  son  Astronomie  physique  citée  plus 
haut,  en  indiquant  les  corrections  qu’il  faudrait  appliquer  aux  mesures 
barométriques  recueillies  en  divers  lieux  pour  les  rendre  parfaitement 
comparables  et  pouvoir  les  considérer  comme  simultanées. 

Application  du  baromètre  et  du  thermomètre  aux  mesures  trigonomé- 
triques  des  grandes  hauteurs. 


4121.  Les  formules  relatives  aux  différences  de  niveau  des  points 
trigonométriques  de  premier  ordre,  données  par  des  distances  zéni¬ 
thales  très-peu  différentes  de  l’angle  droit,  ayant  été  démontrées  au 
chapitre  xix  du  livre  III ,  nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où 
les  hauteurs  angulaires  sont  un  peu  grandes,  comme  lorsqu’il  s’agit 
de  mesurer  la  hauteur  d’une  montagne  très-élevée  au-dessus  de  la  sta¬ 
tion  de  laquelle  on  observe  son  sommet.  Laplace  a  encore  donné  pour 
ce  cas,  fort  rare  à  la  vérité,  une  méthode  déduite  de  sa  théorie  des  ré¬ 
fractions  ,  et  appuyée  sur  ce  fait  digne  de  remarque  qu’à  des  hauteurs 
apparentes  de  plusieurs  degrés  la  valeur  de  la  réfraction  terrestre, 
comme  celle  de  la  réfraction  astronomique,  est  indépendante  de  toute 
hypothèse  sur  la  constitution  de  l’atmosphère.  Par  exemple,  si,  en  11e 
négligeant  rien  dans  la  première  valeur  de  do  (art.  254),  on  la  déve¬ 
loppe  en  série  jusqu’aux  termes  en  s2  inclusivement,  qu’on  fasse  atten¬ 
tion  que  ^  =  1  —  et  qu’on  intègre  depuis  j  =  o,  on  trouvera  ,  sans 

la  moindre  difficulté,  et  comme  à  la  p.  280  du  tome  IV  de  la  Méca¬ 
nique  céleste , 


v=s  tangZ 


Soit  rs'  la  hauteur  calculée  par  la  formule  (8)  (art.  221),  mais 
sans  avoir  égard  à  la  réfraction ,  et  désignons  par  rds  la  correction  due 
à  ce  phénomène,  on  aura  s  —  s'  ds,  valeur  qu’il  est  permis  de  sub¬ 
stituer  dans  celle  de  u,  puisque  la  réfraction  n’altère  pas  cet  angle.  Or, 
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en  négligeant  les  très-petits  termes  sds  et  ads,  on  obtiendra 

o=-*togz+«^[e-^], 

et  de  là  on  tire  pour  la  correction  de  réfraction 


r*s  =  ^rz[rs'-iff ]• 


Il  est  à  remarquer  qu’en  désignant  par  g  la  gravité,  l'g.J'pds  est  la 
pression  de  l’atmosphère  à  la  station  de  l’observateur,  moins  sa  pres¬ 
sion  à  l’objet  observé,  différence  qui  correspond  à  celle  e  des  hauteurs 
des  baromètres  à  ces  deux  points,  le  mercure  y  étant  réduit  à  zéro  de 
température;  ainsi  on  a 

rë  •  f pds  =  £. 

D’un  autre  côté,  il  a  été  démontré  (art.  248)  que  la  densité  (p)  cor¬ 
respondante  à  la  pression  (p)  a  pour  expression 


partant 


r.Jpds  ai  ai/ 

(p)  ~~  e(p)  O) 


ace/ 


en  prenant  la  densité  (p)  à  zéro  de  température  et  à  om,76  de  hauteur 
barométrique.  Cette  dernière  valeur  a  cela  de  particulier,  qu’elle  reste 
toujours  la  même  tant  que  e  ne  change  pas,  quelle  que  soit  d’ailleurs 
la  densité  réelle;  et  en  effet  aet(p)  varient  ensemble  dans  le  même  rap¬ 
port.  Mettant  donc  pour  a  et  Z  leurs  valeurs  respectives  0,000293876 
et  7974  (art.  248) ,  on  a 

-«.-^  =  -3,08338.6; 

ainsi  la  hauteur  vraie  cherchée  =  rs'  —  rds ,  ou,  pour  abréger?  — Az ; 
expression  dans  laquelle 


(A)  A; 


I  o,  000293876  X- 

” '  L 


00375 1' 


z- 3, 08338  (A, 


-A.) 


cos1  Z  » 

6i*.v 
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h0  et  h0  étant  les  hauteurs  des  baromètres  aux  stations  supérieure  et 
inférieure,  le  mercure  y  étant  réduit  à  zéro  de  température.  Si  donc 
±.t  ±  t'  sont  les  températures  du  mercure  aux  mêmes  stations,  et 
que  h ,  A' soient  les  hauteurs  observées  des  baromètres,  on  aura 


** 


en  prenant,  bien  entendu  ,  le  signe  supérieur  lorsque  la  température 
est  au-dessus  de  zéro,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

Le  plus  souvent  il  sera  impossible  de  se  procurer  h\  alors  on  négli¬ 
gera  le  second  terme  de  la  correction  (A),  qui  est  d’ailleurs  fort  petit, 
et  l’on  se  bornera  à  recueillir  la  hauteur  du  baromètre  et  celle  du  ther¬ 
momètre  à  la  station  inférieure,  en  même  temps  que  la  distance  zéni¬ 
thale  apparente  du  sommet  de  la  montagne.  Mais  remarquons  que  la 
cime  du  mont  Blanc ,  observée  lors  de  la  tçjangulation  primordiale  de 
la  France,  n’ayant  été  vue  au-dessus  de  l’horizon  des  mont  Granier  et 
mont  Colombier  (PL  III )  que  sous  un  angle  moindre  que  2  degrés,  la 
correction  (A),  qui  dérive  d’une  tout  autre  condition,  laisserait  une  in¬ 
certitude  de  plus  de  8  mètres  sur  l’altitude  de  cette  plus  haute  som¬ 
mité  des  Alpes,  trouvée  exactement  de  48 iom  (page  a3o  du  tome  II  de 
la  Nouvelle  Description  géométrique  de  la  France ).  Voilà,  ce  nous 
semble,  ce  qu’il  y  avait  à  dire  de  plus  intéressant  sur  l’hypsométrie  ap¬ 
pliquée  dans  un  pays  de  hautes  montagnes. 
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SUR  LE  MODE  DE  PROJECTION  EMPLOYÉ  DANS  LA  FORMATION  DU 
CANEVAS  TRIGONOMÉTRIQUE  d’uNE  GRANDE  CARTE. 


42‘2.  Le  but  des  opérations  géodésiques  étant  de  faire  connaître  en 
généra]  les  latitudes  et  les  longitudes  de  tous  les  points  qui  ont  été  re¬ 
levés  trigonométriquement  et  astronomiquement,  il  importe  d’en  éta¬ 
blir  sur  la  carte,  et  conformément  aux  valeurs  de  ces  deux  coor¬ 
données,  les  positions  relatives  (art.  108),  ensuite  de  lier  par  des 
droites  les  sommets  des  triangles.  Or  le  mode  de  projection  adopté 
maintenant  parmi  les  ingénieurs-géographes  français  est  celui  d’apres 
lequel  a  été  dressé  le  canevas  général  de  la  nouvelle  carte  de  France. 
Voici,  en  peu  de  mots,  le  principe  qui  lui  sert  de  base. 

L’échelle  d’une  carte  étant  adoptée,  le  méridien  principal,  tel  que 
celui  de  l’Observatoire  de  Paris  ( PL  III),  se  développe  en  ligne  droite, 
comme  dans  le  système  de  projection  employé  par  Cassini  ;  mais,  au  lieu 
d’y  représenter  également  par  des  lignes  droites  les  arcs  de  plus  courte 
distance  perpendiculaires  à  ce  méridien  (art.  164),  on  y  trace  des  cercles 
concentriques,  dont  les  longueurs  des  degrés  représentant  ceux  de  lon¬ 
gitude,  soient  les  mêmes  que  sur  le  globe  terrestre  supposé  réduit  à  l’é¬ 
chelle  dont  il  s’agit,  et  dont  leur  centre  commun  soit  pris  sur  le  pre¬ 
mier  méridien  ;  l’un  de  ces  cercles  devant  être  décrit  d’un  rayon  égal 
(dans  le  cas  de  la  sphéricité  de  la  Terre)  à  la  cotangente  de  la  latitude 
du  milieu  de  la  carte,  ou  de  45  degrés  relativement  à  la  France. 

Il  résulte  de  là  que  les  parties  du  méridien  principal  et  celles  des 
parallèles  à  l’équateur  conservent  exactement  sur  la  carte  les  rapports 
de  grandeur  qu’elles  ont  entre  elles  sur  le  sphéroïde,  et  que  les  aires 
des  espaces  quelconques  y  sont  aussi  proportionnelles  à  celles  des 
espaces  correspondants  sur  le  globe;  deux  propriétés  caractéristiques 
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et  remarquables  de  cette  projection,  qui  permettent  de  résoudre  tres- 
simplement  les  problèmes  de  géographie  les  plus  usuels.  Ces  proprié¬ 
tés  se  démontrent  facilement  ainsi  qu’il  suit,  en  supposant  toujours  la 
Terre  un  ellipsoïde  de  révolution. 

125.  Supposons  d’abord  qu’une  courbe  quelconque,  tracée^ur  le 
plan  de  projection ,  soit  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  et  dési¬ 
gnons  en  conséquence  par  R  le  rayon  vecteur  d’un  de  ses  points  M , 
par  ts  l’arc  qui  mesure  l’angle  que  ce  rayon  fait  avec  le  méridien  prin¬ 
cipal ,  tel  que  celui  de  Paris,  développé  en  ligne  droite.  Supposons  de 
plus  un  autre  système  de  coordonnées  rectangles  x,  y,  ayant  même 
origine  que  R,  et  prenons  ce  même  méridien  pour  l’axe  des  abscisses; 
enfin  représentons  par  ds  l’élément  de  cette  même  courbe  :  on  aura , 
comme  l’on  sait, 

j?  =  Rcosry,  ^^=Rsill7ô, 
ds*  =  dJ\*  RWts2 

Soient  en  outre  dst  l’élément  d’un  parallèle  sur  le  sphéroïde  de  révo¬ 
lution,  p  son  rayon  de  courbure,  et  dp  son  amplitude  mesurée  par  un 
arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  l’unité;  on  aura 

dss—pdp. 

Or,  les  projections  des  parallèles  étant  des  cercles  concentriques,  et  les 
mesures  prises  sur  ces  courbes  étant  les  mêmes  que  sur  le  globe  ter¬ 
restre,  on  exprimera  analytiquement  cette  propriété  en  faisant  dB  =  o 
et  ds  =  ds <  ;  partant  l’équation  différentielle  (i)  donne 

pdp  —  Bdzs  ; 

puis,  intégrant,  il  vient 

(a)  '  = 

sans  constante,  puisque  la  longitude  p  comptée  du  méridien  principal 
est  nulle  en  même  temps  que  l’angle  rs. 

Lorsque  p  correspond  à  la  latitude  H ,  et  que  ci ,  b  expriment  les  demi- 
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axes  de  l’ellipse  génératrice  du  sphéroïde  terrestre,  on  a  (art.  170 


P  = 


a  cos  H 


=  N  cos  H  ; 


par  conséquent  l’on  tire ,  de  l’équation  (a), 


TS 


f  =  TcosH- 


Représentons  maintenantpar  u  l’angle  que  la  tangente  à  la  courbe 
d  un  méridien ,  sur  la  carte,  fait  avec  le  rayon  vecteur  R  du  point  de 
contact;  on  aura,  d’après  la  théorie  connue, 


(3) 


tangw  = 


Rrfe 

~dR  ’ 


et  de  l’équation  (a)  l’on  tirera ,  en  faisant  tout  varier,  excepté  p , 

Rx/gt  pdp 
~dR  ~  ~dR  ~  W* 


Mais ,  parce  que  d  R  est  égal  à  l’élément  de  de  l’ellipse  génératrice  du 
sphéroïde  terrestre,  il  est  aisé  de  s’assurer  que,  d’après  l’art.  109,  on  a 

â  =  sinH’ 

en  désignant  par  H  la  latitude  du  point  M,  dont  x ,  y  sont  les  coor¬ 
données  rectangles  de  la  projection.  Ainsi 

(4)  tang  m  =  p  sin  H  —  sr. 

D’ailleurs,  soit  ^  l’angle  que  la  tangente  à  la  courbe  du  méridien  sur 
la  carte  fait  avec  l’axe  des  x  ou  le  méridien  rectiligne,  il  est  évident  que, 
puisque  -+-  u ,  l’on  a,  à  très-peu  près, 


(5) 


^  =  p  sin  H . 
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Pour  la  simplicité  des  opérations  graphiques,  on  transporte  l’ori¬ 
gine  des  coordonnées  rectangles  au  point  où  le  parallèle  moyen  coupe 
le  méridien  principal  ;  ainsi ,  en  désignant  par  X ,  Y  ces  nouvelles  coor¬ 
données  absolues,  et  par  t  le  rayon  du  parallèle  dont  il  s’agit,  on  a 
évidemment 

x  =  t  +  X,  J  =  Y,  * 


en  prenant  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  selon  que  le  point  M 
est  au  nord  ou  au  sud  de  la  nouvelle  origine.  Dans  ce  cas,  et  en  vertu 
de  l’hypothèse  primitive, 

acot> 


(i  — e2sin2À)* 


l  étant  la  latitude  du  parallèle  moyen,  ou  du  45e  degré  pour  la  carte 
de  France,  et  e2  désignant  le  carré  de  l’excentricité  des  méridiens  ter¬ 
restres.  Par  conséquent,  à  cette  latitude,  l’équation  (4)  donne  u  =  o; 
c’est-à-dire  que  tous  les  méridiens  de  la  carte  coupent  à  angle  droit  le 
parallèle  moyen  [voyez  Pl.  ///);  et  il  est  évident  que,  selon  qu’on 
fera  la  longitude  p  constante  et  la  latitude  H  variable ,  ou  réciproque¬ 
ment  p  variable  et  H  constant,  les  valeurs  de  a:  et  /  résultantes  don¬ 
neront  une  série  de  points  appartenant  à  la  projection  d’un  méridien 
ou  à  celle  d’un  parallèle. 

Lorsque  ds  désigne  sur  la  carte  l’élément  d’un  arc  de  méridien ,  on 
a,  à  cahse  de  la  relation  (3), 


ds  — - =  dR(i  —  2  sin2  \u)~\ 

COS  U  v 


c’est-à-dire  qu’une  petite  ligne  géodésique,  mesurée  dans  le  sens  du 
méridien,  s’accroît  en  projection  dans  le  même  rapport  que  cos u  di¬ 
minue. 


424.  Représentons  par  R  une  ligne  géodésique,  par  exemple  le  côté 
d’un  triangle  du  premier  ordre,  faisant  sur  la  Terre  un  angle  Z  avec  le 
méridien  de  l’une  de  ses  extrémités;  et  cherchons  tant  la  projection 
de  cet  angle  que  celle  de  cette  ligne. 

D’abord,  si,  entre  la  ligne  R  et  le  méridien  dont  il  s’agit,  l’on  con- 
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çoit  sur  la  Terre  un  arc  de  parallèle  infiniment  petit  cfc, ,  il  pourra 
être  considéré  comme  la  hauteur  d’un  triangle  rectangle  élémentaire 
dont  les  côtés  seront  dst ,  de  et  d K  ;  ainsi 


tang  Z  = 

Mais,  sur  la  carte,  les  projections  des  deux  côtés ds, ,  de,  sont  respec¬ 
tivement  dst ,  (art.  précéd.),  et  forment  un  angle  dont  la  valeur  est 

de  900  —  u.  Si  donc  Z'  est  la  projection  de  l’azimut  Z,  on  trouvera, 
avec  un  peu  d’attention, 

tang  Z'  (  1  —  ^  tang  Z  sin  au)  =  tang  Z  cos2  u. 

Dans  la  pratique,  Z  et  Z'  diffèrent  toujours  très-peu  l’un  de  l’autre, 
même  aux  limites  orientales  et  occidentales  de  la  carte  de  France  ;  on 
pourra  donc,  d’après  le  théorème  de  Maclaurin ,  faire 


Partant, 

Z'  =  Z  +  m sin2 Z  —  —  sin aZcos2Z. . 
2 


et  il  n’est  pas  difficile  de  voir  qu’on  aurait  aussi  sous  forme  finie, 


tang  (Z' —  Z)  =  ■ 


sin  Z  sin  (Z —  u)  . 

- — ; - -sinu 

cos2  Z 

sin  Z  sin  (Z  —  u ) 


et  que  la  projection  Z'  -  Z"  de  l’angle  de  deux  droites,  données  de  di¬ 
rection  par  les  azimuts  Z ,  Z, ,  serait  exprimée  par  — 


^  —  Z  —  Z,  -h  u  sin  (Z  —  Z4)sin(Z  -+-  Z,  ), 


aux  quantités  près  du  second  ordre. 

Il  résulte  en  outre  de  la  propriété  de  la  projection ,  que  si  K'  est  la 
n-  (>a 
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projection  de  K ,  on  a  en  quantité  finie  , 

K' cos  (Z  —  wcosaZ)  =  KcosZ. 


En  effet,  sur  la  projection,  le  triangle  élémentaire  donne 
sin(  90°  -+-  Z'  —  u)  *.  =  cosw  ’•  d&'y 


d’où 

dK' cos(Z' -  u)  =  dM. 

D’ailleurs,  sur  la  Terre,  le  triangle  rectangle  élémentaire  corres¬ 
pondant  donne 

dM  =■  ^KcosZ, 


donc 


et  intégrant,  il  vient 


d¥J  cos  (Z'  —  u)  —  dK  cos  Z , 
K'  cos  (Z'  —  il)  =  R  cosZ  ; 


mais  Z'  =  Z  +  m  sin2  Z,  en  négligeant  le  terme  du  second  ordre  :  donc, 
en  éliminant  Z',  on  obtient  la  relation  énoncée  ci-dessus;  et  en  la  rédui¬ 
sant  en  série,  il  vient 

K/  —  K  ^1  —  ^  sin aZ  -h  sin2  2Z  -4-  ^  cos4  Z. .  .^. 

Enfin  l’angle  Z'  étant  diminué  de  celui  que  le  méridien  de  la  carte 
fait  avec  l’axe  des  x,  on  a  pour  l’inclinaison  z  de  la  projection  d’une 
ligne  géodésique  avec  une  parallèle  à  l’axe  des  x , 

z  =  T  —  =  Z  —  73  —  u  cos2  Z. 


Ce  résultat  suppose  que  la  latitude  H  est  plus  grande  que  45°;  autre¬ 
ment  le  terme  u  cos2  Z  serait  positif. 

Maintenant,  si  l’on  considère  la  différentielle  dlt  de  l’aire  comprise 
entre  deux  méridiens  et  deux  parallèles  sur  la  carte,  elle  est,  à  un  infi¬ 
niment  petit  près  du  second  ordre,  la  même  que  celle  de  l’aire  du 
secteur  dont  l’arc  est  un  de  ces  parallèles,  c’est-à-dire  que,  d’après  la 


notation  ci-dessus , 
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Mais ,  sur  la  Terre,  la  différentielle dl  de  l’aire  correspondante  est 


donc 

et  partant 


dl=zs{dvj 
dlt  =  dl ; 
2,  =  2. 


Il  suit  de  là  que  les  aires  des  espaces  quelconques  pris  sur  la  terre 
ne  sont  nullement  altérés  en  projection. 

425.  L’angle  z  précédent  est  celui  que  nous  avons  appelé  azimut 
modifié  (  page  5 94  du  tome  II  du  Mémorial  du  Dépôt  de  la  Guerre , 
1 83 1  ).  On  voit  donc  que  si  on  voulait  calculer  sur  la  carte  les  coor¬ 
données  rectangles  des  points  secondaires  et  tertiaires,  on  placerait, 
par  exemple,  l’origine  des  axes  en  un  point  M  connu  de  position  sur 
cette  carte,  et  alors  les  coordonnées  de  l’extrémité  M' du  côté  MM'=  K' 
partant  de  cette  origine  seraient 

dx  —  YJcosz,  =  K' sin  z , 

ou ,  ce  qui  est  de  même , 


dx  =  R'  cos  (  Z  —  zs  —  u  cos*  Z  ) , 
dj  =  K'sin  (Z  —  rs  —  u  cos2  Z). 

Ayant  de  cette  manière  les  coordonnées  relatives  de  l’extrémité  M' 
de  R',  celles  absolues  du  même  point  seraient 

X'~X  +  dx,  Y'=Y-b  dj; 

mais,  pour  faire  une  juste  application  de  cette  méthode  des  distances 
à  la  méridienne  et  à  sa  perpendiculaire  sur  le  système  actuel  de  projec¬ 
tion,  il  faudrait  assigner  le  signe  des  angles  zs  et  u,  comme  nous  allons 
1  indiquer,  quoique  cette  opération  ne  soit  plus  nécessaire  depuis  que 

6a.. 
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les  ingénieurs-géographes  déterminent  les  latitudes  et  longitudes  de 
tous  les  points  trigonométriques  (art.  193),  et  qu’ils  les  projettent  au 
moyen  de  ces  deux  coordonnées,  lorsque  les  méridiens  et  les  parallèles 
sont  préalablement  tracés  sur  la  carte. 

On  remarquera  qu’à  Test  du  méridien  principal  et  au  nord  du  pa 

rallèle  moyen ,  on  a 

z  —  Tj  —  73  —  u  cos2  Z; 

qu’à  Test  de  la  première  ligne  et  au  sud  de  la  seconde,  on  a 


z  =  Z  —  73  -+-  u  cos2  Z  ; 

qu’à  l’ouest  du  méridien  principal  et  au  nord  du  parallèle  moyen,  on  a 
z  =  Z  -h  73  -+-  u  cos2  Z; 

enfin  qu’à  l’ouest  de  la  première  ligne  et  au  sud  de  la  seconde,  on  a 


Z  =  Z  -+-  75  —  U  COS2  Z. 

Bien  entendu  que  les  angles  zs  et  u  ont  pour  argument  la  latitude  H  du 
point  M  de  départ. 

Pareillement ,  pour  le  côté  R'  qui  représente  la  projection  de  R  me¬ 
suré  sur  la  Terre,  on  a 


à  l’est 
à  l’ouest 


i  nord 


du  méridien  principal,  et  j  au  sud  J  du  parallèle  moyen, 
log  R'  =  log  R  —  ~  sin  i" . jul  sin  2Z ; 

1  eSt  ï  du  méridien  principal,  et  \  au  sud  1  du  parallèle  moyen, 
l’ouest  )  \  aunord  ) 


on  a 


log  R'  =  log  R  -+-  Ysin  I,  -fJL  sin 


formules  dans  lesquelles  l’angle  «  doit  être  exprimé  en  secondes. 
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L’exemple  numérique  que  nous  avons  donné  page  6o4  du  tome  II  du 
Mémorial  du  Dépôt  de  la  Guerre  dissipe  toute  obscurité  à  cet  égard. 

Résolvons  maintenant  ce  problème  : 

Les  coordonnées  rectangles  X,  Y,  d’un  point  quelconque  de  la  pro¬ 
jection  étant  connues ,  trouver  sa  latitude  et  sa  longitude. 

Solution.  Le  canevas  trigonométrique  de  la  nouvelle  carte  de  France 
étant  pris  pour  exemple,  les  méridiens  et  les  parallèles  y  sont  tracés 
ainsi  qu’on  vient  de  l’expliquer,  et  en  supposant  à  l’ellipsoïde  terrestre 
les  dimensions  suivantes  : 

Quart  du  méridien.  .  .  Q  =  ~  10000000“, 
log.  rayon  de  l’équateur,  ou  lo g  a  =  6,8o4584o, 
log.  carré  de  l’excentricité,  ou  loge2  =  7,8108714. 

Il  résulte  de  là  que  si  t  désigne,  comme  précédemment,  le  rayon  de 
la  projection  du  parallèle  moyen  dont  la  latitude  est  de  45°,  la  série 

f  ié*  I  3  e*  1  3.  5  e* 

<  =  Œ  H —  • 1 —  .7.-7 — I —  •  7  *  •  cT  H-  •  •  • 

V  22  2  4  4  2468 

donnera 

t  —  658686i“ ; 


alors,  en  supposant  aux  coordonnées  du  point  M  ces  valeurs 
X  =  -  ^28707“,  Y  =±  -  388685“, 

on  aura 

t  -  X  =  x  =  6i58i55m,  Y  =  jr 

De  plus ,  à  cause  de 

tangw  = -  ,  R  =  -^— ,  R  =  -^— , 

0  x  cos  ct  ’  sin  u  7 

on  trouvera ,  en  opérant  par  les  logarithmes  à  sept  figures ,  cette  valeur 


Par  suite,  on  aura 


sfe  3°36'4t%6. 


loSR  =  loS~  =  6,79o3i37.  log  R  =  log-L  =  6>79°3i4o, 
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c’est-à-dire  deux  valeurs  logarithmiques  presque  identiques;  et,  en  pas¬ 
sant  aux  nombres , 

R  =  6170406“ 

Faisant  maintenant 

t  —  R  =  G  —  2i6455m, 

«• 

l’amplitude  <p  de  cet  arc  commençant  à  la  latitude  de  45°  se  déduira 
de  cette  série 

y  =  ±.  Aî7  —  B<7 3  -+-  C<7 4 .  .  . , 
démontrée  art.  185,  et  dans  laquelle 

.^180  „  _  3  180  a*e7  _  1  180  a'é1 

4  ’  ~  '  ifïr7’  v'“î,T  ïy7’ 

y  et  y'  étant  les  rayons  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  à  la 
latitude  dont  il  s’agit.  Si  l’on  évalue  numériquement  ces  coefficients, 
dont  les  deux  premiers  suffisent  pour  toute  l’étendue  de  la  France,  on 
aura 

log  A  =  4)954*469,  logB  =  5,83770, 

et  par  suite 

tp  =  i°, 947816=  i°56'5a",i4î 

enfin  la  latitude  cherchée  sera 

II  =  45°  -4-  9  =  46056/5a",  14. 

Notez  bien  que,  dans  la  série  précédente ,  les  deux  premiers  termes  se 
soustraient  l’un  de  l’autre  ou  s’ajoutent  ensemble,  selon  que  le  point  M 
donné  est  au  nord  ou  au  sud  du  45e  degré  de  latitude. 

Quant  à  la  longitude  P  de  ce  même  point,  comptée  du  méridien  prin¬ 
cipal  ou  de  Paris ,  elle  a  pour  expression ,  d’après  ce  qui  précède , 


N  étant  la  normale  ou  le  rayon  de  plus  petite  courbure  au  point  donné. 
Or,  logN  se  trouvant  au  moyen  de  la  Table  IV  du  tome  I,  mais  des 
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nombres  de  laquelle  on  devra  ôter  o,oooo3i4>  parce  que  le  quart  du 
méridien  y  est  supposé  de  10000724™,  on  aura  à  la  latitude  H  ci-dessus, 

logN  =  6,8o5335i , 

et  de  là 

P  =  5°,  11047  —  5°6'37",69. 

Enfin ,  comme  le  point  M  a  pour  coordonnées  rectangles  —  X  et  —  Y 
sur  la  projection  actuelle,  il  se  trouve  situé  au  nord  du  parallèle 
moyen  et  à  l’orient  du  méridien  principal  (art.  164). 

Ajoutons  que,  la  face  méridionale  de  l’Observatoire  de  Paris  étant  de 
48°5o'i3//,22  =  48°, 837005,  on  peut  avoir  besoin  de  connaître  sa  dis¬ 
tance  au  parallèle  moyen,  mesurée 'sur  le  méridien  de  cet  Observatoire; 
or,  la  série  précédente  étant  retournée,  on  a 


a  —  ±.  A'<p  -+-  B'<pa  —  C'y* . .  . 

et 

A' =  —7  b—-  —  clnl  a  —  i  —  e^nl. 

180  y*  4  *  ïôo1  a1  1  4  1 804  *  fl1  1 

partant, 

l°g  A'  =  5,o45753i  ,  logB'  =  0,974968. 

Ainsi  la  distance  méridienne  cherchée,  en  faisant  attention 
(f>  z=  3°, 837005,  a  pour  valeur 

<7  —  426468™,  7. 


Formes  nouvelles  que  prennent  les  coordonnées  rectangles  sur  la 
projection . 


426.  Puisqu’en  général  les  coordonnées  primitives  d’un  point  M  sur 
la  projection  sont 

•*  =  R  cos  w,  j  =  R  sin©, 

et  que 


aP  cos  H 

®  =  — if—  (« 


-  a  sina  H)  , 


a  désignant  1  aplatissement  de  la  Terre,  ou  - — on  a 

« 

sin  sr  =  sin  ?.  (1  +  a  sin2  H  )J  , 

cos©  —  cos  |~—  H  (1  -h  a  sin2  H)J. 
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Mais  soit  ®0  ce  que  devient  77  lorsque  a  =  o,  on  aura  plus  smiple- 
ll,eiît  w  =  sr0(i-hasin2H); 


par  suite,  et  à  cause  de  la  petitesse  de  a, 


sin  zs  =  sin  770  -+-  a©0  sùi2  ^  cos 
cos 77  =  cos 77 o  —  awo  si»2  H  sin  77 0  ; 


partant , 


x  =  R  cos  7«r 0  —  a770  R  sin2  H  sin  770  , 
y  =  R  sin  770  4-  cczs0  R  sin2  H  cossr0. 

Faisant,  pour  abréger,  le  facteur  at70R  sin3  H  =  R, ,  on  aura  enfin 

x  =  R  COS 77 o  —  R»  sin770> 
y  =  R  sin  770  R,  cos770> 

formules  dans  lesquelles  et  Rï(-(H-1),  ou 

R  =  t  +  (X  —  H),  selon  que  le  point  M  est  au  nord  ou  au  sud  du 
parallèle  moyen  dont  la  latitude  est  X.  Elles  font  voir  clairement  quelles 
corrections  devraient  subir  les  coordonnées  primitives  x ,  y,  si  elles 
étaient  connues  pour  la  Terre  supposée  sphérique,  et  s’il  fallait  que 
leurs  valeurs  numériques  correspondissent  à  la  figure  ellipsoidale  dont 
l’aplatissement  serait  a  et  très-petit;  ou  bien  ce  qu’il  faudrait  faire 
pour  que  ces  coordonnées  convinssent  à  un  autre  aplatissement  a  ,  si 
elles  avaient  été  originairement  assujetties  à  l’aplatissement  a. 

Il  est  d’autres  espèces  de  projections  usitées  en  géographie;  mais 
l’analyse  de  leurs  propriétés  entraînant  dans  des  procédés  graphiques 
qui  sont  hors  du  domaine  de  la  science  géodésique,  nous  renverrons 
le  lecteur  aux  deuxième  et  troisième  livres  de  notre  Traité  de  Topo¬ 
graphie,  où  cette  matière  est  présentée  sous  le  double  point  de  vue  de 
la  théorie  et  de  la  pratique. 


Faute  essentielle  à  corriger.  Page  476,  ligne  1 


#5  #5 

-,  =  1  -h  5u,  lisez  — ,  =  1  — 7  u 

g  8  ’  g'  4 
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Puissant.  —  Traité  de  Géodésie ,  tome  II. 


ii  TABLE  I.  —  Ascensions  droites  moyennes  du  Soleil  en  temps. 


TABLE  I. 


ASCENSIONS  DROITES  MOYENNES  DU  SOLEIL  EN  TEMPS , 

Pour  tous  les  jours  de  l’année  ,  pour  servir  à  la  conversion  du  temps  sidéral  en  temps 
solaire  moyen ,  et  vice  versa. 
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Q 
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Q 

Q 

Q 

Q 

Q 

a 
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S 
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c 
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O 

i3.36.44  ,o3 

0 
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5 
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9 
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12 
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*7 
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22 

1 
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0 
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5 

22.33. 17,37 

9 
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i3 

2.33.47,12 

18 
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22 

2 
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0 
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5 
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9 
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i3 
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18 
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22 

3 

18.48.33,70 

0 

20.50.46,96 

5 
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9 
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1 3 
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18 
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22 

4 
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1 
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5 
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9 

0.47.20,17 
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18 
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22 

5 

18.56.26,82 

1 
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5 

22 .49  3,58 

9 
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i3 

2.49.33,34 

18 
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22 

6 
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■ 
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6 
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10 
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i3 
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18 
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22 

7 
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I 
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6 
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10 
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18 
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23 

8 
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1 
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6 

23.  0.53,24 

10 
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•4 
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«9 

5.  3.36,17 

23 

9 
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1 
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6 

23.  4.49,80 

10 

1.  7.  2,92 

>4 
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19 
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23 

IO 

19  16.  9,61 

, 
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6 
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10 
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«4 
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'9 
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23 
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10 
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10 
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‘9 
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23 

i3 
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2 
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7 
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24 
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7 
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11 
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24 

i5 
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7 
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11 
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•9 
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24 

16 
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2 
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7 
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11 
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i5 
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20 
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24 

>7 
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3 
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7 

23.36.22,21 

11 

1.38.35,36 

i5 

3  36.52,oi 

20 

5.39.  5,29 

24 

18 
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3 

21 .49.55,28 

7 

23.40.18,75 

11 

1.42.31,91 

i5 

3.40.48,57 

20 

5.43.  i,85 

24 

«9 

19.51 .38,63 

3 

21. 53. 5i, 83 

7 

23.44.l5,3l 

11 

1.46.28,46 

16 

3.44.45,13 

20 

5.46.58,4i 

25 

20 

ig.55.35, 18 

3 

21.57  48,39 

7 

23.48.11,87 

11 

1 . 5o . i5 ,02 

16 

3.48.41,68 

20 

5  5o  54,96 

25 

21 

i9.5g.3i ,74 

3 

22.  1.44,94 

8 

23.52.  8,42 

1 1 

1.54.21,58 

16 

3.52.38,24 

20 

5.54  5i,5u 

25 

22 

20.  3.28,29 

3 

22.  5.4i,5i 

8 

23.56.  4,98 

1 1 

i.58  18, .3 

16 

3.56.34,79 

20 

5.58  48,08 

25 

23 

20.  7.24,85 

3 

22.  9.38, o5 

8 

0.  0.  i,53 

il 

2.  2.14,68 

16 

4.  o.3i,35 

20 

6.  2  44,64 

25 

24 

20.11.21,40 

4 

22. i3.34,6i 

8 

0.  3.58,0g 

12 

2.  6.11,23 

16 

4.  4.27,90 

21 

6.  6.41 ,20 

35 

25 

20.15.17,96 

4 

22.17.31,16 

8 

0.  7.54,64 

12 

2.10.  7,79 

•7 

4-  8.24,46 

21 

6.10.37,75 

26 

26 

20.19. 14, 5i 

4 

22.21.27,72 

» 

0.11.51.20 

12 

2.14  4,34 

«7 

4. 12.21 ,01 

21 

6  14.34,31 

26 

27 

20  23.11,07 

4 

22.25.24,26 

8 

0.15.47,74 

12 

2. 18.  0,90 

*7 

4. 16. 17,57 

21 

6. i8.3o,86 

26 

28 

20  27.  7,63 

4 

22.29.20,82 

9 

0.19.44,30 

12 

2.21.57,45 

*7 

4.20.14,12 

21 

6.22.27,43 

26 

a9 

20  3i.  4>'9 

4 

0. 23.40,84 

12 

2.25.54,oi 

*7 

4.24. 10,69 

21 

6  26.23,98 

26 

3o 

20.35.  0,74 

4 

0.27.37,40 

12 

2. 29.50, 56 

4.28.  7,24 

21 

6.3o.2o,54 

26 

3! 

2o.38.57,3o 

5 

0.31.33, g5 

12 

4.32.  3,8o 

22 

Dans  les  années  bissextiles,  ôtez  un  jour  des  mois  de  Janvier  et  de  Février. 
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SUITE  DE  LA  TABLE  I. 

ASCENSIONS  DROITES  MOYENNES  DU  SOLEIL  EN  TEMPS , 

Pour  tous  les  jours  de  Vannée  ,  pour  servir  à  la  conversion  du  temps  sidéral  en  temps 
solaire  moyen ,  et  vice  versa. 


JUILLET.  ^  AOUT.  ^  SEPTEMB.  ^  OCTOBRE.  ^  NOVEMBRE  ^  DÉCEMBRE.  ^ 

C  C  C  î  î  î 


6.30.20,54  26 
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TABLES  II  et  III. 
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Quantités  à  ajouter  aux  ascensions  droites  moyennes  du  Soleil  en  temps  de  la  Table  I , 
pour  avoir  celles  de  Vannée  proposée. 
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1845 

3.15,79 

325 

i855 

1.35,92 

863 

1826 

1.41,67 

3°4 

i836  B 

3.58,36 

842 

1846 

2.18,49 

379 

i856  B 

4.35,.8 

916 

1827 

0.44,37 

358 

i837 

3.  1 ,06 

895 

>847 

1.21,19 

433 

i857 

3.37,88 

97° 

1828  B 

3.43,63 

412 

i838 

2.  3,76 

I  949 

1848  B 

4.20,45 

487 

i858 

2.40,58 

24 

1829 

2. ',6,33 

4G6 

>839 

1.  6,46 

3 

>849 

3.23, i5 

540 

>859 

1.43^28 

78 

1860  B 

4.42,54 

132 

TABLE  III. 

Il  Nutation  lunaire  en  ascension  droite  et  en 

Nutation  solaire  en  ascension 

temps. 

droite  et 

en  temps. 

Argument  :  Supplément  du  noeud  de  la  Lune. 

Argument:  Longitude  vraie  du©. 

Q 

0  -1- 

100  -+- 

200  -+- 

Q 

o*  _  6*  — 

i*  7* 

N. 

5oo  — 

600  — 

700  — 

N. 

Degrés. 

9  ■+■  3  ■+• 

10  -+-  4  ■+" 

0 

os  000 

0*646 

1*047 

100 

0 

0*000 

0*059 

3o 

10 

0,070 

0,700 

1,066 

9o 

3 

0,007 

o,o63 

27 

20 

0,  i38 

0,753 

1,081 

80 

6 

0,014 

o,o65 

24 

3° 

0,206 

o,8o3 

1,092 

70 

9 

0,021 

0,067 

21 

4° 

0,274 

0,848 

>,099 

60 

12 

0,028 

0,068 

18 

5o 

0,340 

0,890 

1 ,101 

5o 

i5 

o,o34 

0,069 

i5 

60 

o,4o5 

o,929 

>,099 

4° 

18 

0,040 

0,068 

12 

70 

0,468 

0,964 

•  ,092 

3o 

21 

0,046 

0,067 

9 

80 

o,53o 

0,996 

1 ,081 

20 

24 

o,o5i 

o,o65 

6 

90 

0,590 

I  ,023 

1,066 

10 

27 

o,o55 

o,o63 

3 

IOO 

0,646 

1,047 

i>°47 

0 

3o 

0,069 

o,o5g 

0 

N . 

9°°  — 

800  — 

700  — 

2*  —  8*  — 

4oo  -+- 

3oo  -t- 

200  -+- 

N. 

11-+-  5  -+- 

Degrés. 

TABLE  IV.  —  Conversion  du  temps  sidéral  en  temps  moyen 


TABLE  IV. 

Conversion  du  Temps  sidéral  en  Temps  moyen 

Argument:  Temps  sidéral. 


TABLE  Y.  —  Conversion  du  temps 


MOYEN  EN  TEMPS  SIDERAL. 


TABLE  Y. 

Conversion  du  Temps  moyen  en  Temps  sidéral. 


Argument  :  Temps  moyen. 


TABLE  VI.  —  Réfractions  pour  les  distances  apparentes. 


table  vi.  -  réfractions. 

Logarithme  de  la  réfraction  pour  om, 76  du  Baromètre  et  -b  10 0  du  Thermomètre 

centigrade. 

Argument  :  Distance  zénithale  apparente. 


DISTANCE 

appar.  locaritum. 


DISTANCE 

appar. 
au  zén. 

LOGARITHM. 

D1FFÉR . 

pour  1'. 

L lo° 

Ai 

42 

23 

l 

1,6890 

I  ,7043 

1 »7347 

:$e 

2,55 
a,  53 
3,53 
a, 53 
2,5a 

46 

II 

49 

50 

1 ,7801 

):ltl 

1 ,8a57 

1 ,8410 

2,53 

a,53 

2,53 

2,55 

5i 

5a 

53 

S 

i,8564 

1 ,9033 

1 ,9193 

2,58 

2,60 

a,63 

2,65 

56 

U 

& 

:;$S 

1 ,9685 
*.9K4 

a,ooa6 

2,7.3 

2,78 

2,82 

2,87 

61 

6a 

63 

3 

a  ,oaoa 
a,o38i 
a,o565 
2,07.53 
2,0946 

2,93 

2,98 

3,o5 

3,i3 

3,22 

66 

67 

68 
^9 

70 

2,1115 

a,i35o 

2,i56i 

2,1781 

2,2009 

3,42 

3,52 

3,63 

3,84 

7r 

73 

2,2246 

2, 3493 
2,275a 
2,3oa4 
2,33io 

3,97 

4,12 

4,3a 

Z,53 

4*77 

e  r 

76 

7^ 

ë 

2,36i3 

2,3936 

2,4280 

3$ 

5,o5 

5,38 

5,73 

6,i5 

6,67 

P 

0  0  0, 

2,9386 

2,9547 

2, 97 '3 
2,9883 
3,00.57 
3,0238 

3 ,0423 

16.1 
>6,6 

17 ,0 
*7,4 

18.1 
i8,5 

10 

20 

3o 

£ 
89.  0 

3,o6i3 

3,0809 

3,ioio 

3,1217 

3,1429 

3,i647 

'9,° 

>9,6 
20 , 1 
20,7 

21  ,2 

21  ,8 

22,4 

Table  complementaire. 


Distance  app.  | 
au  zénith.  ! 


COCO 

83 

VIII 


TABLE  VII.  —  Corrections  des  Réfractions  moyennes 


TABLE  VII. 

Corrections  des  réfractions  moyennes. 


du 

thermomètre. 


haute tu 
du 

thermomètre. 


Ladifférencede  lai™  partie  de  cette  Table  varie  de  7  à  5 
celle  de  la  a«  partie  varie  de  i5  à  20’. 


TABLE  VIII.  —  Réfractions  pour  les  distances  vraies. 


TABLE  VIII.  -  RÉFRACTIONS. 

Argument  :  Distance  zénithale  vraie. 


Puissant.  —  Traité  de  Géodésie,  tome  II. 


TABLE  XIII. —  Positions  moyennes  de  3o  Étoiles. 


XIV 


TABLE  XIV.  —  Aberrations  et  Nutations  de  3o  Étoiles 


TABLE  XIY 


Aberrations  et  nutations  de  3o  étoiles 


/3  Rigel.  .  . 
jî  Taureau. 
a  Orion.  . 
Canopus.  . 
Sirius. .  .  . 


«  grande  Ourse. 

(i  Lion . 

a  Vierge  (Épi). . 

a  Dragon . 

Arcturus . 


/3  petite  Ourse. 
Antarès.  .«a  . . . 
«  Ophiuchus. . . 
o  petite  Ourse. 
«  Lyre  (Vega).. 


«  Aigle  (Atmir)... 

«  Cygne - 

Fomalhaut . 

a  Pégase  ( Markab 
y.  Andromède . . . . 


a.  9.2a 
1.27.53 
1.25.3g 

-.■■•y 

0,1066 

0,4824 

o,i3i3 

...4.43 

0  a3.a4 

0.  7.34 
11.2431 
11-22  5o 

0.6927 

0,1728 

0,1427 

1,355g 

0,2393 

11.  6.i5 
io.a3.ag 
9.19  26 

9-*7-«7 

9.  0.  6 

o,i3og 

0,2668 

o,i638 

0,1120 

0,1493 

Suite  de  la  TABLE  XIV.  —  Aberrations  et  Nutations  de  6  Étoiles,  xv 


SUITE  DE  LA  TABLE  XIY. 

Aberrations  et  Nutations 

de  6  Étoiles. 

POLAIRE. 

P  PETITE  ourse. 

années.  en  ascension  droite  et  en  temps.  en  déclinaison. 

EN  ASC.  DROITE  ET  EN  TEMPS.  EN  DÉCLINAISON  . 

aberrat. 
nut.  £ 
nut.  O 

8Ji3<>5i 
8.16.  7 
8. i3.  3 

aberrat. 
nut.  £ 
nut.  O 

8. i3.  8 
8. i5.4 1 
8.12.33 

aberrat. 

8. 12. 22 

| 

nut.  O 

1860  j 

aberrat . 
nut.  £ 
nut.  O 

i83o 

aberrat . 

nut.  £ 
nut.  O 

1840 

aberrat . 
nut.  £ 
nut.  0 

i85o 

aberrat. 

nut.  £ 
1  nut.  0 

1860 

/  aberrat. 
!  nut.  £ 
1  nut.  O 

3.23.39  1 ,2797 

8.25.33  0.0-720 


RIGEL  (1840). 


TABLE  XV.  —  Deuxième  partie. 


XVII 


TABLE  XY. 

DEUXIÈME  PARTIE, 

Servant  à  faciliter  la  construction  des  Tables  de  réduction  au  méridien  pour  les  étoiles. 


On  a  vu,  page  166,  comment  on  forme  les  logarithmes  constants  a  et  b  pour  les 
Tables  de  réduction  au  méridien;  c’est  à  ces  logarithmes  constants  qu’il  faut  ajouter 
les  différences  logarithmiquesdesin1  ^P,  et  sin4{  P:  voici  un  exemple  de  ces  calculs. 

Calculs  pour  le  passage  supérieur  de  la  Polaire  (i  i  décembre  1796). 


angles  horaires 

de 

DIFFÉRENCE  LOGARITHM. 

l’étoile 
en  temps. 

sin4^P. 

oh  oni 

1 

0,00000 

9,355i4 

1 ,20412 

70436 

m 

2 

3 

6 

31670 

l 

28778 

23i94 

9 

10 

20458 

18302 

1  1 

i6554 

13 

1 5 1 1 2 

i3 

i3poo 

12872 

i5 

11980 

16 

1 1208 

17 

1 0526 

18 

*9 

20 

P 

8906 

21 

8470 

22 

8076 

23 

24 

$1 

25 

7084 

26 

6808 

27 

654» 

28 

63io 

a9 

3o 

6088 

588a 

3i 

5688 

3i 

55o6 

33 

5336 

34 

5178 

35 

5026 

36 

4884 

37 

4/48 

38 

4624 

39 

45oo 

40 

4388 

Log.  a.  .  . .  » . . .  4  » 
Différ.  log.  pour  ios .  3,12127 


o  "0071  7,24220 

20 .  60620 

0,0017  7,84840 

3o . .  352i8 

0,01.59  8,20o58 

4o .  24988 

o ,0282  8 ,45o46 

5o .  19382 

0,0441  8,64428 

,n>  o .  1.5836 


o,o635  8,80264 

im  10 .  i33go 

0,0864  *  8,93654 

im  20 .  11.598 

0,1128  <J,o52.52 

im  3o . î.  io23i 


0,1428  9, i 5483 

im  40 .  9lSl 

0,1763  9,24614 

im  5o .  8279 

o,2i33  9,32913 

etc. 


Log.  b .  2,67124 

Diff.  log.  pour  im .  9,355i4 

o"oooo  2 ,02638 

2..  _  I,2o4'2 

0,0000  3,23o5o 

3  .  70436 

0,0000  3,93486 

4  .  499/4 

0,0000  4,43460 

5.. v .  38764 

0,0000  4,82224 

6  .  31670 

0,0000  .  3, 13894 

7  .  26778 

0,0000  5,40672 

8  .  23194 

0,0000  5,63866 

9  .  ...  20458 

0,0001  5,84324 

10 .  i83o2 

0,0001  6,02626 

etc. 


On  aura  ainsi,  par  des  additions  successives,  les  logarithmes  des  deux  nombres 
dont  la  réunion  formera  chaque  terme  de  la  Table.  «• 

Le  second  terme  est  si  petit,  que  c’est  ici,  vers  9m,  qu’il  commence  à  valoir  à 
peu  près  o*,oooi;  il  varie  peu  dans  l’intervalle  de  in,;on  l'étendra  aux  dizaines  de 
seconde  par  une  interpolation  facile. 

Pour  les  signes  des  deux  nombres  de  chaque  terme  de  la  Table,  vo res  page  164. 


Puissant.  —  Traité  de  Géodésie,  tome  II. 


TABLE  XVI.  —  Réduction  au  méridien 


TABLE  XYI. 

Réduction  au  méridien  pour  les  Observations  faites  au  cercle  de  Borda. 

. 

itr  terme.  —  ARGUMENT  :  Angle  horaire  en  temps. 

Nota.  Si  l’angle  horaire  surpasse  i5m59s,  prenez-en  moitié  et  quadruplez  larcduct.  correspondante,  pour  avoir  la  réduct. cherchée. 


TABLE  XVI. —  Argument  :  Angle  horaire  en  temps. 


X] 


XX 


TABLE  XVII.  - CALCUL  DES  LATITUDES. 


TABLE  XVII. 

Pour  le  calcul  des  latitudes  par  laPolaire  observée  hors  du  méridien. 


LOG  E.  DIFF.  LOC  G. 


25  2,4583 

26  2,4923 

27  2,5240 

28  2,5563 

29  2,5867 


3,i 364 

3.. 5.8  ,5A 

3,i668 

3,  ,8,6  'j° 

3..  96,  ;4* 


TABLE  XVII. -  CALCUL  DES  LATITUDES. 


XXI 


XXII 


TABLE  XVII.  -  CALCUL  DES  LATITUDES. 


SUITE  DE  LA  TABLE  XVII. 

T. 

LOG  E. 

3 

B 

B 

BB 

B 

2b  O*" 

1 

2 

3 

4 

3,7824 

3,788q 

3,7954 

3,8oi8 

3,8o8i 

3,8i44 

3 , 8206 

3 , 8267 
3,8328 
3,8389 

65 

65 

64 

63 

63 

62 

61 

61 

61 

60 

Îî 

58 

58 

57 

56 

56 

56 

55 

54 

54 

53 

53 

53 

52 

5i 

5i 

50 

51 

49 

8,2294 

8,2348 

8,2402 

8,2455 

8,2507 

54 

54 
*  53 

52 

5i 

5i 

i 

49 

48 

% 

% 

44 

44 

43 

43 

42 

4* 

40 

4© 

39 

40 

38 

37 

37 

35 

3  7 

35 

2h3om 

31 

32 

33 

34 

3,9533 

3,9582 

3 , 963 1 
3,9679 
3>9727 

49 

le 

48 

48 

II 

46 

45 

46 

I45 

44 

44 

43 

43 

42 

42 

42 

42 

4« 

42 

le 

40 

40 

18 

39 

38 

8,3623 

8 , 3657 
8,3691 
8,3724 
8,3757 

3! 

33 

33 

33 

32 

3i 

3o 

3o 

3o 

3 

28 

28 

26 

26 

S 

7.5 

24 

24 

23 

23 

22 

22 

21 

21 

l9 

21 

*9 

5 

6 

7 

8 

9 

8,2558 

8,2609 

8,2658 

8,2707 

8,2756 

35 

36 

U 

39 

3,9775 

3,9822 

3,9868 

3,99*4 

3,9960 

8,3790 

8,3822 

8,3853 

8,3883 

8,39i3 

10 

1 1 

12 

13 

14 

3,844g 

3 , 85o8 
3,8566 
3,8624 
3,8682 

8,2804 

8,285i 

8,2897 

8,2943 

8,2988 

4° 

41 

42 

43 

44 

4 , 0006 
4,o95i 
4,0095 
4,0139 
4,oi83 

8, 3943 
8,3972 
8,4000 
8,4028 
8,4o56 

15 

16 

*7 

18 

'9 

3,8739 

3,879? 

3,885i 

3,8907 

3,8962 

8,3o32 
8,3076 
8,3i 19 
8,3i62 

8, 3204 

"45 

46 

47 

48 

49 

4,0226 

4 , 0269 
4,o3i2 

4,o354 

4,0396 

8,4082 
8, 4 108 
8,4i35 
8, 4160 
8,4i85 

20 

21 

22 

23 

24 

3,9016 

3,907° 

3,9123 

3,9^6 

3,9229 

8,3245 

8,3285 

8,3325 

8,3364 

8,34o4 

50 

51 

52 

53 

54 

4,o438 

4,o479 

4,0520 

4 , o56o 

4 , 0600 

8,42°9 

8,4233 

8,4256 

8,4279 

8,43oi 

25 

26 

27 

28 

29 

3,9281 

3,9332 

3,9383 

3,9433 

3,9484 

8,3442 

8,3479 

8,35i6 

8,355i 

8,3588 

55 

56 

U 

59 

4 , 0640 
4,0680 
4,°7'9 
4,0757 
4,0796 

8,4323 

8,4344 

8,4265 

8,4384 

8,44°5 

TABLE  XVII. -  CALCUL  DES  LATITUDES. 


3a  H7°5 

I:  î®! 

>■  as 


3o  g,4745 
3o  M751  I 
20  «>4753 

s  i:Sü 


■ 

LOG  ,E. 

3h  3om 

4,l834 

4,l862 

3i 

""32 

4,, 89. 

33 

4,1920 

.  34, 

r-  4  »  ^  943 

4  35 

4?**976 

36 

4,2003 

32 

4,2o3i 

38 

4,2o58 

39 

4,2o85 

4° 

4,2112 

4» 

4, 21 38 

42 

4,2164 

43 

4,2190 

44 

4,2216 

æ 

4,2241 

4 , 2266 

46 

47 

4,^91 

48 

4,a3i6 

49 

4, >34i 

,  5o 

4 , ?365 

5 1 

4,2389 

1)2 

4,2413 

4,2436 

■  4  2460 

53 

54 

.55 

4,^483 

56 

4,2506 

57 

4,a528 

58 

4, 2-55 1 

59 

4,2573 

23  .  3-^8 

22  8-47*9 

23  8-4? 'o 
2,  8,47°" 
22*  3-4<%0 


TABLE  XVIL  —  calcul  des  latitudes 


TABLE  XVII. - CALCUL  DES  latitudes. 


15  4,3676 

16  4,3683 

1 7  4,3G9° 

18  4,3698  j 

19  4^704 


25  4,3743 

26  4,3748 

27  4,3754 

28  ï’vïâ 

29  4,3760  , 


5  8,0660 

6  8,0540 

5  8,0417 

6  8,0290 

5  6,0159 


ras 

5h3om 

31 

32 

33 

34 

H  77» 

4,3774 
4, 37^ 

35 

4,3792 

36 

4,3796 

37 

4 , 38oo 

38 

4 , 38o4 

39 

4 , 38o8 

4° 

4 , 38 1 ï 

41 

4,3814 

42 

4,38i7 

42 

4,3820 

44 

4,3823 

45 

4,3826 

46 

4,3828 

47 

4 , 383o 

48 

4,3832 

49 

4,3834 

5o 

4,3836 

5i 

4, 3837 

52 

4,3839 

53 

4,384o 

54 

4 , 384  ï 

55 

4,3842 

56 

4,3843 

57 

4,3843 

58 

4,3844 

% 

4,3844 

A  7, 9256 

f  î:C 


7Va/fc  de  Géodésie .  tome  II 


agSSJj  I  I  I  “2SAA8  I  I  »2S«4Æ  »2S^  ° 2  *<S^ 


TABLE  XV 111. 


Calcul  des  azimuts 


TABLE  XVIII. 

Pour  faciliter  le  calcul  des  azimuts  par  les  digressions  de  la  Polaire. 


I  4 >7*5'?  363  O’Wl 

i,7u8;6  ïw.,  9,59628 
4>73£9  ü  9,6o,i5 
4.736oa  365  9,6o6o3 

ttffî  »H  99;68;$ 

- -  364  _ 

»  %& 

1,75426  **  ^63oéè 

|.757g  S  9,63562 

igçtf  M  I;«t56Î 

- : -  368  - 

g  83» 

!:k  p  âge 

4,78739  37°  9,67589 

-  37r  - 

4,79110  9,68100 

4,794f'  fc  9*68613 

4,79853  3,a  ^60,28 

4,80226  |73  g  69643 

4,8o55o  373  g  70157 

4,80973  374  £70677 

- r  3;5  - 


486  8,35740  620  ; 

h  :?g  l:r 
»  iS  - 

492  -  6,9  - 

88-89477  620 

8,9^7  ,621 
•  J.9^98  62, 

!s  ^ 

8,92062 

502  _ . _  621 

5°2  8.^83  622 

5o3  8,938o5 

SJ  H  Si 

5 1 1  _____  624*^  _ 

5*3  S,96i/A  625 
5*5  î’ttf,  625 
5*5  J ,9»* y*  626 
5*8  626 

510  gis  Cn~ 

I  521  - - —  627 


Wi  $ 

i&£  * 


m  w 

4'9‘ÿ.  40  ■> 

4,9*962.  ^ 


tlffi  Ile 

4,98664  K 
4,9908* 

4,99500  l* 

4,9992* 


522  9,00677  628 

|  523  9,0  3o5 

525  9>0,ÿ3  63o 

526  9'°S  83o 

518  Ü$8§J  630 

53o  _ -  63 1 

5  la  9,o4454  633 

53,  9,00087  63 

535  634 

537  63.5 

538  1,5$  633 

54o  -  637 


yj  9,72768 

3 Tl  9,7329, 

37°  9,73822 

378  - 

38o  9,74352 

38o  9,74884 

38? 

£  8:85 
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TABLE  ALPHABÉTIQUE 

DES  MATIÈRES. 


(Les  chiffres  romains  indiquent  le  volume  de  cet  Ouvrage,  et  les  chiffres  arabes 
en  désignent  les  pages.) 


A 

Aberration  (formules  d1),  I,  375  II,  8g  à  97. 
Achromatiques  (lunettes),  I,  167;  H,  116. 

Aire,  ou  mesure  des  surfaces,  I,  4>5  à 

-  d'une  zone  sphérique,  I,  4*9- 

-  d’une  zone  sphéroïdique,  I,  421- 

Alidades  du  cercle  répétiteur,  I ,  i65. 
Almicantarats ,  I,  9. 

Altitude,  I,  q5. 

Amplitude  (ortivc,  occasale) ,  1,  g. 

_  d’un  arc  terrestre,  I,  33 1  et  374- 

_  dos  oscillations  du  pendule;  sont  con¬ 
stantes  dans  le  vide ,  mais  diminuent  dans  un 
milieu  résistant,  II,  4' 5. 

Angle  horaire,  I,  27. 

_  de  la  verticale  avec  le  rajron ,  1 , 3oO  ;  II ,  66. 

_  au  centre;  c’est  celui  qu’on  observe  au 

centre  même  d’un  signal,  I,  210. 

_  de  direction;  sert  pour  réduire  un  angle  de 

position  au  centre  du  signal ,  I,  211. 

-  déposition;  c’est  celui  qu’on  observe  près 

d’un  signal  dont  le  centre  est  inaccessible, 
1 ,  210. 

Année  (sidérale,  tropique,  anomalistique),  1 ,  1 5- 

-  (civile,  julienne),  I,  17. 

_  de  confusion,  46  avant  l’ère  chrétienne, 

I,  17. 

Anomalie  (vraie,  moyenne),  1,  14, 

Aphélie,  I,  23. 

Aplatissement  ou  ellipticité  de  la  Terre,  I,  3o2; 
comment  on  le  détermine  par  les  opérations 
géodésiques ,  1 ,  322;  par  les  observations  du 
pendule,  II,  46°»  sa  valeur  déduite  des  me¬ 
sures  géodésiques,  II,  34g  et  35g.  sa  valeur 
déduite  des  observations  du  pendule,  II,  4^4* 

Apogée ,  I,  io. 

Apsides,  1,  10. 

Arc  (semi-diurne ,  semi-nocturne) ,  1 ,  5. 


Arc  de  méridien ;  formules  rpour  l’évaluer,  I, 
3iget  374 à  3go;  II,  327. 

- de  parallèle  ;  formules  pourlVvaluer,  1 ,  3gi  • 

Ascension  droite  d’un  astre,  1 .  8. 

-  du  milieu  du  ciel  ou  du  zénith,  II ,  1 1  et  58. 

Ascension  (1’)  droite  apparente  (Tune  étoile  est 
le  temps  sidéral  de  son  passage  au  méridien  , 
II,  107. 

Attraction,  I,  42  et  295. 

Augmentation  du  demi-diamètre  de  la  Lune;  II, 

5g  et  63. 

Axe  du  monde,  1 ,  2. 

Axes  de  la  Terre;  leur  valeur  numérique  ,!  1 , 
3  j4  à  326. 

-  de  suspension,  II,  402. 

Azimut  d’un  astre,  I,  9. 

-  d'un  signal  ;  détermination  desazirquts  par 

les  opérations  géodésiques,  I,  36i  et  369. 
Azimutales  (observations) ,  Il .  199. 

-  par  le  Soleil ,  II ,  199. 

-  par  la  Polaire ,  II ,  2p8. 

-  à  l’aide  du  théodolite  répétiteur,  II,  223. 

— -  au  moyen  de  l’instrument  des  passages ,  Il , 
230. 

B 

Baromètre;  sa  théorie  et  son  usage  pour  mesurer 
les  hauteurs ,  II ,  466-  Table  pour  avoir  égard 
à  la  dépression  du  mercure ,  due  à  l’action  ca¬ 
pillaire,  II,  48 1. 

Base;  instruments  qui  servent  pour  mesurer  les 
bases ,  1 ,  226  et  234  i  réductions  dont  elles 
sont  susceptibles,  pour  les  rendre  compara¬ 
bles  ,  1 ,  23g  à  260. 

Manière  la  plus  avantageuse  pour  faire  dispa¬ 
raître  l'erreur  entre  une  base  calculée  et  sa 
mesure  directe,  1 ,  408  et  412;  pour  apprécier 
l’erreur  d’un  nivellement ,  1 , 486  à  492 
d.  . 
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G 

Calcul  d’un  réseau  de  triangles ,  I ,  262  et  258. 
Calcul  des  probabilités  appliqué  aux  opérations 
géodésiques,  I,  a5o  et  488  ;  appliqué  aux  ob¬ 
servations  astronomiques ,  II,  298  et  3g5. 
Calendrier  grégorien ,  1 ,  17. 

Canevas  higonomè trique ,  I,  i5a. 

Carte  topographique  ;  idée  de  la  manière  d’en 
former  le  canevas  ,1,  i5a  à  1 56- 
Centre  d’oscillation  ;  sa  propriété  ,  II ,  42i 
Cercles  polaires ,  1 ,  9. 

Cercle  répétiteur  de  Borda  ;  sa  description  et  ses 
usages,  1 ,  164 à  191  ;  II ,  24,  i37,  <99- 
Champ  tPune  lunette,  I,  167  ;  Il ,  Tl4* 
Chronomètre  ou  garde-temps,  II,  a48;  son  usage 
pour  déterminer  les  longitudes  géographiques, 
II ,  a5o. 

Coefficient  de  la  réfraction  terrestre,  1 ,  435  ; 

son  expression  théorique ,  1 ,  444  i  47 
Colatitude,  1 , 24. 

Collimation  (erreur  de) ,  I,  184. 

Colure,  I,  9;  II,  64- 
Comètes,  1 ,  2  et  48. 

Compensateur,  II ,  i33  et  a5i . 

Compteur,  pendule  qui  sonne  et  marque  les  se¬ 
condes  ,H,  i47- 

Constante  de  la  réfraction  astronomique;  moyen 
de  la  déterminer,  II ,  i<^4- 
Constellations,  1,3;  moyen  de  les  reconnaître , 

II ,  1 18. 

Convergence  des  méridiens,  1 ,  36a. 

Conversion  du  temps  sidéral  en  temps  moyen  ,  et 

vice  versa,  II,  9  à  11. 

Coordonnées  «l’un  point  trigonométrique  ;  mé¬ 
thodes  pour  les  calculer,  1 ,  289  et  387. 

D 

Déclinaison  d’un  astre  ,1,8- 

_  du  Soleil  ;  moyen  de  la  déterminer  par  les 

tables  astronomiques,  Il ,  6  et  1 5. 

Degré;  la  36o*  partie  de  la  circonférence. 

-  du  méridien ,  1 ,  344* 

-  de  longitude ,  1 ,  344  et  ^°9' 

-  d’un  arc  oblique,  I,  34o. 

_  d’un  arc  perpendiculaire  au  méridien,  1, 

34.. 

Dépression  (angle  de),  I,  179- 
Différence  des  méridiens  ou  de  longitude,  I ,  *3. 
_  de  niveau  ;  formules  pour  calculer  les  diffé¬ 
rences  de  niveau,  i°  en  supposant  la  Terre 


sphérique,  I,  4495  H,  .*>2  ;  2°  en  supposant 
la  Terre  elliptique  ,  I,  467. 

Détermination  des  différences  de  niveau  par  le 
concours  des  observations  géodésiques  et  ba¬ 
rométriques  ,  1 ,  463. 

Digressions  de  la  Polaire  ;  font  connaître  la  lati- 

.  tude  d’un  lieu,  il,  21 

Distance  au  zénith ,  1 ,  1 79.  ^ 

-  de  l’équinoxe  au  Soleil,  II,  10. 

Distances  zénithales  des  astres;  Bervent  à  déter¬ 
miner  le  temps,  II,  137  et  i43;  la  latitude  , 
II,  162;  erreur  dont  elles  sont  susceptibles , 
II,  .96. 

—  méridiennes,  II,  162;  corrections  des  dis¬ 
tances  observées  près  du  méridien ,  II,  i64- 

-  polaire,  I,  8. 

E 

Éclipses  (calcul  des),  pour  déterminer  les  longi¬ 
tudes  terrestres,  II,  265. 

Écliptique,  1,6. 

Ellipsoïde  de  révolution  ;  son  équation ,  1 ,  336  ; 
évaluation  de  sa  surface  et  de  son  volume ,  I , 

424  et  427. 

Ellipsoïde  osculateur ,  I,  345;  II,  356  et  388. 
Ellipticité  de  la  Terre.  (V oyefc  Aplatissement.) 
Élongation,  I,  3o. 

Équateur,  1 ,  3. 

Équation  du  centre,  I,  4- 

-  du  temps,  I,  l4- 

— —  annuelle ,  I,  3i. 

des  hauteurs  correspondantes,  II,  126  et 
i3o. 

—  -  de  la  pendule,  II,  297. 

Équinoxes,  1 ,  6. 

Équinoxiale  (ligne),  ou  équateur,  1 ,  3. 

Erreur  constante  du  cercle  répétiteur,  I,  i83; 
moyens  d’en  affranchir  les  distances  zéni¬ 
thales,  I,  4g3  ;  H,  160  et  172. 

Étoile  polaire  ;  son  usage  pour  déterminer  la 
hauteur  du  pôle,  II,  168;  pour  orienter  un 
réseau  trigonométrique,  II,  208.  On  peut 
l’observer  de  jour  avec  une  forte  lunette. 
Établissement  du  port,  I,  33. 

Étoiles  circompolair es,  I,  4;  H,  1  <9 

-  fixes,  I,  2;  II,  118. 

Évection,  1 ,  3 1 . 

Excentricité  des  lunettes,  I,  197. 

—  de  l’orbe  terrestre,  II,  90. 

-  de  la  Terre  ;  son  expression  analytique,  I . 

297;  sa  valeur  numérique,  I,  323. 

Excès  sphérique,  I,  i3fi  et  2.5g. 
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F 

Figure  de  la  Terre,  I,  19;  méthodes  géodésiqucs 
pour  la  déterminer,  I,  295;  II,  338  à  401; 
comment  les  observations  du  pendule  la  font 
connaître ,  II,  457. 

Force  centrifuge;  sa  valeur,  Il ,  446. 

Formules  différentielles  trigonométriques  ;  leur 
usage  en  Géodésie,  I,  3g4  à  404. 

Foyer  d’une  lunette,  I,  165;  II ,  1 13. 

* 

G 

Géodésie ;  son  objet,  I,  i5a. 

Grade,  la  100e  partie  du  quadrant;  valeur  du 
grade  du  méridien  ,  I,  344;  du  Gra(^e  de  longi¬ 
tude,  1 , 344  et  5og.  (Voyez  aussi  Table  V.) 
Gravité.  Voyez  Pesanteur. 

H 

Hauteur  de  l’équateur,  1,  12. 

Hauteur  du  pôle,  I,  12  et  ?4  j  différents  procé¬ 
dés  pour  la  déterminer.  II,  162  à  it>4. 

- d’un  astre,  I  ,  8. 

-  'apparente  vraie),  I,  21. 

Hauteurs  des  objets  terrestres  (détermination  des) 
par  les  opérations  trigonométriques ,  1 ,  449  ; 
par  les  mesures  barométriques,  II,  4>7- 
Héliotropes ,  disques  réflecteurs,  I,  225. 

Heure  sidérale ,  I,  4- 

-  solaire,  I,  12. 

Horizon  sensible,  1,1. 

-  rationnel  ou  mathématique,  1 ,  1 . 

Horloge  astronomique.  Voyez  Pendule. 

I 

Index,  ou  ligne  de  foi ,  I ,  ,65. 

Inégalités  (séculaires,  périodiques),  I,  3i  et  43. 
Inflexion,  II ,  285. 

Interpolation  (méthodes  générales  et  particu¬ 
lières  d’),  I,  i38  à  1 5 x  ;  II,  5  à  8. 

Irradiation ,  II,  117  et  284. 

Isochrone,  II,  4oa- 

J 

Jour  sidéral,  1,4e!  *6. 

-  vrai,  ou  astronomique,  I,  12. 

-  civil,  1 ,  12. 

-  moyen,  I,  1 3  et  16. 


R 

Képler  ;  énoncé  de  ses  lois  ,1,  !p. 

L 

Latitude  d’un  astre,  I,  8;  du  Soleil ,  II,  i3. 

— —  du  zénith,  II,  63. 

- géographique,  I,  24 

Latitudes  (détermination  des)  des  points  d’un 
réseau  trigonométrique  ,  1 ,  36o  et  867. 

— —  (observations  et  calculs  des),  II,  162. 
Libration,  I,  29. 

Lieu  (vrai,  apparent),  I,  27. 

Ligne  des  équinoxes,  I,  7. 

— —  des  ncruds,  I,  7. 

-  équinoxiale,  ou  équateur  terrestre,  I,  24. 

-  géodésique ;  ses  équations,  I,  290;  II, 

3o6  et  370. 

-  de  niveau  vrai ,  1 ,  449- 

■  de  niveau  apparent,  I,  449- 
Lignes  du  sphéroïde  terrestre  en  fonction  de  la 
latitude,  I,  295  à  344- 

Lois  de  Képler;  sont  au  nombre  de  Irois  ,  l,  42. 
Longitude  céleste,  1 , 8. 

-  du  zénith,  II ,  63. 

— —  moyenne,  I,  14.  • 

-  géocentrique,  I,  22. 

- - hcliocentrique ,  1 , 22. 

-  terrestre ,  1 ,  23  ;  differents  moyens  pour  la 

déterminer,  II,  248. 

Lune  ,  ses  phases ,  1 ,  3o. 

-  ses  principales  inégalités,  I,3i. 

Lunette  d'épreuve,  I,  171. 

-  astronomique;  notions  sur  ses  effets,  II, 

1 10. 

- des  passages  ;  son  usage  en  Géodésie ,  II, 

229  à  243. 

M 

Marées,  1 , 33. 

Médiation,  I,  3.  Voyez  Point  culminant. 
Méridien,  1 ,  2. 

-  supérieur  et  inférieur,  1 ,  4- 

-  (le)  terrestre  est  une  courbe  plaue  sur 

l’ellipsoïde  de  révolution,  II,  36g;  est  une 
courbe  à  double  courbure  sur  le  sphéroïde  ir¬ 
régulier,  II,  369.  Formules  pour  rectifier  un 
arc  du  méridien  terrestre ,  connaissant  les  la¬ 
titudes  de  ses  extrémités;  l,  319,  et  Sfik  38 1  ; 
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comment  on  détermine  son  amplitude  quand 
on  connaît  sa  longueur,  1,  335. 

Méridienne  terrestre  ;  manière  de  la  déterminer 
par  les  opérations  géodésiques,  I,  38 1  ;  II, 
375. 

Mesures  des  angles ,  I ,  17 1  et  1 79. 

Méthode  des  hauteurs  correspondantes,  II ,  123  à 

i36. 

Méthode  des  hauteurs  absolues  des  astres,  II,  i37 
à  161. 

-  des  hauteurs  absolues  (remarques  sur  la), 

II,  i5o. 

-  des  moindres  carrés,  appliquée  aux  mesures 

géodésiques,  II,  344;  appliquée  aux  mesures 
du  pendule ,  II ,  458. 

Mètre ;  la  dix-millionième  partie  du  quart  du 
méridien;  sa  valeur  légale  est  de  3  pieds  11 
lignes  de  l’ancienne  toise  de  l’Académie , 
prise  .à  i3°  du  thermomètre  de  Réaumur,  I, 

324. 

Micromètre,  II  ,116.' 

Microscope  ou  loupe;  s’adapte  aux  instruments 
pour  lire  plus  aisément  leurs  divisions ,  1 ,  166. 
Mire  (point  de),  I,  1G2. 

Mois  (synodique, -périodique),  I,  3i. 

Moyenne  arithmétique,  I,  179- 


N 

Nadir,  1,2. 

Newton  découvre  la  loi  de  la  pesanteur  univer¬ 
selle,  1 ,  4^ ,  et  en  déduit  pour  conséquence  que 
la  Terre ,  douée  d’un  mouvement  de  rotation  , 

doit  être  aplatie  vers  les  pôles  et  renflée  vers 
l’équateur,  II,  37o. 

Niveau  moyen  de  la  mer,  I,  33. 

Niveau  (ligne  et  surface  de),  1 ,  449* 

- vrai,  1 ,  449* 

-  apparent ,  1 ,  449’ 

- (différence  de);  comment  on  la  détermine, 

I,  459  à  46<î  ;  II,  466. 

Niveau  à  bulle  d’air,  1 ,  169  et  i85. 

Nivellement  géodesique,  I,  449  ®  466  à 

4»4- 

Noeuds  de  la  Lune,  1 ,  29. 

Nonagésime,  II,  63. 

Nonius  ou  vernier ,  1 ,  i65. 

Nord,  1 ,  3. 

Normale.  Voyez  Rayon  de  courbure... 

Nutation,  I,  36. 

- -  (formules  de) ,  II ,  86. 


O 

Objectif,  I,  166. 

Obliquité  de  l’écliptique,  I,  9;  sa  valeur  moyenne, 

I ,  36;  II,  12  ;  sa  diminution  séculaire,  II,  78; 

moyens  de  la  calculer  par  les  tables ,  II ,  i3  ;  de 
la  déduire  de  l’observation ,  11,  i83.  * 

Observations  conjuguées,  I,  I74- 

- astronomiques,  1 ,  1 93  ;  II ,  >  1  o  à  3o  1 . 

— —  solstitiales,  II,  i83. 

Occident,  I,  3. 

Oculaire,  I,  166. 

Octants,  1 , 3o. 

Opérations  géodésiques,  I,  i52. 

Orient,  l’un  des  quatre  points  cardinaux,  1, 3. 
Orientation  d’un  réseau  trigonométrique ,  II, 
«99 

Oscillations  du  pendule,  II,  4o2,  sont  isochrones 
dans  un  milieu  résistant  comme  dans  le  vide, 

II, 409. 

P 

Parallaxe  des  fils  du  réticule,  I,  167. 

- (horizontale ,  annuelle ,  équatoriale) ,  1 ,  26 

et  27. 

-  (d’asc,  dr. ,  de  déclin.,  etc.) ,  1 ,  27  ;  Il ,  58. 

- Formules  de  parallaxe,  II,  55 à  73. 

Parallèles  à  l’équateur,  I,  3  et  23;  longueur  du 
grade  d’un  parallèle  connu ,  1 ,  344- 
Passages  (instrument  des) ,  II ,  229. 

- des  astres  au  méridien ;  moyen  d’en  détermi¬ 
ner  les  heures,  Il ,  107;  s’observent  pour  me¬ 
surer  la  hauteur  du  pôle,  II,  162;  l’observa¬ 
tion  des  passages  de  la  Lune  au  méridien  de 
deux  stations  en  fait  connaître  la  différence 
de  longitude,  II,  25 1. 

Pendule  (théorie  du),' II,  402  à  438.  Du  pendule 
simple,  II,  4°2.  Du  mouvement  du  pendule 
dans  un  milieu  résistant,  Il ,  409.  Le  temps  de 
l’oscillation  entière  est  le  même  que  si  le  mou¬ 
vement  avait  lieu  dans  le  vide,  II,  4*5.  Loi 
suivant  laquelle  les  amplitudes  décroissent,  II , 
4i5.  Mouvement  du  pendule  dans  la  supposi¬ 
tion  d’un  fil  extensible,  II,  4*8-  Correction 
des  amplitudes,  II,  41S.  Propriété  du  centre 
d’oscillation,  II,  421. 

Détail  des  expériences  pour  déterminer  la  lon¬ 
gueur  du  pendule  à  secondes ,  en  faisant  usage 
de  l’appareil  de  Borda,  II,  424. 

Il  est  nécessaire  d’avoir  égard  au  rayon  du  cy- 
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lindre  qui  forme  le  tranchant  du  couteau  de 
suspension,  II,  434- Valeur  de  l’aplatissement 
de  la  Terre  déduite  des  longueurs  observées  du 
pendule,  II,  460-  Appareil  à  double  suspen¬ 
sion,  II,  436.  Calcul  d’une  observation  faite 
avec  1  e  pendule  invariable,  II,  449- 
Pendule  astronomique  ,  manière  de  la  régler  par 
les  hauteurs  correspondantes  du  Soleil,  II, 
123;  parles  hauteurs  absolues,  II,  137;  par 
les  observations  des  étoiles,  II,  i43. 

Périgée,  I,  10. 

Périhélie,  I ,  a3. 

Perpendiculaire  à  la  méridienne;  manière  de  la 
tracer,  I,  ?8i  ;  ses  équations  sur  Je  sphéroïde 
elliptique ,  II ,  3o6  ;  sa  propriété,  II ,  3i  2  ;  ses 
équations  sur  un  solide  irrégulier  peu  différent 
d’une  sphère,  II,  38a.  Formules  pour  corriger 
la  mesure  de  cette  ligne  et  la  différence  en 
longitude  de  ses  points  extrêmes,  Il ,  395. 
Perturbations  planétaires ,  I,  43 
Pesanteur;  son  intensité  dans  le  vide  est  plus 
grande  que  dans  un  milieu  résistant ,  Il ,  4*7 î 
sa  valeur  numérique,  II ,  464. 

Phases  de  la  Lune ,  1 ,  3o. 

—  des  signaux,  I ,  aao. 

Planètes  (anciennes  et  nouvelles),  I ,  a  et  43. 
Points  cardinaux,  1,3. 

Point  de  mire,  1 ,  162. 

- culminant  ;  c’est  celui  où  l’astre  est  le  plus 

élevé  au-dessus  de  l’horizon. 

Polaire  (étoile);  son  usage  pour  déterminer  la 
latitude  géographique,  II ,  168.  Voy.  Étoiles. 
Pôles  du  monde,  I,  2. 

Portée,  1 ,  239. 

Position  moyenne  des  astres,  1 ,  35  ;  II ,  80 

- apparente  des  étoiles,  1 , 3g  ;  II ,  85. 

- (calcul  de  la)  apparente  d’une  étoile ,  Il ,  io4- 

- géographique,  I,  24. 

Précession  des  équinoxes,  I  ,  34. 

-  luni-solaire,  I,  35. 

- générale,  1 , 36. 

- (formules  de) ,  11 ,  74  a  81 . 

Premier  mobile,  I, 

Projection,  théorie  de  celle  employée  dans  la 
formation  d’un  canevas  trigonométrique,  II 
485. 

Q 

Quadrant,  ou  quart  de  la  circonférence;  est  de 
1 00  grades  ou  de  90  degrés. 

Quadratures,  I,  3o. 

Quart  du  méridien;  sa  longueur ,  323  à  327  ;  a  été 


pris  pour  fondement  du  système  métrique  en 
Frdftce,  I,  324. 

R 

Rayon  vecteur,  I,  10. 

Rayon  visuel;  droite  que  l’on  conçoit  menée  de 
l'œil  à  l’objet  auquel  on  vise. 

Rayon  réduit  en  secondes ,  1 ,  1 17  et  1 18. 

- de  la  Ten-e;  sa  valeur,  [ ,  3o3  et  33o. 

- du  pôle  ;  sa  valeur ,  1 ,  323  et  325. 

- de  l’équateur;  sa  valeur ,  3s  3  et  32.5. 

-  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure, 

I,339. 

— —  de  l’ellipsoïde  osculaleur,  II,  392. 
Reconnaissance  trigonométrique,  1 ,  160. 
Rectification  d'un  arc  du  méridien,  1 , 376;  II,  328  ; 

et  d'un  arc  de  parallèle,  1 ,  390. 

■■■■  du  niveau  à  bulle  d’air,  1 ,  191 . 

— —  des  calculs  géodésiques,  I,  3g4- 
Réduction  au  sommet  des  signaux,  I,  437. 

- à  l’axe  d’un  signal,  I,  220.  Voyez  Phase. 

—  au  centre,  I,  210. 

- à  l' horizon,  1,  20  t. 

-  au  plan  des  cordes,  1 , 20  5. 

-  des  bases  à  une  température  donnée,  1 ,  236  ; 

à  l  horizon,  I,  2jO. 

- des  bases  au  niveau  de  la  mer,  I ,  u33. 

Réflecteur,  I,  tg5. 

Réforme  julienne  ou  du  vieux  style ,  faite  45  ans 
avant  Père  chrétienne,  I,  17. 

Réfraction  astronomique,  1 , 20;  Il ,  23. 

-  terrestre,  1 ,  433  à  448  ;  Il ,  44. 

Refraction  terrestre  (coeflicient  de  la),  I,  441  à 
448;  théorie  par  laquelle  on  arrive  à  son  ex¬ 
pression  analytique,  II,  46. 

- astronomique ,  1 ,  20  ;  formules  pour  la  déter¬ 
miner,  Il ,  23  à  40. 

- (usage  des  Tables  de),  II,  42. 

Règles  pour  mesurer  les  bases,  I,  226.  Description 
et  usage  des  règles  de  platine,  I,  234. 

Relever  un  angle,  c’est  déterminer  le  nombre  de 
degrés,  minutes  et  secondes  qu’il  contient. 
Répartition  de  l’erreur  qui  affecte  la  somme  des 
trois  angles  observés  d’irt  triangle,  I,  253. 
Repères;  piquets  ou  bornes  de  pierre  qu’on  en¬ 
fonce  en  terre  pour  reconnaître  au  besoin  le 
centre  de  la  station. 

Résolution  des  triangles  par  la  voie  des  séries,  I , 
116  à  137. 

- des  triangles  géodésiques,  I,  252  à  280  ;  II. 

323  à  337. 
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Réticule,  I,  167;  II,  116. 

Retournement,  1,  191. 

Réverbères;  s’emploient  comme  signaux  de  nuit, 
I,  161. 

S 

Satellites,  I ,  2  et  4/- 

Signaux;  leur  formels  plus  avantageuse,  I,  161. 
Signes  du  zodiaque,  1 ,  7  et  8  ;  chaque  signe  vaut 
3o<>. 

_ (ascendants ,  descendants)  ,1,8.* 

Solstices,  I,  10. 

Son;  sa  vitesse,  II ,  479- 

Sphère;  cas  où  la  Terre  peut  être  considérée 
comme  telle,  I,  480 

_ droite,  oblique,  parallèle,  l,  a5. 

Sphéroïde  terrestre  •  sa  théorie ,  I ,  295  à  346;  II , 

36: à  395. 

Sphéroïde  elliptique  de  révolution  (équation  du) , 

I  336  ;  du  sphéroïde  peu  différent  d’une 
sphère,  II,  370. 

Station  ;  lieu  où  l’on  place  l’instrument  pour 
observer. 

Synchrone,  II,  4°7'  .  .  ,  .  , 

Système  planétaire  (exposition  abrégée  du),  I, 

41  à  49. 

Sytygies,  I  >  3  o. 

Sud,  l’Un  des  quatre  points  cardinaux,  1, 3. 
Suspension  (axe  de) ,  II ,  402- 

T 

Tables  géodésiques,  1 , 497  à 

Tables  astronomiques;  fin  du  tome  II. 

Temps,  sa  mesure;  11, 

- sidéral,  1,-4’ 

- moyen,  I,  i3. 

_ .  vrai  ou  astronomique,  I,  12. 

Théodolite  répétiteur  ;  sa  description  et  son  usage, 

1 ,  190  à  ig3  ;  II ,  au3. 

Théorème  de  Legendre  pour  résoudre  les  triangles 
sphériques  peu  courbes,  I,  1^3  ;  U,  335. 
Thermomètre;  son  usage  dans  les  observations 
barométriques,  II,  m3. 


Transformation  des  coordonnées  circulaires ,  II, 

64- 

Triangles  géodésiques;  moyen  de  les  bien  condi¬ 
tionner,  I,  137. 

- primaires  ou  de  premier  ordre,  1 ,  1 53. 

Triangles  secondaires  ou  du  second  ordre,  1 ,  i53. 
Ce  qu’on  entend  par  triangles  tertiaires,  I,  i53 . 

- rectiligne  ;  évaluation  de  sa  surface,  1 , 63. 

—  sphérique;  sa  résolution ,  I,  25a et  237;  éva¬ 
luation  de  sa  surface ,  1 ,  107  à  111. 

Triangles  (résolution  approximative  des),  116  à 

137. 

Triangulation;  c’est  l’ensemble  des  triangles  à 
l’aide  desquels  on  détermine  les  positions  res¬ 
pectives  des  principaux  points  d’une  carte  ou 
d’un  plan,  1,  i5a. 

Trigonométrie  rectiligne,  1 ,  5o  à  64- 

- sphérique,  I,  65  à  1 15. 

- sphéroïdique ,  II,  302  à  33: • 

Tropiques,  1,  11.  - 

U 

Unité  de  mesure  linéaire.  Voyez  Mètre. 

Y 

Variation  séculaire,  I,  l5. 

Variation  est  une  inégalité  lunaire,  I,  32. 
Vérification  des  calculs  géodésiques,  I,  36a  et 
46i. 

Vernier;  son  usage,  I,  i65. 

Vertical  d'un  astre,  1 ,  9. 

Verticale,  I,  2. 

Vitesse  du  pendule ,  dans  un  milieu  résistant,  II, 
4.3. 

- du  son.  Il ,  4"95  s’emploie  pour  évaluer  ap¬ 
proximativement  les  distances. 

Z 

Zénith,  1,2. 

Zodiaque,  1 , 6. 

- (signes  du),  1,7.  , 

Zones  terrestres,  I,  25.  Évaluation  de  leur  éten¬ 
due  superficielle,  I,  419  à 43a. 
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